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Soientn > 2et (aj,...,an) € C™ A quelle condition la matrice
0——0 a;
A=l 0o—0 aus
a; An—1 an
est-elle diagonalisable ?

Siles ax sont réels, on peut conclure avec le Théoréme spectral : la matrice A est diagonalisable.
Mais si les ay sont complexes?
@  Sia; =---=an—1 =0, lamatrice A est diagonale — fin de 1'histoire!
On supposera donc dans la suite que (as,...,an—1) # (0,...,0).
@ Lerang de la matrice A est donc égal a 2, la dimension de son noyau est donc égale a (n—2).
— Pour n = 2, la matrice A est donc inversible.
— Pour n > 3, la matrice A admet 0 pour valeur propre et la dimension de son sous-espace
propre est égale a (n — 2).
IIn’y a rien de plus a dire sur le noyau de A.
@ Considérons maintenant une valeur propre A non nulle de A.

Il existe alors un vecteur (x1,...,xn) # (0,...,0) dans le noyau de
—A aq
A—AlL, = Y an
aq an_1 an—A

#v Pas de valeur propre sans vecteur propre!

Le vecteur (x1,...,Xn) est donc un vecteur propre de A associé a la valeur propre A # 0 si,
et seulement si, les coordonnées xy ne sont pas toutes nulles et si

n—1
Vi<k<n, —Axg+ agxn =0 et Zakxk+(an—7\)xn:0.
k=1

Comme A # 0, on en déduit que

Ak

vV1i<k<mn, X = 57 Xn (*)
puis que
n—1 (12
7k — =
{Z A + an ?\} Xn = 0.
k=1
Pour que (x1,...,xn) # (0,...,0), il faut donc que x,, # 0 et donc que
n—1
M—anh— () at) =o0. ()
k=1

Premier cas — Si la somme
n—1
D_ak
k=1
est nulle, alors 1'équation (f) admet une racine nulle et la matrice A possede donc au

plus une valeur propre non nulle. Mais, d’apres (x), le sous-espace propre associé a cette
valeur propre non nulle est la droite vectorielle dirigée par le vecteur

(a1,...,an_1,1).

Donc il y a deux valeurs propres : 0 et A # 0 et la somme des sous-espaces propres, égale a
(n—2)+1, est strictement inférieure a n. Dans ce cas, la matrice A n’est pas diagonalisable.



rms136-1000 2

Deuxiéme cas — Dans le cas contraire, ’équation () admet deux racines non nulles.
— Si le discriminant

n—1
A= aﬁ +4 Z aﬁ
k=1

est nul, alors I'équation (}) admet en fait une racine double et on a remarqué que le
sous-espace propre associé a cette valeur propre est une droite vectorielle. On conclut
cette fois encore que A n’est pas diagonalisable.

— Dans le cas contraire, A possede trois valeurs propres : 0 (associée & un sous-espace
propre de dimension (n — 2)) et deux autres valeurs propres distinctes A et , toutes
deux associées a une droite propre. Dans ce cas, la somme des dimensions des sous-
espaces propres est égale a la dimension de 1'espace :

MmM=2)+1+1=n
donc A est diagonalisable.

#  Dans la discussion qu’on vient de mener, si les coefficients ay sont réels, alors les conditions
at4--- a2 ;=0 et ai+---+d: ;+a2=0

impliquent toutes deux que ay = --- = ax—1 = 0 (la somme est nulle et c’est une somme de termes positifs),
possibilité qu’on avait exclue avant de commencer la discussion.

Cela confirme ce que nous annongait d’emblée le Théoreme spectral : si les ay sont réels, alors la
matrice A est diagonalisable.

@ Variante.
On peut aussi commencer 1’exercice en calculant le polyndme caractéristique de A. Pour cela,
on développe d’abord par rapport a la premiere ligne de A, puis par rapport a la premiere colonne
de la deuxieme sous-matrice.

X —az 0 X

Xn =X : + (=D (=) :
X —Qan—-1 X
—ay An_1 X_an (1] —aq —Qn—1 1]
X
X
= Xxno1 — (=1"ar - (=1 (—qy)
X (n—2]
= XXn-1— a%xniz

oll Xn—1 est le polyndme caractéristique de la matrice analogue a A avec ay, ..., n.
De proche en proche, on devine que

n—1
Xn = Xn—2 (Xz — aﬁiz e — a%) = X" 2 (Xz —anX — Z Cl%)
k=1

puisque
X —Qn—1

_ w2 2
X2 = .y X—ap =X anX—a

n—1-

On continue en discutant sur le discriminant
n—1
_ 2 2
A=a; +4 Z ag.
k=1

— Si ce discriminant est nul, alors le complexe 2r/; est racine double du polynéme caracté-
ristique xn et il faut dans ce cas, discuter sur la nullité éventuelle de a,,.
— Sinon, alors le facteur du second degré admet deux racines complexes distinctes, mais
l'une d’elles est peut-étre nulle : nouvelle discussion!
Méme en explicitant les valeurs propres de A, on ne peut se dispenser de calculer les vecteurs propres
de A et la fin de cette variante est la méme que celle de la démonstration initiale.
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[ Question de cours ]
Rappeler la régle de d’Alembert.
[1. ] Endéduire que, pour tout p € N, la somme

+
3

A, =

3
l

est définie.
[2. ] Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere

22n71

2n
()

[3. ] Pourx e]—R,R[ on pose

[ 3.a. ] Démontrer que
Vx e]—R,R[, S(x)= (Arcsinx)?.

[ 3.b. ] Calculer Ay, A7 et Aj.

[1. ] Pourtoutn € N*, on pose

On en déduit que
An+1 np (Tl +1 )2 1
an  (M+1P (2n+1)(2n+2) notoo 4
Comme /4 < 1,1la série Y a,, est (absolument) convergente.
[2. ] Pourx # 0, on pose by, = 22" 'a,x*". D’apres la question précédente,

. bnii
lim 1 — 2,

n—+oo  bp

Pour |x| > 1, la série }_ by, est grossiérement divergente et pour |x| < 1, elle est absolument conver-
gente. Donc le rayon de convergence de la série entiére

22n71

n? ()

XZn

estégalal.
[ 3.a. ] Plusieurs possibilités envisageables ici pour calculer le développement en série entiére de

f(x) = (Arcsinx)?.

— On calcule le développement en série entiére de la fonction Arcsin et on tente un produit
de Cauchy : calculs sordides.
— On dérive f et on tente un produit de Cauchy sur

1
V1 —x2

(puisqu’on sait développer chaque facteur) : pas mieux!
— On dérive f, on pose alors

f'(x) = 2 Arcsinx -

1 Arcsinx
Q(X):E'f( )*ﬁ
et on dérive g:
(1=x*)g’(x) =1+ xg(x). (t)

C’est la seule méthode pratiquable!
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. 1 2 £ 3N . L4
On sait que Tz est développable en série entiére (fonction de référence, le rayon de

convergence est égal a 1) et donc que Arcsin est développable en série entiere (on peut primitiver
terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence). D’apreés le Théoreme sur le produit de Cauchy,
la fonction g est donc développable en série entiere (avec un rayon de convergence au moins égal a
1) et comme il s’agit clairement d"une fonction impaire, il existe une suite (ck)xen telle que

+oo
Vxel-1,1[, g(x) :chXZk“.
k=0
On en déduit que
+oo
Vxel-11,  (1=x)g'(x) =co+ ) [(2k+3)crsr — 2k + Ner|x* 2
k=0
et que
+o0o
Vxel-T,1l,  T4+xgh)=1+) ax™
k=0
Mais
Vxel-1,1], (1—x%)g’(x) =1+ xg(x)

et, par unicité du développement en série entiere, on peut identifier les coefficients terme & terme :
co=1 et VkeN, (2k+3)ck+1 = (Zk—l—Z)Ck

On en déduit sans trop de peine que

(2%Kk!)?
N =
VREN, =G
et donc que
+00 4
Vxel-L1, gx)=)_ o xR
o (Zk+1(5)
@ Par définition de g,
1 I 4k 2k+2
Vxel-1,11[, f(x):f(0)+2J g(t)dt=2 *e
0 kZ:O (2k + 1)(2k +2) (3¥)
On vérifie sans peine que
2k 2(2k+2
(2k + 1)(2k+2)<k> =(k+1) <k+1 )
ce qui nous donne, avec un changement d’indice (k « k + 1),
2 +ZOO AT
vVxel-1,1[, (Arcsinx)® =2 X = S(x)
o G
[ 3.b. ] D’apres la question précédente,
1 +oo 2 n
¥xel-1,1[,  (Arcsinx)? =+ ¥ 1 X)z
2 n=1 n? ( ‘r?)
En particulier, pour x = /2,
+o0 1 7_[2
Ay =Y ——— =2(Arcsin))? = —.
2 T; o (2]3) (Arcsin 1/2) 13
@ En dérivant terme a terme et en simplifiant par 2, on obtient
Arcsinx = (2x)*!
Vxel-1,1[, = . *
T2 o a(m )
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En particulier, pour x = 1/,

E 1 Arcsinl/2 &

A = p— —_ .
"TLn@y Jioi/A 33
a  On déduit de (x) que
Arcsin x = (2x)2m
Vxel-1,1[, 2x = 2xg(x) = .
o R 2
En dérivant, on obtient (la fonction g a été définie plus haut)
+oo _ +o00 _
22n n 2n—1 22n 2n—1
vxel-L1L  2[xg' () +gx)] = (n(z):) =2) ﬁ
n=1 n n=1 n

donc N
= 2(2-01/21)2 T
=L Ty
n=1 n

D’apres 'équation différentielle (1) vérifiée par g,

S PIUARTTAY

' -
Vxel-L1l,  xg'(x) +g(x) = ﬁ@ +xg(x)) +g(x) = "1 _9)5’2‘)
donc 1 ] ,
T
AO - g . (1/2-1-9(1/2)) = g -+ m

#y Ces expressions littérales peuvent étre confirmées numériquement.

from scipy.special import comb

def binom(n, p):
return comb(n, p, exact=True)

def A(p, N):
s =0
for n in range(1, N):
s += 1/(nxxpxbinom(2*n, n))
return s

On trouve ainsi
Ao =~ 0,7363998587187148 A1 = 0,6045997880780728 Az = 0,5483113556160754

avec N = 30. (Au dela de N = 30, les valeurs numériques ne changent plus, il est probable que toutes les
décimales sauf la dernieére soient exactes.)
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On étudie ici

+o0 XM
=) ==
n=1

[1. ] Quel est I'ensemble de définition de f ? Démontrer que f est de classe €.
[2. | Déterminer un équivalent de f au voisinage de 1.

[1. ] Pour[x| < 1,la suite de terme général x™ tend vers O lorsque n tend vers +oo, donc

n

x n

X

~y
T —x" no+co

et la série est absolument convergente (par comparaison a une série géométrique).

Pour x = +1, le terme général n’est pas défini pour une infinité d’indices n (division par
z€ro).

Pour |x| > 1, la suite de terme général x™ tend vers I'infini, donc

XT‘L

~ =1
T —Xx" no+oo
et la série est grossierement divergente.
La somme f est donc définie sur I'intervalle ouvert ]—1, 1] (et seulement sur cet intervalle).
@ Pour tout n € N¥, la fonction f,, définie par
x" 1

Vxel-1,1[, fa(x) = =—1+
1 —xn 1—xn

(*)

est de classe ¢! sur]—1,1[. On a déja justifié que la série de fonctions }_ f,, convergeait simplement
sur |—1, 1[. De plus,

VneN, Vxel-1,1[, fﬁ(X)Z(]nf;n])z
et par conséquent
nrn-!
VneN, Vo<r<l,¥Vxelmnt, [|fix)]< a0

Le majorant est indépendant de x et on reconnait le terme général d'une série convergente (série
entiére de rayon de convergence égal a 1), donc la série des dérivées ) f; converge normalement
sur chaque segment [—r, 1] C ]—1,1[.

De ce fait, la somme f de cette série de fonctions est de classe €' sur

U il =1-1,11

o<r<l1
et
Vxel-1,1[, f(x)= +ZOO il
) ) - — n 2.
— (1 —xm)

[2. ] Lorsquextend vers 1, chaque terme tend vers +oo, donc il est clair que la somme f tend vers
+00. Mais encore?
@ Pour 0 < x < 1,il est clair sur (x) que la suite de terme général % est décroissante.
Plus généralement, en posant

Xt et nx 1

VO<X<1)Vt>1) (P(X’t):]_xt:1_etenx:7‘l+]_eﬁ

on définit une fonction continue et décroissante de t, intégrable sur [1, 400l car équivalente a etinx
lorsque t tend vers +oo.

& Comme 0 < x <1, le facteur {nx est strictement négatif.
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Il est donc judicieux de comparer notre somme a une intégrale :

+o00o 400 +o00
> o< | etd< Y om
n=2 n=1
¢(1)
.......... .
......... RS
9(2) - J0)
3 P g s s e s s e,
¢(3) p(4) | | .
1 2 3 t
c’est-a-dire
VOo<x<1 J+mxtdt<f()<"1+rmxtdt )
x=h ; 1—xt T ST 1 T—=xt 7

On effectue alors le changement de variable (décroissant) u = x* = e* "X qui donne du = ¢nx-xdt:

r“’ xt gt — JO 1 du  tn(l—x)
; 1—xt )], T—u fx  fnx
D’apres (1),
~ n(1—x) 1 n(1—x) —In(1—x)
fx) x—=1  Inx + O(] —x) 1 tnx 1—x

puisque fn(1 —x) tend vers —oo lorsque x tend vers 1.

#  On pouvait conjecturer le résultat en remarquant que

]_Xn:(] —X)(] +X+"'+Xn7]) ~ Tl(]—X)

x—1

et en en déduisant audacieusement que
+Z°° x™ 1 +Z°°>c“_—€n(1—><)
T—x™ x=1 1T—x n 1-x
n=1 n=1

Heureux hasard... On pourrait justifier cette propriété si on réussissait a obtenir un encadrement satisfaisant
de la différence

n

E x" X
nz]]—x“ n(1—x)

mais ¢a ne me parait pas simple.
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On pose
+oo 1
f(x) = T; T T 1)

[ 1.a. ] Etudier la continuité de f sur 10, +ool.
[1.b. ] Calculer les limites de f en 0 et en +oo.
[1.c. | Lafonction f est-elle intégrable sur 10, +oo[?

[1.a. ] Pourx >0,
1 1

nmxZ + 1) n-too n2x2

et comme la série de Riemann ) 1/,2 est absolument convergente, la somme f(x) est bien définie.
@  Pour tout a > 0,

def. 1 1
2 1) ) ) O g mn = < .
vn ¥x € la, +ool Un(x) nnx2+1) " nnma2+1)

Le majorant est indépendant de x et, on vient de le justifier, c’est le terme général d'une série conver-
gente, donc la série de fonctions }_ u, converge normalement sur [a, +oo[. Comme les fonctions u,
sont continues sur R, on en déduit que la somme f est continue sur

U [a, +o0[ =10, +ool.

a>0

[ 1.b. ] Onadémontré que la série de fonctions ) f,, convergeait normalement au voisinage de +oo.
Comme chaque fonction f,, tend vers 0 lorsque x tend vers +o0o, on déduit du Théoreme d’interver-

sion des limites que
+oo
lim f(x) = lim f.(x)=0.

X—+00 X—+00
n=1

@ En tant que somme de fonctions décroissantes, la fonction f est décroissante, donc elle tend
vers une limite (finie ou infinie) au voisinage de 0. Puisque les fonctions f;, sont positives,

N
YN, Vx>0, f(x)>) falx).

n=

—_

On en déduit que

3| —

N N
YN, f(0T)> ) fa0)=)
n=1

n=1

Comme f(0") est indépendant de N, on peut passer a la borne supérieure dans cette inégalité et
comme la série harmonique est une série divergente de terme général positif, on en déduit que

f(0T) = +o0.

[ 1.c. ] La fonction f est continue sur l'intervalle ]0, +ool.
a  [lestclair que
“+00o
1 C(2)

n=1

et donc que f est intégrable au voisinage de +oco.
@ Pour x > 0, la fonction ¢ définie par

1
Vt>1, @x(t)zm

est clairement décroissante sur [1, +oco[. Nous allons donc comparer la somme f(x) a une intégrale.
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.......... L)
......... 2@
9(2) S K4C)
¢(3) q)(4) | ........i .‘..1
1 2 3 t
Pour tout x > 0,
+oo +oo +o0
| et = Yt <wil+ | enltd *)
n=1

Pour calculer I'intégrale, on décompose en éléments simples :

1 1 x2

ttx2+1)  t t2+1

et on primitive en prenant soin de ne pas faire apparaitre d'intégrales divergentes!

T @ dt=[in—t ] = —2tnx+ (1 +x2
L Px(t) t_{ntxz—HL = —2dnx +In(1 +x7).
On déduit alors de (x) que
f(x) — 2€nx+€n(1+x2)+O(L) ~ —2{nx.
x—0 14+x2/ x>0

Comme {n est intégrable au voisinage de 0 (fonction de référence!), on en déduit que f est intégrable
au voisinage de 0.
On a ainsi démontré que la fonction f était intégrable sur ]0, +-oo[.
@ Variante.
On sait que la fonction f est continue sur l'intervalle ]0, +ool. Par ailleurs, il est assez clair
que chaque fonction u,, est intégrable sur ]0, +ool et on vérifie (en posant u = /nx) que

+oo
V1, J un (t)] dt = =

0 2“\/?1.

Comme la série de Riemann }_ # est absolument convergente, le Théoréeme d’intégration terme a
terme nous assure que la fonction f est intégrable sur ]0, +oco[ et que

+o0 q 100 rtoo q ™
f(t) dt = n =ZB3h).
| e ;JO wa (1) dt = Tep)

#y  Dans sa version lebesquienne, le Théoreme d’intégration terme a terme ne justifie pas seulement I'éga-
lité

+o0 +o00
J > un(t)dt= ) J wn (t) dt
Ih—o n=0"1

mais aussi (et surtout) que la somme de la série de fonctions Yy est intégrable sur l'intervalle 1.
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On pose

x2 +n?

“+oo _1\n—1
f(x) = Z (1)7]1
n=1

[1. ] Déterminer I'ensemble de définition de f et étudier la continuité de f.
[2. ] Soientx € Ret o > 0. Justifier la convergence de I'intégrale généralisée

+o0
Ia(x) = J cos(xt)e ** dt
0

et calculer sa valeur.
[3. 1 Lafonction f est-elle intégrable sur 10, +oo[?

[1. ] Enposant

t
P = (X>t)'—>m )

on obtient s
0 —t
EP ) =
ot (x2 +12)2
a  Soit A > 0. Pour x € [-A, A], la suite de terme général

n
Un(x) = 2+ n2
est décroissante a partir de n > A et tend vers 0. On peut donc invoquer le Critére spécial des séries
alternées :

— pour tout x € IR, la série alternée _(—1)™ 'w, (x) est convergente;

— pour tout A > 0 et pour tout n > A, le reste d’ordre n est dominé :

“+o0o
_ n 1
> D )| < P (0] € gy =
k=n-+1

donc la série de fonctions 3_ (—1)™~'u,, converge uniformément sur tout segment [—A, A].

La somme f est donc définie sur IR et comme les fonctions u,, sont continues sur IR, la somme
f est continue sur
R = J[-A,AlL
A>0
[2. ] Soientx € R et & > 0. Pour tout A > 0,

A A . e(ix—oc)A —1
J cos(xt)e *t dt = i)%ej ettt —Re —
0 0 X — &
Comme « > 0,
‘e(ix—oc)A‘ — e—oc/-\ 0
A—+oco

donc l'intégrale généralisée I (x) est convergente et

1 o

VXER,\V/CX>0) I‘X(X):me(x—ixzcxz—‘rxz.

[3. ] Avecun minimum de lucidité, on se rend compte que

+oo +00
Vx €R, f(x) = Z (—1)n! J cos(xt)e ™t dt.
n=1 0
¢ Fixons x € R. Pour tout N € IN*,
N —t N ,—Nt
1 Cnt| e (1 —(=1)"e ")
Vvt e [0,+ool, T;(—1)“ cos(xt)e ™| = |cos(xt)] ‘ T

(somme géométrique)
< 2e .
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La majorant est intégrable en fonction de t sur [0, +oo[ et indépendant de N € N*. La convergence

de la suite des sommes partielles est donc dominée, ce qui permet de passer a la limite sous le signe
+oo +o0 +0o0 —t

VxeR, f(x)= J > (=1 Tcos(xt)e ™ dt = J - - cos(xt) dt.

o 5 o 1

@ On sait que la fonction cos est développable en série entiére sur IR, donc

Foo ot +0oo kXZktZk
VxeR, f(x):L HTZ(—n I dt.
k=0

Pour chaque x € R fixé, la série
400 —
2k)! T+4et
= 2k 1+
est une série de fonctions continues sur R, qui converge simplement sur R, vers la fonction conti-
nue

—t

e
t— 1_"_7 . COS(Xt).
De plus, pour tout k € N,
too | omt 4 2ky2K +oo o—ty2k
|t g x®K — — _dt=x%* lcul classi

L ‘1 e GTAT X L 2n! X (calcul classique)

X2k

2 —

2

puisque 1 < T+ e~ ' < 2. On en déduit que, pour tout x € ]—1, 1], la série numérique

[ e
0 T4+et (2k)!
est convergente, ce qui nous autorise a intégrer terme a terme :
)k 2k et -
Vxel-1,1[, :Z JO et dt

et la minoration qu’on a trouvé nous assure que cette série entiere diverge grossierement pour [x| > 1
La fonction f est donc développable en série entiere sur ]—1, 1]

Vxel-1,1] f(x)—f((_”krw e’ .tz“dt)x2k
X y Ty *k:o (2K Jo  TH4et

et le rayon de convergence de cette série entiere est égal a 1 (par comparaison a la série géométrique).
#  On aurait pu aussi remarquer que

+o0 +oo +oo n+k 1

1]
f(x):Z(*” ]n 1+x/n ZZ n2k+1 X

n=1 n=1%k=0
et espérer pouvoir appliquer le Théoréme de Fubini pour obtenir :
+oo ,+oo (_])nJrk,] .
0 =3 (3 S )¢
k=0 “n=1

Mais la famille considérée n’est pas sommable puisque :
— Sila famille (an i) (n,k)en2 est sommable, alors la série de terme général

vVneN, (Tn:Zan,k

est absolument convergente
— alors que la série Y_(—1)""'un(x) est convergente sans étre absolument convergente puisque

Un(x) ~ Vn.

On ne peut donc pas compter sur le Théoréme de Fubini pour conclure.
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Une fonction f : 1 — R de classe € est absolument monotone lorsque
VkeN,Vxel, f®(x)>0.

[ Question de cours ]

Rappeler la formule de Taylor avec reste intégral.

[1. ] Soient fet g, deux fonctions absolument monotones sur 1. Démontrer que f + g et fg sont
absolument monotones sur 1.

[2. ] Soient R > 0 et f, une fonction absolument monotone sur I = [0, R[. Pour tout n € N, on pose

n
f)(0)
vVxel Ru(x)="~f(x)— Z o x*.
k=0
[ 2.a. | Démontrer que, pour tout n € N, la fonction

Rn (x)
xn

est croissante sur 10, R[.
[ 2.b. ] Démontrer que la fonction f est la somme de sa série de Taylor sur [0, R[.

[1. ] Lasomme f+ g estde classe ¥ sur I et
VneN, Vxel f+g)™Wx)=f™x) +g™Hx) >0

en tant que somme de termes positifs.
De méme, le produit fg est de classe € sur I et, d’apres la formule de Leibniz,

VneN, Vxel, (fg)™x) =) (E)f(k’ x)g™ M x) =0
k=0

car chaque terme est le produit de trois facteurs positifs.
Ainsi, f + g et fg sont absolument monotones.
[ 2.a. ] D’apres la formule de Taylor avec reste intégral,

X f(n+l](t)
VneN,Vxel, Ru,(x) :J — (x—t)™dt
0 .
s 1
= J ) (xu) (1 — )™ du. (avec t = xuet dt = x du)
b Jo

On en déduit que

R 1
VneN, Vxel, %:%J D (xu) (1 —w)™ du.
Mo

On remarque alors que
— Le facteur ¥/, est une fonction positive et croissante de x.
— L’expression f 1) (xw) (T — w)™ est positive sur [0, 1], donc I'intégrale est positive.
— La dérivée (fn+1))" = f(n+2) est positive, donc la fonction f(™*1) est croissante et la
fonction

n+1)(

x — fl xu)

est croissante en tant que composée de fonctions croissantes. Comme le facteur (1 —u)™
est positif et indépendant de x, on en déduit que la fonction intégrande est croissante par
rapport a x.

Un produit de fonctions croissantes et positives est lui-méme une fonction croissante et positive,

donc la fonction
R (x)

XTI

est croissante et positive sur I, quel que soit I’entier n.
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[2.b.] Soit x € ]0,R[. Il existe donc un réel « tel que 0 < x < & < R et on déduit de la question
précédente que

0< <
xn o™
Comme f est absolument monotone,
n
f(kJ(O) 5
Ru(e) = fla) = )+ o < fla
k=0 ~—nr—~
>0
et comme x™ > 0,
X n
0 < Ru(x) < (o) - (&) . *)

Comme 0 < x < «, le majorant tend vers 0, donc Ry, (x) tend vers 0 et finalement

“+oo f[n) (0) N
X

Vv x e [0,+o0[, f(x) = =

n=0

#  L'éqalité est évidente pour x = 0!

-  L'encadrement (x) signifie que la suite des restes Ry, converge uniformément sur tout segment [0, ] C
[0, R[vers la fonction nulle, c’est-a-dire que la série de Taylor converge uniformément sur tout segment de [0, R[
— ce qui ne surprendra pas ceux qui connaissent le cours sur les séries entiéres.

@ On peut démontrer que la fonction tan est absolument monotone sur (0, /[, en utilisant notamment
la céleébre relation

VO<O0< 2  tan’0=1+tan20

2 )
dans un raisonnement par récurrence. Ce qui précéde prouve que la fonction tan est développable en série
entiere sur l'intervalle ]—7/5, 7/ |.



