Calcul intégral : énoncés

Exercices CCP

Calculer les primitives des fonctions suivantes.

2) 1 b) 3+ 1 . In(1 + th? z)
r+vVi+toz+/1—2z 2+(:c+2)\/m ch?z
1 1 1
Va2(x +1)(a2 + 2 +1) 6)2—{)’f—\/5 f)1—|-3cos4av

ch? z 2%(z? - 1)
—_— h oser u = + !
&) ch?z +shx ) (22 +1)2(z* + 22+ 1) (p )
) sinnz .. tanx ) 1
i
sinx ! Vcos 2z cos3z +sinz +1

+oo
On pose h(z) = / e~ cos xt dt. Montrer que h est de classe C! sur R et la calculer.
0

. ) L(21)E0/) U yint
3)| Existence et calcul éventuel de —— dz et de ——— dt.
0 €z o (1—12)3/2

Exercices Mines-Centrale: intégrales sur un segment

1
4)| Soit f € C([0,1]). Montrer que ||f]|, = { / |f(H)|" dt tend vers || f]|o quand n tend vers I'infini.
0

1/n
5)[Soit f: RT = R de classe C! telle que f(0) = 0. Trouver la limite de I,, = n? f()de.
L | 0

I I
6)| Pour f continue sur un intervalle [a, b], comparer 5 / exp (f(¢)) dt et exp (b / f@) dt>.
—aJg —aJq

n—1

7)| Décomposer T en éléments simples, et en déduire la valeur, pour z complexe de module différent de 1, de

2m

dt

I(z) = / —; (on pourra utiliser des sommes de Riemann).
0 zZ—e€

t
Soit f: RT — RT continue et k un réel fixé. Montrer que si f(t) < k/ f(u) du pour tout ¢ > 0, f est nulle.
0

@ Soit f: [0,1] —]0, +00[ continue. On note F' la primitive de f qui s’annule en 0. Montrer que pour tout entier n > 1,
il existe une unique suite (ao, ..., a,) telle que

Ap41 1
ap =10 et vk, / f@t)dt = l/0 f(t)de.

& n

n—1
, 1
Etudier la suite S, = = 3 f(a;)-
udier la suite "2 f(a;)



1

1.n 2n
, t" —1
0)| Etudier la limite de I,, = / - dt quand n tend vers infini.
0 _
a) Soit F': [a,b] — R de classe C* sur [a,b] et 5 fois dérivable sur ]a,b[. Montrer qu’il existe ¢ dans ]a, b] tel que

—a _a)? N5
F(b) = F(a) + bT (F'(a) + F'(b)) % (7 (b) - F(a)) + L O ),

a
720

b) Montrer que si f est de classe C* sur [a, b], on a

b —a a n—1 _a —CL2
[rwa = (f“);f(uzf(wbn >>—(b ) - )
a k=1

O (190 - 19@) +o0 ()

Soit f € C°([0,1),R). Montrer que / x f(sinz)dx = g / f(sinzx)dz.
0 0

2 sin?" x

s
En déduire, avec trés peu de calculs, la valeur de I, = / P T e
o SIn“"x + cos“"x

X"(a—bX)"
Soient a,b € N*. Pour n € N, on pose P, = M.

n!

a) Montrer que pour tous n,k € N, pk (0) et pk (a/b) sont des entiers.
a/b
b) Montrer que I,, = / e® P, (x) dz tend vers 0 quand n tend vers Pinfini.
0

¢) On suppose que e%/? est rationnel de dénominateur d. Montrer que dI,, € N pour tout n.

d) Quels sont les rationnels r tels que e” € Q7

(Centrale 2012) Soit f : [0,1] — R continue et concave telle que f(0) = 1.

v 1 1
a) Montrer que pour tout x € [0, 1], / f(t)dt > §xf(x) + 37
0

1 1 2

2 B’
b) Montrer que / zf(x)de < 3 </ fx) d:c) . Etudier le cas d’égalité.
0 0

Calculer un développement asymptotique a 3 termes de S, = Z In(n + k).
k=1

16)|a) Formule de la moyenne

Soient ¢ et 1 deux applications continues d’un segment [a,b] dans R avec a < b et ¢ > 0. Montrer qu'il existe ¢ € [a, ]

b b
tel que/ o(t)Y(t) dt:go(c)/ P(t) dt.

b
b) Soient b > 0, f : [0,b] — R continue et g : R — R continue b-périodique. Etudier la convergence de I,, = / f)g(nt)dt
0

quand n tend vers 4o0.



Exercices Mines-Centrale: intégrales sur un intervalle quelconque

+oo +oo
Soit f positive et continue sur [0,4o0c[. On suppose que les intégrales impropres / f(&)dt et / f2(t)dt
0 0

1 x +oo
convergent. On pose F(z) = — / f(t) dt. Montrer que F?(z) dz converge et en donner une majoration.
T Jo 0

+oo +oo +oo
Soit f € C%(RT,R) telle que / F2(t)dt et / f"2(t) dt convergent. Montrer que / f"(t) dt converge.
0 0 0

+o0 +oo
Soit f € CY(RT,R) telle que / t2f2(t) dt et / f"(t) dt convergent. Montrer que
0 0

</O+oo f2(t) dt) <4 (/()+Oot2f2(t) dt) (/Om () dt) .

+oo
Quand a-t-on égalité 7 On pourra considérer / tf(t)f(t)de.
0

2

-1
a) Montrer que l'application f définie par f(z) = 27! — (2 sin g) pour z €]0,7] se prolonge & [0, 7] en une

application de classe C!.

T si 1/2
b) Montrer que pour n € N, l'intégrale / M dx ne dépend pas de n et donner sa valeur.

0 2sin(z/2)

n—-+4o0o

¢) Montrer que si ¢ est de classe C*! sur [0, 7, / o(x)sin[(n + 1/2) ] de ——— 0.
0

sint

“+oo
d) En déduire la valeur de / — dt.
0

1 “+oo
Intln(l —¢ 1
21)| Soit I = / wdt. Montrer que I converge et que [ = E —-
0 t —n

] +oo f(¢ ) oo f£(t) — f(at
22)[Soit f: RT — RT continue telle que / Q dt converge. Etudier / ft) — flat)

dt pour a > 0.
0 t

— 1

23)[Soit f: R — R continue et admettant des limites finies en —oo et +00. Montrer la convergence et calculer la valeur
de l'intégrale impropre

+oo
/ @+ 1) f(z)] da.

— 00

n—1 1
1 k
24)| (Mines) Soit f : ]0,1[— R monotone, continue par morceaux et intégrable. Montrer que — E I () tend vers / I
n n 0

k=1
quand n tend vers 'infini.

Applications :

e en déduire la limite de (n!/n™)Y/" quand n tend vers l'infini ;

n— 1/n
. < . ' . [k
e exprimer de deux facons différentes la limite de H sin o .
n
k=1



Exercices Mines-Centrale: intégrales a parametre

cost
25)[ On pose J(a) = ——
_) (@) 0 /sin?t+ at

équivalent de J(a) quand a tend vers 0 et quand a tend vers +oo.

w/2 )
dt. Quel est le domaine de définition de J? Etudier la limite et donner des

T In(1 4 at? 1 (% Int
26)[ Montrer que f(z) = / sz)dt est définie et continue sur RT. Montrer que f(z) = —= / L dt, puis
2 o tl+8) 2 )y 1-t¢
+oo 1 1 t2
calculer / % dt.
0

27)| Pour @ > 0 et = € R, on pose

ha(x):/ cos(tx) gt
o 1+1t2

Montrer que h, est de classe C™ et trouver une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par h,.

+oo ;
t
28)|a) Montrer que application g :  — / e ot % dt est définie sur [0, +-00[ et de classe C! sur ]0, +oo[. Calculer
0
g'(x) pour z > 0 et en déduire la valeur de g(x) pour z > 0.

b) Montrer que g est continue en 0. On pourra utiliser la suite (g,,) définie par :
" sint
n - :vr—>/ e*””tTdt
0

et montrer & 'aide d’une intégration par parties que (g, ) converge uniformément vers g sur [0, 1].

c¢) En déduire la valeur de / % dt.
0

T /4 2
On pose f(z) = / et dt et g(z) = / exp (_3020) df. Montrer que f2? + g est constante et en déduire la
0 0 cos

+oo 5
valeur de / e " dt.
0

+o00o
Soit f: RT — R continue et bornée. Pour x > 0, on pose F(z) = / ft)e "t dt.
0

a) Montrer que F' est bien définie et préciser sa régularité.

b) On suppose que f admet en 0 un développement limité a l’ordre o(t™). Montrer que F' admet en +oco un développement
asymptotique a l'ordre o(1/z"+1).

™

—+oo
Si z € C est de partie réelle strictement positive, on pose f(z) = / e~t"2 dt. Montrer que f(2)%* = o
0 z

32)| Une preuve du théoréme de d’Alembert-Gauss
TneinO

Soit P € C[X] de degré n > 1 sans racine dans C; on pose f(r,8) = Plre®)
re

pour r > 0 et § € [0, 27].
2m
a) Montrer que lapplication F': r +—— f(r,0)do est de classe C*.
0
af . of

b) Expliciter une relation entre 5 et 20 et en déduire que F' est nulle; conclure.
r



+oo  —ut +oo o
t —
33)| (Mines 2014) Soient f: x — / %dt etg: v — / M dt.
0 T

a) Montrer que f et g sont solutions sur ]0, +oo[ de ’équation différentielle v +y = 1/z et en déduire que f = g.

+0o o
t
b) En déduire la valeur de / % dt.
0

ol

1 x
(Mines 2012) Pour n € N et x € R™, on pose H,(z) = / (z% —t*)™ cost dt.
a) Pour tout n, montrer qu’il existe S,, et C), dans Z[X] tels que H,, : x+—— Sy, (z)sinz + Cy,(x) cos x.
1

2
b) Pour n € N, on pose a,, = / (1 — u?)"™ du. Montrer que a,, > T puis que :
-1 n

Vfec([-1,1],R), i/ (1 —u®)" f(u) du — £(0).

an, 1 n—-+oo

c) Montrer que pour r € Q*, tanr n’est pas rationnel.

: A . P o9 sh(tx)
35)| (Mines 2016) Déterminer le domaine de définition de F': x —
0

tcht
donner un équivalent de F(z) en chaque borne de son domaine de définition.

dt ; montrer que F' est de classe C* et

36)| Quel est le domaine de définition de f: z — /
0

In (2 + 7)

T dt ? Déterminer une expression de f(z).

1 27 pr t
37)|a) Pour f: R — C* de classe C*! et 2r—périodique, montrer que I(f) = %in J;”((t)) dt est un entier relatif.
ir g

b) En déduire une preuve du théoreme de d’Alembert-Gauss.

Exercices X-ENS

(PLC) Soit f € C2([0,1],R); étudier la convergence de la série de terme général :
1 n
1 k
Uy, = - — — .
) -z G)

39)| (X) Pour n € N*, on note D,, = {kz e{l,...,n}, k divise n} et d,, = Card(D,,).

1
a) Pour x € R, on pose {x} = x — |x] ({z} est la partie fractionnaire de ). Montrer que f: = +— {x} est intégrable

1
sur ]0, 1] et calculer / f(z)da.
0

n
b) Montrer que S, = Z dr =nInn+ (2y — 1)n+ O (v/n) au voisinage de linfini.
k=1

0 sint
40)| (X 2019) a) Montrer que I = / — dt converge.
0



—tx

oo 0 sin(t — x)
b) Montrer que pour tout = > 0, / dt = / — dt. En déduire la valeur de I.
0 T

1+ ¢2

(X 21) Soit f € C°([0,1],R) et p > 0. On suppose quil existe C' tel que pour toute fonction ¢ continue et C! par
1 1 1/p

morceaux de [0, 1] dans R, on ait / fO ) dt < C (/ lo(t)|P dt) . Montrer qu’il existe C” tel que :

0 0

va,y € [0,1], |f(z) = f(y)l < C" |z —y|'/7.

(X 21) Soient K : [0,1]2 = R**, f,g: [0,1] — R continues telles que :

Vo € [0,1], g(z) = / F)K (2.y) dy et f(z) = / o) K (. ) dy.

Montrer que f = g. On introduira les bornes inférieures de f/g et de g/ f.



Calcul intégral : corrigés

Exercices CCP
¢) On fait un changement de variable (u = thx) et une IPP :
20

In(1 + th? z) 9 9

ch?z
= wuln(1+u?) — 2u + 2Arctan(u) + Cte
= tha In(1+th?z) — 2thz + 2Arctan(th z) 4+ Cte

du

e) La fonction étudiée est définie et continue sur 0,1 et |1, 4oco[. Sur 'un de ces intervalle, le changement de variable
u = {/z donne :

1 u?
727\3f7\/5dx = —6 7u3—u2—2du
12 2u—4 6
= —6u® + 6u — 6 — — - d
/( e bu 5 2+ 2u+2 5(u—1)> “

. 12 2
= —2u® +3u® — 6u — 5 In(u? 4+ 2u +2) + % Arctan(u + 1) — g In |u — 1| 4+ Cte

, 12 . 72 6
= —2\/5—&-3\3/5—6%—?111(%—}—2%—&-2)4—?Arctan(%+1)—gln\%—l|+(}te

g) En posant t = e*, on obtient :

/Ch% dx:/ (t* +1)° at
ch®z +shx ttA 263 422 -2t 1)

Pour intégrer cette fraction, il faut trouver les racines (complexes) du polyndéme X* +2X3 4 2X? — 2X + 1. Comme ce
terme provient de ch? z + shx = sh?z + sha + 1, on peut penser & chercher ¢ € C tel que % (t — %) = j ou 52 : un calcul
évident donne effectivement
Xt 42X3 2X% —2X +1= (X% -2jX —1)(X? - 252X —1).
Apres calculs, on obtient :
X4 42X 42X? —2X +1= (X2 + (1+V3)X +2+V3)(X?+ (1 - V3)X +2—V3).
On peut enfin écrire :

(t2+1)2 1 V3 t—1 V3 t—1

+ _ -
tt 4203 +2t2 -2t +1) t 3 24+ (1+V3t+vV3+2 3 224 (1—3)t—V3+2
Le lecteur courageux pourra intégrer ces éléments simples et obtenir les primitives :

V3. e+ (1+V3)e" +2
Tz + —In
6 €24 (1—V3)er 42

— Arctan (1 —(1- \/g)er) — Arctan (1 -1+ \/g)eg”) + Cte

h) z — x + 1/x est un difféomorphisme de |1, +o00[ sur |2,4o00[. On peut donc calculer une primitive de la fonction
étudiée sur |1, 4o0[ en posant u =z + 1/x :

22 (2% - 1) _ 1
/ (24 1)2(z* + 22 +1) do = / (u? — 1)u? du

1 1 —1
- —4-mZ + Cte (onawu>2doncu—1>0etu+1>0)
u 2 u+l
T 1, 22—-2+1



Le résultat obtenu donne les primitives sur tout R.

Notons p(z,t) = et cos(2xt) pour z € R et ¢ > 0. Pour = € R, 'application ¢ — ¢(z,t) est continue sur [0, 00| et
et sommable sur [0, 400 (f(2,t) =100 0o(e™") et t — et est sommable au voisinage de +00). f est donc définie sur R.

Nous pouvons ensuite appliquer le théoréme de Leibniz, avec A =R et I = [0, +o0] :
e pour tout z € A, t — p(x,t) est de classe C° par morceaux et sommable sur I ;
e pour tout t € I, x — @(x,t) est de classe C! sur A;

0
(p(x,t)‘ = 2te™" [sin(22t)| < 2te " = (t) avec 1 continue et sommable sur [0, +oo,

e Vx e A Vtel,
ox

donc f est de classe C*! sur R et pour x € R :
+o0o 5
Vz eR, f'(z)= / 2te™"" sin(2at) dt.
0
On peut ensuite faire une intégration par parties, en posant w/(t) = 2te~*" et v(t) = sin(2xt) :

A A A
VA >0, / 2e " sin(2xt) dt = [e_tz sin(2xt)} . 230/ et cos(2zxt) dt
0 0

ce qui donne, en faisant tendre A vers +oo, f/'(z) = —2zf(z). On en déduit :
Ve €R, f(z) = f(0)e ™ = ? e

(—1)E1/®)

est continue par morceaux sur ]0,1] et de signe constant sur chaque intervalle } L l}.

La fonction z —— i n

L’intégrale étudiée est donc de méme nature que la série alternée :

1/n _1)E1/2)
[,
1

/(n+1) x

Z.
n>1

l/n _ n
un:(fl)”/ ld:z:z(—l)"ln <1+1> (1)+O<12)
1/(n+1) X n n n

donc u,, est un terme général de série convergente, comme somme d’un terme général de série convergente (séries harmo-
nique alternée) et d’un terme général de série absolument convergente.

Pour n € N*, on a :

On peut ici calculer la somme de la série :

2N 2N

YN>1, S u, = e L
> ; ”Z::l( ) -
_ ln<1335mzN—12N+1>
22441 2N 2N
(1x3x

_ 1 x ~- X (2N —1))2(2N + 1)
- n( (2x4x - x (2N))? )
(2N))? (2N +1)

24N (N1)4

On utilise ensuite I’équivalent de Stirling N! ~ v/2rNe NNV .

(N’ (2N +1) 27 x 2N x e~ 4N x 2N)*N x (2N) 2
91N (N1) ~ 9IN 472 N2o—AN NAN ~



ce qui donne :

\/0 - N im E u Il

Exercices Mines-Centrale: intégrales sur un segment

Si f est nulle, le résultat est évident; sinon, soit € > 0 tel que € < || f||oo- Il existe alors a,b tels que 0 < a < b <1 et
|f(x)] > || flleoc — € pour tout x € [a,b] (on choisit un point ¢ € [a, b] tel que |f(c)| = || ]| et on traduit que f est continue
en ¢). On a alors :

b 1
VneN, (b-a) (Ifl -2 < [ 10 a< [ rora<
a 0
et donc
vneN, (b—=a)"" (I fllo =€) < Iflln < 1flloo-
Comme (b—a)"™ (|| f]loe — &) —— || f]loc —&, il existe ng tel que (b—a)*™ (|| flloe — &) > ||floo — 2¢ pour tout n > ny.

n—+00
Nous obtenons donc :

vn 2 no, [flle =28 < [[flln < Iflloo

ce qui démontre le résultat demandé.

Soit F' la primitive de f qui s annule en O Nous avons I,, = n?F(1
DL alordre2: I, =n (F(O) + Ef(O) + W '(0) +o(1/n ))

1/n) et F est de classe C2, ce qui permet de faire un

O o) —— IO

n—-+oo 2

[6)] La fonction exponentielle est convexe, donc pour tout n € N*, on a :

exp< Zf(

Comme f et exp o f sont continues sur [a,b], on a :

k; ( > P /ab f(t)dt et (’_T“ ge){p (f (a—i—kb;a)) — /ab exp(f(t))dt.

Comme la fonction exponentielle est continue, on obtient

b b
exp (bf / f(t)dt> < [ e ) a

en faisant tendre n vers l'infini dans 'inégalité (1).

7))
Rappel :si P et @ sont des polyndomes et si a est une racine simple de @, I’élément simple de 5 correspondant au pole a
5,((’;)). Cela permet donc d’obtenir rapidement, en notant U,, I’ensemble des racines n-iemes de I'unité :
nX" ! 1
Xn—1 X—a
acU,
Nous avons donc, pour n € N* :
i~ 1 2x 3 1 2ment
n z—e2ikn/n T z—a 2 —1
k=0 acU,



L’application t —— étant continue, cette somme de Riemann converge vers I(z) quand n tend vers U'infini, ce qui

z — et

2
donne I(z) =0si|z| < 1let I(z) = s |z| > 1.
z

Soit F la primitive de f qui s’annule en 0 : nous avons F’(t) < kF(t) pour tout ¢ > 0. L’application G : t — e~** F(t)
est continue sur [0, 4+o00[ et dérivable sur ]0, +-o00[, avec :

Yt >0, G'(t) = (F'(t) — kF(t))e " <0.
On en déduit que G est décroissante sur [0, +oo[, puis que G < 0 puisque G(0) = 0. F est donc également négative, mais
comme f > 0, F est positive sur [0,+o0o[ : F' est nulle et sa dérivée f lest également.

Eﬂ Soit n € N. Les relations imposées s’écrivent :

F(1)

ap=0et Vi€ {0,...,n—1}, F(aj41) — F(a;) = "

ce qui est équivalent a .
Vi€ {0,...,n}, Fla;) = — F(1).
n

Comme F est strictement croissante (f est strictement positive) et continue, elle réalise une bijection de [0, 1] sur [0, F'(1)].
Il existe donc une unique suite (ao, . . ., a,) vérifiant les conditions imposées, définie par :

Vie {0,1,...,n}, a; = F! (l F(l)) .

n

On a ensuite :

152 /i

(2

1
avec g : t € [0,1] > fo F71(tF(1)). Comme g est continue sur [0,1], S,, converge vers I = / g(t)dt. On a ensuite,
0
avec le changement de variable F'(z) = tF(1) :

S s
Snmﬂ:/o f(af)?((l))dmleﬂmg

110)| On a pour tout n € N* :

1 1_¢n 1 n—1 ) 2n 1

I, = t" dt = t" t"dt = -.

e et 2
= q=n+1

La fonction ¢ — 1/t étant continue et décroisante sur ]0,+oo[, on obtient par la méthode habituelle de comparaison

somme-intégrale :
2n + 1 ol qe o dt
In 20+ :/ —g[ng/ U
n+1 ne1 1+t n 14+t

ce qui prouve que I,, converge vers In 2 quand n tend vers 'infini.

t—a (t—a)? (t —a)®

a) Soit g : t — F(t)— F(a)— 5 (F'(a)+ F'(t))+ (F”(t) — F(a)) —
que g(b) = 0. g est continue sur [a, b], dérivable sur [a,b] et g(a) = g(b) = 0. Il existe donc z €]a, b[ tel que ¢'(x) = 0. On
a ensuite, pour tout ¢ € [a, b] :

M ou M est choisi de sorte

10



g’(t) = F’(t)_F’(a);‘F’(t) _t;aF//(t) t;a(F”(t)_F”(a))‘i'%F(s)(t)— (tl—4:)
= S EW-F@) - e - e+ e -

On peut encore appliquer le théoréme de Rolle, car ¢’ est de classe C! sur [a, 7] et ¢'(a) = ¢'(x) = 0 : il existe y €a, z[ tel
que ¢"(y) = 0. On a, pour tout ¢ € [a,b] :

g = 0 TR ) ¢ Ul p ) - % M
F'(t)—F'"(a) t

—a (t—a)? (t—a)3
— _ F®) AV Al CONTA NI SN V4
6 6 () + 12 ®) 36

g" est continue sur [a,y|, dérivable sur |a,y[ et ¢"(a) = g”

pour ¢ €la, b :

(y) = 0, donc il existe ¢ €]a, y[ tel que g (c¢) = 0. On a enfin,

P P t—a
Gy = _ _ F@ (¢
o = ZU_ O g,

_ 12(1)2 (F(s)(t) _ M)

t—a

donc M = F®)(c), puisque ¢ — a # 0, ce qui donne la relation demandée en écrivant g(b) = 0.

b) Soit F' une primitive de f sur [a,b]. Soit n € N*. On pose, pour tout k € {0,1,...,n}, ax = a+k b;“

classe C®, on peut lui appliquer le a) sur chaque [ay, ax4+1] et il existe une suite (cx)o<p<n telle que ag < cg < a1 < ¢1 <
<l A1 < Cp—1 < Gy, €t

b n—1
[ fwae = 3 Plaa) - Fa)
a k=0
X b- (b—a)? (b—a)®
— F/ F/ F// _F”
> (P @0 + )~ O ()~ @) + G O )
_ b—a [(f)+fla) (b—a)? o b—a)t (b—a
= ( 5 +Zf(ak) Tng(f () = fa) + 51 720n1 n [ (ex)
k=1 k=0
b—a n—1
Il reste, pour obtenir le résultat demandé, a démontrer que la somme de Riemman S. Z f(4)(ck) converge
n
k=0

b
vers / @@y dt = f3b) — £ (a) quand n tend vers infini. Comme f®) est continue sur le compact [a, b], elle y est

a
uniformément continue : pour £ > 0, il existe n > 0 tel que |f*(z) — f® (y)| < e dés que z,y € [a,b] avec |z —y| < 7.

Pour n >

,ona:

n—1

b A1 Ak+1
S, — [ fB@)dt| = (fD(er) — fP @) de| < — fD@)| dt < e(b—a)
s [ 3 NTATOE
car |cp— t\<ak+1fak<n
b b—a) b—a)* /. ,
et done S, = [ 70+ o), puis T s, = GO (£90) - 10@) + o1/,
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12)| En posant y = m — z, nous obtenons :

/sz(sinx)dx= —/ﬂo(ﬂ—y)f(siny)dy=7r/0ﬂf(siny)dy—/Wyf(siny)dy

0 0
ce qui est le résultat demandé.

nous obtenons donc

o sin?" x /2 sin®"
In=75 2P e | eoc2n dz = SN2 e L e0e2n g dz
2 Jo sin“"x 4+ cos?" x 0 sin”" x + cos*" x
N— ——

=g(z)

u2n
avec f: ur— (A=)

car g(m — x) = g(x). Le changement de variable x = 7 — y donne ensuite :

/2 2n
cos“™y
In=m / cos2n w2y W
0 Y + sy

En sommant ces deux expressions, on obtient enfin :

7 [™?sin®" 2 + cos? x w2
o sin“"z + cos“"zx 4

13)[a) Comme 0 et % sont des racines d’ordre n de P, et que P, est de degré 2n, on a déja Py(Lk)(O) = P (%) = 0 pour
<k<n—1ouk>2n+1. Pour k € [n,2n]], on peut appliquer la formule de Leibnitz :

PR = n'z(> (n—1)...n—i+DX""nn—1)...(n —k+i+1)(=b)f(a —bX)"F+
i=0

Quand X =0 ou X = %, tous les termes de cette somme sont nuls sauf un (¢ = n quand X = 0 et i« = k — n quand
X =a/n):

PO = o (1) ntnn= 1)k e = (V) - 1) - ke )0 e

Pk (%) = ;l(kfrj n(n—1).. (2n—k+1)(b)2” F (=)

(k k n) n(n—1)...(2n —k+ 1)a2"F(—1)"" " € Z

car a,b,k —n,2n — k € N.

b) En majorant grossiérement la fonction intégrée, on obtient :

PRy O Y p—

a mn—+oo

donc I,, tend vers 0 quand n tend vers U'infini.

¢) On fait 2n + 1 intégrations par parties :

b/a b/a
ar, = d [Pn(x)em — P (z)e® + PV (z)e® — - 4 P (as)e”} . d P2 (1) e dx
—_————
’ =0

2n

- Z ) de/t P (b) > (-1)*Fd PP (0)

k=0 —— =
eZ ~ k=0 ez

12



a
donc d I,, est entier et I,, > 0 car I, est 'intégrale sur I'intervalle [O, ﬂ (avec a/b > 0) d’une fonction continue, positive
et non nulle. On a donc d I,, € N*.

a/b

a
d) Soit r € Q**. On peut écrire r = 3 avec a, b € N* et si e*/" était rationnel de dénominateur d, les b) et ¢) donnerait

I'aburdité :
VneN, 1<dl, —— 0.

n—-+o0o

On en déduit que " ¢ Q pour r € Q**, puis ¢” = (6_7")_1 ¢ Q pour r € Q™*. Le seul rationnel r tel que e” est rationnel
est donc r = 0, puisque e =1 € Q.

14)|a) Soit = € [0,1]. Comme f est concave, on a :

Vs €[0,1], f(sz) = f((1 =)0+ s2) > (1= 5)f(0) +sf(x) =1 -5+ sf(2)

/;f(ﬂdt:af/olf(sx)dszx/01(1—8+8f(33))

b) En intégrant cette inégalité, on obtient :

/01 (/Orf(t)dt> dxz;/ole(x)dwi

x
Une intégration par partie (en notant F': z — / f(t)dt) donne :
0

/01 (/Omf(t)dt) dx:/olF(x)dx: [mF(m)];—/leF’(gg)dx:/ol f(:c)da:—/ole(:c)da:
—_——

=F(1)

On obtient donc :

L@
.

l\D\H

On obtient donc :

/Olf(t)dt—/ole(x)dxz ;/Ola:f(x)dx+i

/f Hat— ;>3 /:cf()
(/Olf(x)dm)2>/01f(w)dw—
b

1 1\?
ce qui est évident car I+ 1= (I 2) > 0.

soit

Il reste donc a remarquer que

Comme cette inégalité a été obtenue en intégrant des inégalités entre des fonctions continues, on aura égalité si et seulement
si:

e on a égalité pour tout z dans l'inégalité de la question a), ce qui revient & dire que f est affine sur chaque [0, z],
donc sur [0, 1];

. /Olf(x)d:c

13



ce qui donne la fonction f: z+—1—x.

. k 1 & k
OnaS, =nlnn+ g In (1 + ) En notant R,, = — E In <1 + >, on reconnait une somme de Riemann (méthode
n n n
k=1

k=1

1
des rectangles pointés a droite), qui converge vers / In(1+¢)dt =2In2—1. On a donc :
0

Sp=nlnn+nR, =nlnn+n(2ln2—1) 4+ o(n).

Pour obtenir un troisieme terme, il faut calculer un équivalent de 'erreur d’approximation pour la méthode des rectangle.
Comme la fonction intégrée est de classe C?, il est connu que la méthode des trapezes donne une erreur en O(1/n?). On
pose donc, avec f: z+— In(1+ ) :

RO AN A In2
vzl =g (g*l;f(n)*z)mgn

et on obtient :

In2 In2 In2
Snznlnn—FnTn—l—nT:nlnn+n(2ln2—1—|—O(1/n2))—|—n7:nlnn+n(21n2—1)—|—%—Fo(l/n).

16)|a) Si ¢ est nulle, le résultat est évident. Sinon, fab ¥ (t) dt est non nul (on intégre sur un segment non réduit & un point
une fonction continue, positive et non null). En notant m = min,<;<p (1) et M = sup,<;<;, ©(t), on a :

b b b
m/wwmg/ﬂmmmgM/wma
d’ou
b
[ oo
m<Ze <M

(t
LZ@&

Par le théoreme des valeurs intermédiaire (f est continue donc f([a,b] = [m, M]), il existe ¢ tel que

g = f(0)

Lg@&

b
/ F(B)g(t) dt
: _

b) On a :
f(t)g(nt)dt

nb {E
/ f (*) g(r)dx en posant x = nt
0 n

S seras

=0

&

I
Sl 3= S—
o

S|

k
n—1 b

= Z/ f (kb + u) g(u) du en posant = kb + u (g est b-périodique)
=00

n
=0

Si g est positive, on peut appliquer la question a) :

ke {0,...,n—1}, 3o € [’jf’(’””b] /Obf(’““”) o(w) du = f(ex) /Obgw)du

n n

14



On obtient donc :

12 b
== fle) (u) du
(r ) (f o)

kb k+1)b
avec — < ¢ < (k+ pour tout k € {0,...,n — 1}. On reconnait une somme de Riemann :
n
n—1
b
E Z n—4oo / f
k=0

ce qui donne :

)

Si maintenant g n’est pas positive, il existe une constante K telle que g+ K est positive (g est continue et périodique, elle
est donc bornée : il suffit de choisir K = —ming). On a donc :

I+K/f Dt = /f nt—i—Kdtm(/f dt>< /((t)+K)dt)
/Obg(t)dt—&—K/Obf(t)dt

S =

Dans tous les cas, nous avons donc :

b b

Exercices Mines-Centrale: intégrales sur un intervalle quelconque

Posons G(z) = O+°o f(t)dt pour tout z > 0. G est de classe C! avec G’ = f et G a une limite finie en +o0 (car f est

intégrable sur [0, +o0[), donc G est bornée. On en déduit que F est de classe C'! sur |0, +-o0[ avec :

o F(x)= = f(0) donc F est prolongeable par continuité en 0;
T z—0 z—0+

o F(x)= Glo) = O(1/x) au voisinage de +o0.
x

Ainsi, F? est continue sur [0, +oo[ et intégrable au voisinage de +oo, puisque F?(z) = O(1/x?).

On a ensuite, en dérivant la relation F(z) = G(x) :
Vo >0, 2F'(z) + F(z) = f(z).

Cela donne :
Vo >0, F?(z) = f(x)F(x) — 2F(z)F'(x).

En fixant a,b tels que 0 < a < b, nous avons donc :

/F2 dx*/ f(x dx/abxF(:c)F'(x)dx (1)

Comme f2 et F? sont intégrables, fF est aussi intégrable (conséquence de I'inégalité de Cauchty-Schwarz).

15



D’autre part, une IPP donne :
T b1

/abscF(ac)F’(x)dx: [EFz(x)} —2/:F2(:L‘)dx.

a

Comme F?%(z) = O(1/2?) et que F est continue en 0, on peut faire tendre a vers 0 et b vers +oo dans (1) :

A+WF2(x)dx:A+wf(x)F(x)d+; /O+OOF2(x)dx

soit (avec I'inégalité Cauchy-Schwarz) :

+oo

+oo
F2(z)dz = 2 / J(@)F(2)de < 2| fll2 | Fll.
0 0

Si F' est non nulle, on peut diviser par || F|2, ce qui donne :
+o0 +oo
[ P@a=1g=1 [ P
0 0
et cette inégalité est encore valable quand F' est nulle.
118)| Par intégration par parties, nous obtenons :

A A
VA >0, /0 PRyt = F(A)F(A) — F(0)'(0) — /0 S0 1" (t) dt.

Comme f et f” sont de carrés sommables sur [0, +oo[, ff” est sommable sur [0, +00[. C’est une conséquence de I'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

A A A +oo +oo
VA >0, / FO)F <t>|dts\/ / f2<t)dt\/ / f”2(t)dtS\/ / f?(t)dt\/ / () d.

On en déduit donc que fOA F(#®)f"(t)dt a une limite (finie) quand A tend vers +oo.

Si f’? n’était pas sommable sur [0, +oc[, on aurait fOA () at e +00. On aurait ainsi f(A)f'(A) p— +o0.
—+00 —+00

Comme 2ff est la dérivée de f?, ceci entrainerait que f2(A) ﬁ +00. On peut en effet dire qu’il existe Ag > 0 tel
—+00

que 2f(x)f'(x) > 1 pour x > Ay, ce qui donne :

A
VA > Ay, f2(A) = f*(Ao) +/A 2f(z)f'(z)da > f*(Ao) + (A — Ao) o T

Ceci contredit la sommabilité de f2 au voisinage de +oc.
Nous avons donc démontrer que f’? est sommable sur [0, +o0o[. On peut également remarquer que ceci prouve que f(A)f’(A)
a une limite finie £ quand A tend vers 400 : comme f2 est sommable, £ est nécessairement nulle. On peut en effet reprendre

la preuve précédente : si £ > 0 (preuve symétrique si £ < 0), il existe Ay > 0 tel que 2f(z) f'(z) > % pour x > Ag et f2(A)
tend vers +o0o quand A tend vers +o0o. Nous en déduisons :

+o0 +oo
/ F2(6)dt = — £(0)£(0) - / 017 (8) dt.
0 0

19)| Remarquons que toutes les fonctions étudiées sont continues sur [0, +o0l.

Comme t — ¢f(t) et t —> f’(t) sont de carrés intégrables sur [0, +oo], 'inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
a 2 a a 400 oo
Va > 0, (/ ltf(t)f (t)] dt) < (/ t2f2(t)dt) (/ f’Q(t)dt> < (/ t2f2(t)dt> </ f’Q(t)dt> .
0 0 0 0 0
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On en déduit que t — tf(¢)f'(t) est intégrable sur [0, 4o00[, puis que :

2 2

( / +Ootf(t)f’(t)dt> < ( / - Itf(t)f’(t)dt> < ( / - t?f?(t)dt) ( / ” f’Q(t)dt)-

On a d’autre part, pour a > 0, une intégration par parties donne :
a a
| Pod=ar@-2 [ oo W
0 0

Comme t — tf(t) f'(t) est intégrable sur [0, +-00[, si f? n’était pas intégrable sur [0, +o00[, af?(a) tendrait vers +oo quand
a tend vers l'infini et af(a) tendrait également vers U'infini, ce qui contredirait 'intégrabilité de ¢t — ¢f(¢). On en déduit
que f? est intégrable sur [0, +o0|, puis que af?(a) a une limite £ quand a tend vers +oo. Si ¢ était non nulle, on aurait
une nouvelle fois af(a) p—— +00. On peut donc faire tendre a vers +oo dans (1), ce qui donne :

(/O+Oo 2 dt> =4 (/OJFOO tf(t)f'(t) dt> < (/Om t2f2(t)dt> </0+OO f’2(t)dt) :

Pour avoir égalité, il faut (et il suffit) que ¢t — tf(¢) f'(¢) soit de signe constant (pour I'inégalité (a)) et que t — |tf(¢)]
et t — |f/(t)| soient colinéaires (pour I'inégalité (b)). Si f est non nulle, il doit donc exister une constante « telle que
1'(t) = atf(t), ce qui donne f: t — K et’/2 et K = 0 est la seule valeur possible puisque t — ¢ f(t) doit étre intégrable
au voisinage de 4+o00. L’'inégalité est donc stricte sauf si f est nulle.

2 2

a) On peut utiliser le théoréme de prolongement C! : f est de classe C'! sur 0, 7] avec

22 cos(x/2) — 4sin?(z/2) .

vz €]0, 7], f(z) =

422 sin?(z/2)
On fait un développement au voisinage de 0 :
() z?cos(x/2) — 4sin®(z/2)  x*(1 — x%/8+ o(2?)) — 4(x/2 — 2%/28 + o(z?))? 1
~ x4 N 4 Y

On en déduit que f est prolongeable en une fonction de classe C* sur [0, 7).

b) Pour n € N, on a :

I, = /07r sinf(n +3/2) o] —sinf(n +1/2)a] | /0” cos(n + 1)z dz = {

T

1.
e sin[(n + 1)1:]} =0

2sin(z/2) 0
donc I,, ne dépend pas de n.
c¢) Il suffit de faire une IPP :
4 . 1 1 1\ 1" 1 ™ 1
/o () sin (n+ 2) rzdz| = ’—W {go(ac) cos (n+ 2) m]o + w12 /0 ¢'(x) cos <n+ 2) a:daH—‘
B P,

d) On applique le résultat précédent & la fonction f définie & la question a) :

)
n+-=-|x

sin
sin (14 3
0 €T n—00

de — I, —— 0
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soit, en faisant le changement de variable ¢t = (n + 1/2)x et en remplagant I,, par Iy = 7 :

+o00 (n+1/2)7
t t
/ S0 g~ lim S0t g —
0 t n—-+400 0 t 2

La fonction ¢ — Int¢In(1 — ¢) est continue sur ]0, 1] et tend vers 0 en 0" et 17 : I est donc convergente.

En utilisant le développement en série entiére de In(1 —¢), on a :

1 400
I:/ Zflnt dt

Le théoréme de sommation terme a terme s’applique :

n

t
e pour tout n, u, : t— —Int 1 est continue et sommable sur ]0, 1[, avec :
n

1 1
1
U, (t)| dt = u, (t) dt = ——— (par intégration par parties) ;
| ot = [ un@)at = s (par itésmation par pastics

® > . -0 Un converge simplement sur |0, 1[;

. / |un (t)] dt est un terme général de série convergente.
0

+oo 1 +oo 1 +o0 1
On en déduit queI:;/o un(t)dt:;ngﬁ.

22)[On a, pour 0 < u < w:

[0 g 10 S,

et cette expression a une limite quand v tend vers +o0o0. On peut ensuite écrire, pour u > 0 :

Tf) — flat) o f() o f(t)

a

_ ua Mdt
0 e [0 10
Lt 5 t
=f(0)Ina =R(u)

et nous allons montrer que R(u) tend vers 0 quand u tend vers 07 :

/““ ! dt‘ = sup_|f(t) = S(O)|| n(a)] —— 0

te(u,ual —0F

[R(u)l < sup [f(t) = f(0)] %

te(u,ual

car f est continue en 0. L’intégrale étudiée est donc convergente et vaut f(0)Ina.

23)| Soient a < b deux réels. On a :

/ 1) - @) de = / " e / ' ) de = bbﬂ f@yar— [ T

+1
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On a ensuite :

a+1
it f(x) < / f@)de < sup  f()

z€a,a+1] z€(a,a+1]

Comme f(z) tend vers A\; quand z tend vers —oo, inf,c(q,qa41] f(2) et SUDg€la,a41] f(z) tendent également vers A\; quand
a+1
a tend vers —oo et le théoréeme d’encadrement prouve que f(z)dx tend vers A\; quand a tend vers —oco. La seconde

a
intégrale se traite de la méme fagon : l'intégrale étudiée est convergente et vaut Ao — Aq.

Ecrivons la preuve dans le cas ou f est croissante (l'autre cas se rameéne a celui-la en remplacant f par —f). Nous
avons :

n—1

/0<n1>/n Z/k/" 2)de < L Zf( >< - Z/k“ z)de = 1 f(z)da

1)/” 1/n
1
d’ou le résultat demandé (les deux encadrants tendent vers / f(z)dx).
0

En posant f(z) = Inz, qui est bien monotone et intégrable sur ]0,1[, on a :

ln((n!/n 1/”): Zlnf:%i ( ) — / [0 /lnxdx:[xlnx—z]é:—l

1/n tend vers e~ ! quand n tend vers linfini.

ce qui prouve que (n!/n")
X
Posons f: z €]0,1[— In (sin ?) f est continue et croissante (on compose deux applications croissantes), avec :

e f(z) a une limite finie en 1;

e au voisinage de 0, f(z) = In (L; + O(:E3)) =Inz+Inm —In2+In(l + O(2?)) ~ Inz donc f est sommable au

voisinage de 0 (comparaison de fonctions de signe constant).

On peut donc appliquer le résultat a f :

<nH1sm<kW)> " iif( ) — Olf(x)dxzi/omln(sinu) du.

Cette intégrale se calcule grace & une astuce : on remarque d’abord que, en posant v =u — 7/2 et w =7 — u, on a

/2 /2 T
Iz/ In(sinwu) du :/ In(cosv) dv :/ In(sinw) dw
0 0 /2

On a ensuite :

/2 /2 /2 1 1 T
21 = / (In(sinu) + In(cosu)) du = / In(sinwucosu) du = / In (2 sin 2u> du = 5 / In(sinv) dv—ang = I—1n2g
0 0 0 0

. n2 .
soit [ = —m - Nous avons ainsi :

n—1 1/n
. (km o 1
H smm | — — e = —.
2n n—+o0 2
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Exercices Mines-Centrale: intégrales a parametre

25)[a) Pour a # 0, J(a) est définie, comme intégrale d’une fonction continue sur un segment. Quand a = 0, I'intégrale est

divergente, puisque est équivalent en 0 & t%, qui n’est pas intégrable au voisinage de 0. Le domaine de définition de

J est donc R*.

sin? ¢

cost

Vsin*t + a*

w/2
Pour tout b €10, 7/2], I'application J, : a — / est définie et continue sur R, d’apres le théoréme de
b

continuité :
cost .
e Vg € R, t —» —————= est continue par morceaux sur [b, 7/2];
Vsin*t + a4
cost

o Vie bn/2, x —> est continue sur R;

Vsin*t + at
cost cost

Vsinlt +at ~ sin*t

Comme J est décroissante sur ]0,+o0], elle a une limite ¢ (finie ou infinie) en 07. On a ensuite :

e YaeR, Vte[bn/2], 0< ©(t) et ¢ est continue et intégrable sur [b, 7/2].

Ya >0, Vb €]0,7/2], J(a) > Jp(a)

donc, en faisant tendre a vers 071 :

cost
dt

Vb €]0,7/2], £ > Jy(0) —/M2
b

sin? ¢

t
- est positive et non intégrable sur |0, 7/2]) : on
sin

Quand b tend vers 0, ce minorant tend vers +oo (application ¢ —

en déduit que £ = +o0.

Pour trouver un équivalent, nous allons modifier ’expression de J en posant v = sint puis u = va :
1 [Ye 1

1
1

Va>O,Ja:/7du:f .

(@) o Vu*+at aJo Vur+1l

1
Comme v — ————— est intégrable sur [0, +oo[ (elle est continue et équivalente a 1/v? au voisinage de +o00), on a

Vot 41
K

K
J(a) ~ — avec K = v (cela marche car K # 0). Par parité, on a J(a)

+oo 1
——d ~
ot a /0 Vol +1 0 |al

En posant F(z dv, on a

z 1
):/o Vot+1

F(0
car ———— tend vers F’(0) = 1 quand b tend vers 0.
In(1 + at?
En posant g : (z,t) —> m, on a, avec A = [0,a] et I =]0,+o0][ ot a >0 :
e Vz € A, t — g(x,t) est continue par morceaux sur I ;
o Vi eI x> g(x,t) est continue sur A;

eV e A Vet el 0<g(x,t) <glat) = p(t) et v est continue et intégrable sur I (p a une limite finie en 0 et
o(t) = o(1/t?) au voisinage de +00).
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Le théoréme de continuité s’applique : f est définie et continue sur chaque [0, a], donc sur R™.

Pour répondre & la question suivante, nous allons appliquer le théoréme de Leibniz, avec A = [a, +oo] et I =]0, +0o0], olt
a> 0.

e V€ A, t — g(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I ;

o Vte I, v+ g(x,t) est de classe O sur A;

0
eVre At —g(m, t) est continue par morceaux sur I ;

ox

99 (4,1 — i < ¢
or " (1+2)((1+t22) — (1 +2)((1 + t2a)
(¥ a une limite finie en 0 et 1 (t) = O(1/t3) au voisinage de +00).

eVre A Vitel 0< = (t) et 1) est continue et intégrable sur I

On en déduit que f est de classe C* sur chaque [a, +o0], donc sur ]0, +ool, avec :

/ +o0 ¢ 1 [t 1
V$>0’f(a’):/o (1+t2)(1+t2x)dt:§/o T fun

1 1 1
Pour x # 1, on a = -t , ce qui donne :
I4+uw)(l4ur) 11—z \l4+u l4uz

+oo
vz €10, 1[U]1, +o0], fl($): 1 [ 1+u:| :71 Inx

2(1 —x) nl—i—uxo 21—z

Comme f est continue sur [0, +o00[ et C! sur |0, +o0], on peut écrire :
Y Int
Vo >0, =_Z
220, fla) = 0+ [ rea=—3 [ 2

o0 In?(1 4 2) o .
—————= dt est convergente (la fonction intégrée est continue sur ]0,+oo[, tend vers 0 quand ¢

L’intégrale I = / IE

0
tend vers 0 et est un o(1/t?) au voisinage de +00) et une intégration par partie (en vérifiant que les formes indéterminées

convergent) donne :
In?(1+2)77% [ 2tIn(1 + 2 ' _Int
I= [—n( . )] +/ {1+ 2) jQ)dtzzf(l)z/ 2t
0 0 (1+2)t o 1—1

On a ensuite :
—+o00

1 ¢
Vte[0,1], — = Z—t”lnt.

n
En posant f, : t — Z —t"1Int, on a :

k=0
—Int
1—t’

e f, converge simplement sur [0,1] vers f: t —>
e les f, et f sont continues sur [0,1[;

e Vne N, Vte[0,1], 0 < fi,(t) < f(t) et f est intégrable sur [0, 1].

1 1
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée : / fn(t)dt converge vers / f(t)dt quand n tend vers
0 0

I'infini, ce qui donne :
+oo 1 +oo k+1 1 1 4k
t t s
I= —tFIntdt = - Int =y =
S [ tmean= 3 ] S | = e =
— — —

=0
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cos(tx)
1 +12

27)| Notons f : (x,t) — . Montrons par récurrence sur k que pour tout k € N, h, est de classe C* sur R avec

k) a akf
Ve e R, hy'(x) = (@, t)dt =
o Oz 0

“ tF cos(tz + km/2)
1+t2

dt.

Pour k£ =1, on applique le théoréme de Leibniz :

Vo € R, t — f(x,t) est continue et intégrable sur [0,a] ;

o Vt€[0,a], x — f(x,t) est de classe C* sur R;

0
e VreR, z+—> a—f(x,t) est continue sur [0, a] ;
x

t
142

vz e R, Vte[0,1], ‘g‘;(z,t)‘ = ‘

—tsin(tx)
1+1¢2

= ¢(t) et p est continue et intégrable sur [0, a].

donc h, est de classe C! sur R et

Vr € R, h;(az)z—/ tsin(te) )

o 1412

Soit k > 1 et supposons la propriété vraie au rang k. On applique une nouvelle fois le théoréme de Leibniz en utilisant la
domination :

th+ cos(tr + (k + 1)m/2) < thtl

Vr e R, Vt €[0,1], e <irp

=1(t)

8k+1f
W(%t)‘ =

avec 1 continue et intégrable sur [0, a] : cela prouve la propriété au rang k + 1.

En particulier, h, est de classe C? avec :

Ve € R, h'q(x) — ha(x) = —/ cos(tz) dt = —
0

sin(za)

(en convenant que = a quand z = 0).

a) Soit a > 0. On pose A = [a, +oo[, I =]0,+o0[, f: (z,t) — e **S2L et on applique le théoréme de Leibniz :

e pour tout € A, t — f(x,t) est continue et intégrable sur I (elle a une limite finie en 0 et f(x,¢) =40 O(e™")
avec £ > 0);

e pour tout t € I, x — f(x,t) est de classe C! sur A;

e pour tout z € A, t —> %(x,t) est continue sur I ;

e pour tout (x,t) € A x I,

%(m,t)‘ = e "|sint| < e = p(t) avec ¢ continue et intégrable sur I.

g est donc de classe C! sur chaque [a, +00[, donc sur ]0, +-oc[, avec :

+oo eli—z)t +oo 1
Vo >0, g'(v) = / —e "'sintdt = Im [ : } =——:.
0 1= ] 1+2x

Il existe donc une constante K telle que :

Vo >0, g(z) = K — Arctan(z).

sint
t

+00 +oo 1 ™
Comme |g(z)] < / e vt dt < / e tdt = —, g(z) tend vers 0 quand x tend vers +oo et K = 5 soit
0 0 z

Ve >0, g(z) = g — Arctan(z).
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b) Pour tout & > 0 et pour tout n € N, une intégration par parties donne (en remarquant que les formes indéterminées

convergent) :
+oo ;
t
) s = | [ e
n t
I cost +wsint 1 +°°_/+°°e_xt cost—i—xsintdt
x2+1 t], n (2 + 1)t2
< 1+z n /+°° 1+x dt
~ n(@?+1) ), (@24 D)2
.
n
N r+1 . : . : RPN :
ot M = sup o) (la fonction est bien bornée car elle est continue sur [0, +oo] et elle tend vers 0 & Pinfini). Ceci prouve
x>0 L

que g, converge uniformément vers g, puisque le majorant est indépendant de z et tend vers 0 quand n tend vers I’infini.

Le théoréme de continuité montre que chaque g, est continue sur [0, +00] :

xt

_ .. sint .
e pour tout z >0, t— e — est continue sur ]0,n];

sint
e pour tout ¢t €]0,n], z — e~ —~ est continue sur [0, +00[;

_p Sint
t

int
e pour tout (z,t) € [0,400[x]0,n], |e < @ = (t) et o est continue et intégrable sur ]0, n].

On en déduit que g est continue sur [0, 400, comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues; on a donc en
faisant tendre x vers 0 dans I’égalité obtenue & la question a) :

+oo i t
/ S = g(0) = L.
O 2

f est de classe C! sur R avec f/ 2 —s e,

En notant h: (x,0) — exp (—%), le théoréme de Leibniz s’applique avec A = [—a,a] et I = [0,7/4] (ot a@ > 0) :

e l'application 8 — g(z, ) est continue (et intégrable) sur I;

I'application z — g(x,0) est de classe C! sur A;

) 2
e l'application 6 — %(x, 0) = costH exp <_coz29> est continue sur I ;
A g 2a . . o .
e VOeI, VaeA, %(3:, 0)| < ol p(x) et ¢ est continue (et intégrable) sur I.

g est donc de classe C! sur chaque [—a,a], donc sur R, avec :

, /4 " 72
R — 2 o ~ ) ae.
Vz e R, ¢'(z) /0 os2g P ( o2 9) dé

Le changement de variable ¢t = x tan # donne ensuite :

Vr € R*, ¢'(z) = -2 /JE exp (—2® — %) dt = —2f(2) f'(z).
0
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On en déduit que f2 + g est constante, puisque sa dérivée est nulle sur R*, soit :

Vo € R, f2(2) + g(x) = £2(0) + 9(0) = 7.

On a d’autre part :

/4 2 T 2
0§g(w)§/ e dg=Te " ——0
0

r—+o0

donc f2(x) tend vers 7/4 quand z tend vers I'infini, ce qui donne :

+oo 5
/ et dt = ﬁ
O 2

a) Notons ¢ : (z,t) — f(t)e"**. Pour tout a > 0, nous avons :
e Vx > a,, t — g(x,t) est continue (par morceaux) sur [0,400[;

o Vt >0, x — g(z,t) est continue sur [a, +00l;

o Vz >a, Vt >0,|g(z,t)| < |f(t)|e”* = p(t) et ¢ est continue et intégrable sur [0, 00| (p(t) =10 O(e™) et a > 0).

On en déduit que F est définie et continue sur chaque [a, +o00[, donc sur |0, +o00].

b) Nous avons f(t) = Y p_, axt® + t"¢(t) olt ¢ est une fonction continue qui tend vers 0 en 0. On utilisera également que

 est bornée, puisque :

ak
& — —Qp.
- t—+o0

tn

Vit >0, o(t) = ft(rf) - z”:
k=0

Comme la fonction ¢t — f(t)e™*! et les fonctions t — t*e~** sont intégrables sur [0, +oo[, on peut écrire :

n +oo +oo
Vo >0, F(x) Z a / the™t ™ dt + / t"p(t)e " dt
o 7o 0

ag oo
= Z / uFe™" dt + R(z) en posant u = tx
0

Il reste donc & démontrer que R(x) = o(1/2"*1) au voisinage de +o0. Cela se fait par une preuve de type Cesaro
e > 0; il existe n > 0 tel que |p(t)| < & pour tout ¢t € [0,7n]. On a alors :

n +o0
Ve >0, |[R(z)] < € / the T dt + / t"p(t)|e~t* dt
0 n
+oo +oo
5/ t"e—“dt+\|<puoo/ the Tt dt
0 n

1 +o0 )
T (n! e+ / u"e " du en posant une nouvelle fois u = tz
x
nw

IN

IN

“+o0
Comme / u"e”" du tend vers 0 quand x tend vers 'infini, il existe a > 0 tel que :
nx

—+o0
Vz > a, / u"e “du <e.
n

x
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Nous avons donc :
Vo >a, 2" R(z)| < (1+nl)e

ce qui traduit que R,, est négligeable devant 1/2"*! au voisinage de +oc.

Pour x > 0, notons G : y — f(x + iy). Le théoréme de Leibniz s’applique facilement et G est de classe C! sur R
avec :

400 )
vy eR, G'(y) = / —it2e~ e tiv) g,
0

Par intégration par partie (en vérifiant que les formes indéterminées convergent), on obtient :
. “+o0 . . .
it (i i i(x —1y)
Vy eR, G'(y) = ,et(I“y)] ———Gy) = ———25G
y ) T T (v) T ()
On en déduit qu’il existe K € C telle que :
Vy € R, Gly) = K ¢~} MG+ Arctany/a)

On obtient (en remarquant que K est non nul) :

1

VeER, —— = —
YR Gue T K2

. . 1  Arcts ;
ez ln(12+y2)+1 Arctan(y/z) _ ﬁ /1,2 + y2 e’ Arctan(y/x) _ x[‘;;y

2 2

K2 9 Foo 2 1 too 0 . . ,
Comme — = G(0)° = e " rdt) =— e ® ds|) = —, on obtient I'expression demandée.
T 0 x \Jo 4z

a) Soit @ > 0. On peut appliquer le théoréme de Leibniz sur l'intervalle I = [0, 2] et sur le domaine A = [—a,a] :
e pour tout r € A, § — f(r,0) est continue et sommable sur I (I est un segment) ;

e pour tout t € I, r — f(r,0) est de classe C*, avec :

Vre A, VteT, gf

s

nrn—leinQP(reiO) _ Tnei(n+1)9p/(T€iQ)
P2(ret?)

(t,0) =

e pour tout r € A, 0 — %(r, 6) est continue sur I ;

of

n—1 naf!
(t,a)‘gna M+a" M

3 ©(0)

Vre A, VteT,
or

m

avec M = max|,|<q |P(2)|, M' = max,<q |P'(2)| et m = min|;|<, |P(2)| > 0 (P ne s’annule pas). Ces max et min
sont en effet bien définis car les fonctions manipulées sont continues sur le compact {z € C, |z| < a}.

 étant continue et sommable sur le segment I, F est de classe C* sur chaque [—a, a], donc sur R, avec :

2T af

Y R, F' = —(¢,0)dé.
rer P = [ Seo)

b) On a :

of _inrme™ P(re'?) — irntlei(nt1)0 pr(eif) . of

V(?”, 9)7 %(Ta 0) - P2 (rew) = ZTE(T, 9)
On en déduit : )
; "of { 2
Fl(r)= % 97 __ ! L
Vr #£0, F'(r) o T (t,0)do . [f(r,0)]g 0

donc F est constante sur R, donc nulle puisque F(0) =0 (car n > 1).
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¢) L’absurdité va venir du comportement de F' au voisinage de +00; en écrivant P(z) = ap2™ + -+ 4+ ap, on a :

1 1
Vo € (0,2x], f(r,0) = . - —
[ ] f( ) an + anfl(rew)_l 4+ 4+ ao(rela)_n r—=+00  Qp
27 1 T
et nous allons montrer que F(r) tend vers I = / — df = —. Cela se fait directement, sans utiliser le théoreme de
0o Qn an
convergence dominée, en remarquant que :
Ap—1 ag \an—1| |a1| |a0| o
an + rett +.“+Tnein0 = |an|_ r _”._rn—l o rn _M(T)

Comme M (r) tend vers |a,| > 0 quand r tend vers U'infini, il existe R > 0 tel que M(R) > 0. On a alors :

Vr > R, |I — F(r)] dé

27 an_lr_le_w IS aor—ne—inﬂ
a (a +a 7"71677‘.9 4+t aorm —inf
0 n\Un n—1 or €

lap_1|r=t 4+ -+ |ag|r™™

< 2
= 7 [an | M(r) ———"

Comme I # 0, nous obtenons une absurdité : 'hypothese faite est donc fausse et P a au moins une racine dans C.

e—tz

33)|a) Pour a > 0, on applique facilement le théoréme de Leibniz & f sur [a, +o0o[ en posant ¢ : (z,t) — T e

e pour tout = € [a, +o0[, t — p(x,t) est continue et intégrable sur [0, +oo[, puisque p(x,t) =40 O(1/t?);

e pour tout t € [0, +o0[, x — @(x,t) est de classe C! sur [a, +-o0;

¢ :
e pour tout = € [a,+o0[, t — a—(m,t) est continue sur [0, +o00[;
x
e pour tout (z,t) € [a,+o0[x[0,+00] a—@(x B = P_emat <« 1 oot g gy — 1 om0t ogt continue et
’ ' ’ Tox 1+1¢2 T 1412 1+1¢2
sommable sur [0, +00].
donc f est de classe C! sur chaque [a, +00o], donc sur |0, +oo[, avec :
+oo
Vo >0, f'(z) = 7/ f e~ tdt
’ 0 1412

De la méme fagon, on montre que 'on peut dériver une seconde fois sous le signe intégral en utilisant la domination :
2

efzt < 671115
14 ¢2 -

Y(x,t) € [a,+00[x[0, +oo],

32
aﬁ(‘”’”‘ -

ce qui donne :

—+oo
Vo >0, f(z)+ f'(z) = /0 e Utdt = l

T

Pour g, il suffit de remarquer que 'on a :

oo sin t . cost T gint . T cost
cosx — —sinx—— | dt = cosx ——dt —sinz —dt
t t . t . t

Ve >0, g(z) :/

xT
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pour montrer que g est de classe C?, avec :

+oo _: : +oo
sint sinx cost Ccos T
Vo >0, ¢(z) = —sinx/ —dt—cosx——cos/ dt + sinx
. t T z T

t
+0oco .. +oo
Sin ¢ 5 ¢
= —sinx/ &dt—cos/ Sl

+oo : +oo
sint sinx cost Ccos T
Vz >0, ¢"(z) = —cosac/ Tdt—i—sinx——i—sinx/ Tdt—i—cosx
x - x

= —g(z)+

S

On en déduit que f — g est solution de ’équation différentielle 3" +y = 0 : il existe donc A, B € R tels que f(z) — g(x) =
Acoszx + Bsinx pour tout z > 0. Nous avons alors :

+o0 1
e 0< f(x) < / e "tdt = - donc f(z) tend vers 0 quand x tend vers 400 ;
0

400 = “+o00
sint cost
e g(x) =cosx / E dt —sinzx / 5 dt tend également vers 0 quand x tend vers +oo.
x x

On a donc Acosz + Bsinx —+> 0, ce qui impose A=B=0¢et f=g.
r—r+00

b) Le théoréme de continuité s’applique facilement & f sur [0, +o00[, avec la domination :

et 1
V(z,t) € [0, +00[x[0,400[, 0 < e < el

On en déduit que f(x) tend vers f(0) = g quand z tend vers 0.

L’étude de g au voisinage de 0 se fait assez facilement avec ’expression :

+oo s +oo
sint cost
g(z) = cosx / ——dt —sinz / —dt
z t z t
—_————
—7I =A(z)

x—0

Pour lever la forme indéterminée posée par le second terme, il suffit de remarquer que l'on a :

400 1 400
¢ 1 ¢
/ STt g/ Sdt+ / Ot t =~z +
) ¢ 1 ) ¢

ce qui prouve que sinz A(z) = O(zrlnz) — 0.
z—0+

1
t
| cos |dt+

vz €]0,1), [A(z)| < /

xT

—+00
cost
=
1 t

—+oo
En faisant tendre x vers 0 dans ’égalité g(x) = f(z), nous obtenons / —dt =
0

34)|a) Montrons le résultat par récurrence sur n, en utilisant des IPP :

Hy(x) = / costdt = 2sinx

x x

Hy(z) = / (22 —t*) costdt = [(z® — %) sint]iw + / 2tsintdt = [—2t cost]” —|—/ 2costdt = —4xcosz + 4sinx

=0
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donc la propriété est vérifiée aux rangs 0 et 1, avec les polyndmes a coefficients entiers Sy = 2, Cyp = 0, S1 = 4 et
Cy = —4X.

Soit n > 0 et supposons la propriété vérifiée aux rangs n et n + 1. On fait deux IPP :

_ 1 2 2\n42 o 4]7 ’ 2 2ynt1
Hpio(z) = ) [(z* — %) smt]_m—l—m _th(x — )" sintdt
=0
_ 1 2 2\nt1 x 1 ’ 2 2\nt1 2,2 2\n
= i) [2t(z? — )" cost]” +m B (2(z® = )" — 4(n+ 1)t (* — t*)") cost dt

=0
= (4n+ 6)Hpp1 () — 422 H, ()

d’ou lexistence de S, 12 et Cy 42, qui sont bien des polynoémes en x a coefficients entiers :

Spio(x) = (4n +6)S,11(x) — 4225, (x) et Cpyo(x) = (4n + 6)Chpy1(x) — 422C,(2).

1 1 1
2
b) On a / (1—u?)"du = 2/ I—w)"(1+uw)" du> 2/ (I —-—w)"du= . Pour f continue de [—1,1] dans R et
-1 0 — 0 n+1
>1
e > 0, il existe n €]0,1] tel que |f(u) — f(0)] < & pour tout u € [—n,n]. On a alors, en utilisant la parité de (1 —u)?" et

sa décroissance sur [n,1] :

1 1

vneN, |- / 1(1—u2>”f<u>du—f<o>\ - |- / (1) (7a) = 0) du
1

< — [ 4=l - 10 du
n J—1

< i _7;(1—uz)"du—i—él”liljOO /nl(l—uz)”du
<an
< et dlfle 4 - — )

2

=R,

Comme (n + 1)(1 —7?)" tend vers 0 quand n tend vers I'infini (car 0 < (1 —7?) < 1), il existe ng tel que R,, < & pour
n > ng. On a alors :

L / (1— )" f(u) du— f(0)] < 2¢

an J_q1

n > no,

qui est le résultat demandé.

c)

Soit f: (w,t) — S:I(?t) dt, I =)0, +00] et A = [—a,a] avec a €]0,1].
C

e pour tout € A, t — f(z,t) est continue et sommable sur I (elle a une limite finie = en 0 et est négligeable au
voisinage de +oo devant e*(1#I=1) "qui est sommable au voisinage de +oco car |z] —1<0);

e pour tout t € I, z +— f(x,t) est de classe C! sur A;

0
e pour tout z € A, t —> a—f(:z:,t) est continue sur I ;
x

0 h(t h(at
o V(z,t) e Ax I, 0< a—f(x,t) = ;f) << ilat) = ¢(t) et ¢ est continue et sommable sur I (elle est prolongeable
x c c
par continuité en 0 et équivalente & e (1= en 400, avec 1 —a > 0).
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On en déduit que F est de classe C* sur chaque [—a, a], donc sur | — 1, 1], avec :

+oo T
Vo e]—1,1] F(x) :/ Cchh((t’;) dt.

0

On montre ensuite facilement par récurrence que F' est de classe C* pour tout k avec :

+oo 4k—1 h(k)
Vo e]-1,1], F(k)(x):/ " sh P (at)

! @

en utilisant les dominations :

oF f th=1 ch® (at)

Va €]0,1[, Vk € N*, V(x,t) € [—a,a] x I, W($7t)’ < i

On a ensuite :
+oo +oo 672751: _ 67275
F'(x) — / et gt = / PP B, |7
0 0

1+e 2t
donc
+oo +oo 1 1
vz €]0,1[, 0 < F'(z) — / et qt < / et (g2t _ o=2) qt = - 0.
0 0 1+2 33—z z-1-
On a donc
F/(-T) — /-‘roo et@=1) 44 + 0(1) — 1 0(1) ~ 1
0 1—x 1-1—xa

Comme la fonction z — 1 est positive et non intégrable sur [0, 1], on peut intégrer cet équivalent :

x xr 1
F(as):/ F'(t)dt ~ ——dt =—In(1 — x).
0 1= Jo 1-—t¢
111(.132 + t2) 9
36)| Notons g(z,t) = R pour t > 0 et x € R. Pour a et b tels que 0 < a < b, nous allons montrer que ’'on peut

appliquer le théoréme de Leibniz sur I'intervalle A = [a, b].

e pour tout t > 0, z — g(z,t) est de classe C! sur A;

e pour tout x € A, t — g(x,t) est continue et intégrable sur I = [0, +oo| car g(x,t) = o ( ) au voisinage de +00;

$3/2

e pour tous x € A et t € I, on a la domination :

2x 2A

2 e S @reare W

9g

—(x,t)| =

|~
et ¢ est continue et intégrable sur I.

f est donc de classe C! sur [a, A] pour tous 0 < a < A, donc sur ]0, +oo], avec :

Vo >0, f/( )—/m%dt
TR @) a+e)
Pour = €]0, +o0o[\{1}, on obtient :

20 [t/ 1 1 20 [1 t o g
"(z) = —— —— — —— ) dt = —— | = Arctan— — Arctant =
) 1—xQA <t2—|—x2 t2+1) 1—a2 [m retaty retatt 0 1+

et cette expression est également valable, par continuité de f’, quand x = 1. Il existe donc une constante K telle que
Ve >0, f(z) =7 In(l+2) + K.

Il reste a étudier le comportement de f au voisinage de 0. Nous allons utiliser le théoreme de continuité pour montrer que
f est définie et continue en 0.
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o Yz €[0,1], t — g(x,t) est continue (par morceaux) sur |0, 4o00[;
o Vt >0, x — g(z,t) est continue sur [0, 1];

2Int| + In(1 + ¢*
e pour z € [0,1] et t > 0, In(¢?) < In(2? + ) < In(1 + ¢?), donc |g(x,t)| < 2 |:—_|_nt(2 ) = (t). La fonction

au voisinage de +o0o et équivalente a —21Int au

1
© est continue sur ]0, +oo[ et sommable (négligeable devant =Yl

voisinage de 0).

On en déduit que f est continue sur [0,1] et C! sur ]0, +oo|, avec Vx > 0, f(z) =7 In(1 + z) + f(0). On a ensuite :

1 +00 1 1
In(t) In(t) / In(t) / In(u)
= t t= t— =
J(0) A]ﬁﬂ +1 re T et ), a0
—_——

on pose u=1/t

Par parité, f est définie sur R et f(z) =7 In(1 + |z|).

xT ! t
a) L’application g : = — exp (/ J;c((t)) dt) est de classe C! sur R, avec ¢'f = f’g : on en déduit que g/f est
0

constante (elle est dérivable de dérivée nulle). On en déduit que g(27)f(0) = ¢(0)f(27), donc g(27) = ¢(0) puisque

£(0) = F(2) # 0, ot exp ( O " J}((g dt> =1, soit ; " J}((tt))

b) Soit P = >, _,arX"* € C[X] de degré n > 2; supposons que P n’ait pas de racine dans C et posons :

dt € 2inZ.

Vr € R, f.: v+ P(re™).

1 / 1 n k k  ikx
Pour R > 0 fixé, l'application (x,r) — — fi(@) = — an:o art_¢
2im fo(x) 2w Yo, _,aprFelkT

[0, R] donc elle est bornée par une constante M. On a ensuite :

est définie et continue sur le compact [0, 27] x

/
o Yz €0,2n], r —> 21% j::g; est continue sur [—R, R];
1 fi=) .
o Vre[0,R], z— — est continue par morceaux sur [0, 27] ;
%im f,(x)
1 fi(x)
2 — =T <M
o V(or) € 0.27] x (0. | 5= £ <

Comme z — M est intégrable sur [0, 2], le théoréme de continuité s’applique : I'application F': r — I(f,.) est continue
sur chaque [0, R], donc sur R*. Comme, d’apres le a), F' est & valeurs dans Z, F' est constante et Vr > 0, F(r) = F(0) = 1.

Nous allons maintenant montrer que 1’on peut calculer la limite de F(r) en 400 en échangeant limite et intégrale ; posons
pour cela u = 1/r et définissons :

27 n n—k ikx
1 Y ko karpu™ e

= — dz.
o 0 ZZ:O akunfkezkm

Yu € [0, 4+o00[, G(u)

On montre de la méme facon que précédemment que G est continue sur R*. On a ensuite :

27 int
Vr>0, 1= F(r) = G1/r) —s G(0) = — / M 4t =n
0

r—-+00 T o aneint

ce qui est absurde.
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Exercices X-ENS

Notons RY, R% et T, les sommes de Riemann et la somme des trapézes associées a f :

R e e AV g (o) 2 kY F()) | R+ RY
V”GN’Ri—nZ;f(n>’Rn—n,§f<n)“ﬂ—n(2+k§f(n)+2 -

1 j—
Quand f est de classe C?, on sait que / f(t)dt = T,, + O(1/n?). Comme R? = T, + w, on en déduit le
0
1 j—
développement : u,, = / f(t)dt — RS = —w +O(1/n?).
0
f(1) = £(0)

Ainsi, si f(0) # f(1), up est équivalent a — qui est un terme général de série divergente : Y - u, diverge

2n
(théoréme de comparaison des séries de signe constant). Sinon, u, = O(1/n?) et > -, u, converge absolument.

Remarque : on peut évidemment demander & démontrer la majoration de I’erreur dans I’approximation d’une intégrale
par la méthode des trapezes. En voici une preuve :

a) On commence par démontrer que si g : [a,b] — R est de classe C? et si L est le polynéme de degré au plus 1 tel que
L(a) = g(a) et L(b) = g(b), on a :

’ _ g(a) +9(b)
. /a L(z)dx = (b—a)f7

o Vx € [a,b], e € [a,b], g(z) — L(x) = ————=4¢"(c);

/ab g(z)dx — /ab L(z)dx

Pour le second point, pour x € ]a, b[, on applique le théoréme de Rolle “en cascade” a la fonction :

(b—a)®
12 19" [l oo

. <

(t—a)(t—0b)

p: t—g(t)— L(t) — 5 M ot M est fixé de sorte que ¢(z) = 0.
b) Il reste ensuite & appliquer la méthode des trapeézes a f : pour n € N*, on note (ag,a1,...,a,) la subdivision de [0, 1]
& pas constant 1/n; on obtient avec l'inégalité précédente :
a 1 f(ar) + far41)
Vk e [0,n —1], / t)dt — — < su < "
1 "
: _ 1/ lloo o
ce qui donne f)dt —T,| < T sommant ces inégalités.
0 n

39)[a) f est positive t continue par morceaux sur |0, 1]. Pour tout N € N*, on a :

1 1/k 1/k 1
/ fl@)yde = 221/ x)de = 1 /1/(k+1) (a: —k) dz

1/N /(k+1)
N— -1 1

1/k
= D [na—ka] g, = > ~k)+nk+1) -

k k=1
nN—Hy+1=—y+1+o0(1)

=

-1

i)

2

Il
_

Ja—

1
donc f est sommable sur ]0, 1] et / flz)de =1—~.
0
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b) OnaSﬂZ(Zﬂd|k> Ofl]ldk{o St 1Vise %

=1 \d=1 S11O011.

On peut ensuite échanger les deux sommes :

=3 () =33

d=1 \k= d=1
car les multiples de d compris entre 1 et n sont les entiers d, 2d, ... ,L%J d. On en déduit :
S :iﬁ_{ﬁ}:nf[ Sy
" = d d " n

sint
a) t— % (prolongée par 1 en 0) est continue sur [0, o[ et par IPP, on a :

A . A A
t 1-— t 1-— t
VA>O,IA:/ G P i +/ LT
A t |, ") e

1 —cost
La fonction ¢t — —m (prolongée par continuité en 0) est sommable au voisinage de +oo (c’est un O(1/t?)) donc I4

a une limite quand A tend vers +oo et I converge.

too gte oo sin(t — )
b) Notons, pour z > 0, f(z) = / T e dt et g(z) = / — dt. Le théoréme de Leibniz s’applique facilement
0 T

pour démontrer que f est de classe C! sur [a, +oo[ pour tout a > 0 :

—tx
e
e pour tout x > a, t — — 5 est continue et sommable sur [0, +o0];

1+t
e—tw
e pour toutt207x|—>1+t2 est de classe C! sur [a, +oo];
toust > 0 et x > 0 (™ et ta (t) ti t bl [0, +00]
e pour tous etr>a|l—|—=]|=e <e = avec ¢ continue et sommable sur [0, +ool.
P - 0z \1+¢2 1+ ¢2 112 7 v

f est donc de classe C! sur tout [a, +00[ avec a > 0, donc sur |0, +oo[, avec :

+oo teftz

Ve >0, f’(a:):f/ dt.

o 142

On montre de la méme fagon, en utilisant la domination :

872 e—tw — e—ta: t2 < e—ta
0x? \1+¢? 1+~

vVt >0, Vx > a,

que f est de classe C? avec
" +oo thftx d
vV > 0, = — dt.
o>0 1@ = [ T

On obtient ainsi :

+oo
Vo >0, f(z)+ f'(z) = /o e dt = %

On a d’autre part :
+oo

. t +oo t
Vx>0, g(x):cosx/ %dtfsinx/ %dt
x

x
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donc g est de classe C*° sur |0, 4o0[, avec :

+o00 : +o0
sint S cost cos
Ve >0, ¢'(z) = fsinz/ idtfcos:z:ﬂfcosx/ 5% 4t + sinz 28
. t T = t T
+oo +oo
t t
= —Sinx/ %dt—cosx/ ﬂdt
@ t @ t
+o0 +oo
sint S cost
g'(x) = —cosx/ ——dt + mx——i—slnx/ —dt—i—
1
= —qglx) + —
g(x) + ~

On en déduit que f — g est solution de I’équation différentielle 4" +y = 0 : il existe donc A, B € R tels que f(z) — g(x) =
Acosx + Bsinx pour tout z > 0. Nous avons alors :

“+o0
1
e 0< f(x) < / e ' dt = =, donc f(x) tend vers 0 quand z tend vers +o0;
0 .Z‘

+oo —+o0
sint cost
e g(x) =cosx / —~ dt —sinzx / 4 dt tend également vers 0 quand x tend vers +oo.
x x

On a donc Acosz + Bsinz —+> 0, ce qui impose A=B=0et f=g.
xr—r+00

Nous avons donc pour tout x € ]0, +oo :

—+oo —+oo
sint cost cost
T) = cosT ——dt —sinx —dt—smx
t
x 1

=A(z) =B(x)

Le théoréme de continuité pour les fonctions définies par une intégrale prouve que f est définie et continue sur [0, +oo].
Nous avons ensuite :

o f(x) tend vers f(0) = g quand z tend vers 07 ;

e A(z) tend vers I quand x tend vers 07 ;

1 1 1
cost —1 1 cost —1 cost —1
e B(x) = sina:/ 7dt+sinx/ —dt = sinx/ ————dt —sinzInx. Comme ———— est prolongeable par
: t Leost —1 - i : t
continuité en 0T, sinx/ fdt tend vers 0 quand z tend vers 07 et B(x) tend aussi vers 0 (—sinzInx est
T

équivalent & —zInz qui tend vers 0).

sint

T Foo
Nous obtenons ainsi — = / - dt.
0

41)| Soient z,y avec 0 < z <y < 1. Pour n assez grand (i.e. tel que y — x > 2/n, considérons la fonction ¢,, définie par le
graphe :
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>
1/n

@, est continue et de classe C'' par morceaux, donc I’hypothése donne :

z+1/n y 1
/ nf(t)dt—/ nf(t) dt:/o f@)en(t)dt < Cllenlly (%)

—1/n

Un calcul élémentaire donne :

”‘PnHP

z+1/n y—1/n y 1/p
/ |n(t—x)|pdt+/ 1Pdt+/ | —n(t—y)Pdt
z z+1/n y—1/n

1/p
t— g)pt1Et/n 2 _ 4)p+17Y
= |:np(x)1:| _|_y_1-_7_~_ |:_np(y)1:|
p+ T n p+ y—1/n

2 2 1/1’
prin VTR

En notant F une primitive de f, nous avons :

/ Tt a = FE /) — F) F(e) = et [ T @yt EW = F -1/ F'(y) = f(y).

1/n n—+o0 ~1/n 1/n n—+oo

En faisant tendre n vers l'infini dans (), nous obtenons f(z) — f(y) < C |z —y|*/?. Un calcul identique avec —¢p,, donne
f(y) = f(z) < C |z —y|"/P. Comme I'inégalité est vérifiée quand 2 = y et que le cas z > y est symétrique, nous obtenons :

Yo,y €[0,1], |f(z) — f)| < Clz —y|"/.

42)| Comme f et g sont continues strictement positives, f/g et g/f sont bornées sur le compact [0, 1] et atteignent leurs
bornes inférieures my et my. Ils existent donc x1, 2o € [0, 1] tels que :

flz) _ fy) g(z2) _ 9(y)

S et mo =

Vy € [0,1]m; = 9(z1) = 9(y) flz2) = f(y)

On a ensuite :
1
0= fla1) — mig(ar) = /0 (9(y) — maf(y) K (z0,4) dy

avec g(y) —my f(y) > (ma—mq)f(y) pour tout y; ainsi, si mg > mq, y — (g(y) —m1 f(y) K(xo,y) est positive, continue
et d’intégrale nulle sur [0,1] : on en déduit que cette fonction est nulle, i.e. que g = m; f. Sinon, on échange les roles de f
et g et on en déduit que f = mag, ce qui donne également g = m4 f.

L’hypothese s’écrit alors :

1 1 1
V€ [0,1], ma f(z) = g(x) :/0 F)K(z,y)dy et f(z) :/0 9(W) K (z,y)dy = ml/o FW)K (w,y) dy = mi f(2)

Comme f > 0 et m; > 0, on obtient m; = 1, soit f = g.
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