Calcul intégral : énoncés

Exercices CCP

“+o0
On pose h(z) = / e~ " cos zt dt. Montrer que h est de classe C! sur R et la calculer.
0

1 (_1\E(1/z) 1
1 tint
2)| Existence et calcul éventuel de / 7( ) dx et de / L )
0o @ o A—0)7

Exercices Mines-Centrale: intégrales sur un segment

Soit f : [0,1] —]0,+o00[ continue. On note F' la primitive de f qui s’annule en 0. Montrer que pour tout
entier n > 1, il existe une unique suite (ag,. .., a,) telle que

Ak+41 1 1
w=0 ot Vk,/ f(t)dtzf/ F(t) dt.
ag n 0

n—1

B’ 1
Etudier la suite S, = — i)-
udier la suite n;f(a)

a) Soit F': [a,b] — R de classe C* sur [a, b] et 5 fois dérivable sur ]a, b[. Montrer qu’il existe ¢ dans ]a, b[ tel que

b—a (b—a)?

(F(a) + F) - O oo

5
FO)(e).
720 (c)

F(b) = F(a) + (F7(b) = F7(a)) +

b) Montrer que si f est de classe C* sur [a,b], on a

b —a a n—1 —a _a2
[ rwa = * (f(b”f”+§jf<a+kb >>—<bmﬁ<f'<b>—f’<a>>

n 2 k=1 "
(b—a)! (3) (3) 1
+ S (190 - 1P @) +o (=
Soient a,b € N*. Pour n € N, on pose P, = M‘
n!

a) Montrer que pour tous n,k € N, P,gk)(O) et Pflk)(a/b) sont des entiers.

a/b
b) Montrer que I,, = / €® P, (z) dx tend vers 0 quand n tend vers Pinfini.
0

¢) On suppose que /b est rationnel de dénominateur d. Montrer que dI,, € N pour tout n.

d) Quels sont les rationnels r tels que e” € Q7

[6)] (Centrale 2012) Soit f: [0,1] — R continue et concave telle que f(0) = 1.

r 1 1
a) Montrer que pour tout = € [0,1], / f)dt > §xf(x) + 7%
0



1 1 2
2 ,
b) Montrer que / zf(x)de < 3 </ flx) dx) . Etudier le cas d’égalité.
0 0

n
Calculer un développement asymptotique a 3 termes de S, = Z In(n + k).
k=1

a) Formule de la moyenne

Soient ¢ et ¢ deux applications continues d’un segment [a,b] dans R avec a < b et » > 0. Montrer qu’il existe

b
¢ € [a, b] tel que / e(t)p(t)dt = cp(c)/ P (t) dt.

a

b) Soient b > 0, f : [0,b] — R continue et g : R — R continue b-périodique. Etudier la convergence de

b
I, = / f(t)g(nt)dt quand n tend vers +oo.
0

Exercices Mines-Centrale: intégrales sur un intervalle quelconque

@ Soit f positive et continue sur [0, +oo[. On suppose que les intégrales impropres
+oo +oo
/ f)dt et / f2(t)dt
0 0

1 xT +oo
convergent. On pose F(z) = — / f(t) dt. Montrer que / F?(z) dz converge et en donner une majoration.
T Jo 0

+o00 400 +o0
Soit f € C?(R*,R) telle que / F2(t)dt et / f"(t) dt convergent. Montrer que / f"(t) dt converge.
0 0 0

-1
a) Montrer que I'application f définie par f(z) =z~ ' — (2 sin g) pour z €]0, 7] se prolonge & [0, 7] en une

application de classe C*.

T si 1/2
b) Montrer que pour n € N, 'intégrale / M dz ne dépend pas de n et donner sa valeur.

0 2sin(z/2)

c¢) Montrer que si ¢ est de classe C* sur [0, 7, / (x)sin[(n + 1/2) 2] de ——— 0.
0

n—-+oo

sint

+oo
d) En déduire la valeur de / —~ dt.
0

1 +oo
Intln(l —¢ 1
12)[Soit I = / w dt. Montrer que I converge et que I = E ot
0 t n

+oo
t )
13)| Soit f: RT — RT continue telle que / @ dt converge. Etudier I'intégrale

1

dt pour

/+°° f@t) — flat)
|| 0 t
a > 0.

14)[Soit f: R — R continue et admettant des limites finies en —oco et +00. Montrer la convergence et calculer
la valeur de l'intégrale impropre

+oo
/ @+ 1) - f(z)] da.

— 00



n—1
k
(Mines) Soit f :]0,1[— R monotone, continue par morceaux et intégrable. Montrer que — E f () tend
n n
k=1

1
vers / f quand n tend vers 'infini.
0

Applications :

1/n

e en déduire la limite de (n!/n™)'/™ quand n tend vers l'infini;

ne 1/n
. s - Lk
e exprimer de deux facons différentes la limite de H sin | o~ .
n
k=1

Exercices Mines-Centrale: intégrales a parameétre

/2 cost

0 +/sin*t+at

équivalent de J(a) quand a tend vers 0 et quand a tend vers +oc.

16)|On pose J(a) = dt. Quel est le domaine de définition de J ? Etudier la limite et donner des

“+o00 In(1 t2 1 z Int
17)| Montrer que f(z) = / M dt est définie et continue sur R*. Montrer que f(z) = —= / L dt,
o t1+) 2 J, 1—t
+001 2 1 t2
puis calculer / % dt.
O t
18)| Pour @ > 0 et = € R, on pose
% cos(tx)
h = dt.
(0= [ 5
Montrer que h, est de classe C°° et trouver une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par h,.
+o0 5 T
Si z € C est de partie réelle strictement positive, on pose f(z) = / e~ "% dt. Montrer que f(2)* = o
0 z

20)| Une preuve du théoréme de d’Alembert-Gauss
Soit P € C[X] de degré n > 1. On suppose que P n’a pas de racine sur C et on pose :

,rnezne

Vr e [0,+o00[, V0 € [0,2n], f(r,0) = Plre)

2m

a) Montrer que l'application F : r — f(r,0)do est de classe C*.
0

7] 0
b) Expliciter une relation entre or et or et en déduire que F' est nulle.

or o0

c¢) Conclure.

+oo —xt +oo _:
3 t _
(Mines 2014) Soient f: z — / eizdt etg: x —>/ Mdt.
o 1+t . t
a) Montrer que f et g sont solutions sur ]0, +oo[ de I'équation différentielle y"" +y = 1/x.

b) Mountrer que f =g.



+oo
t
¢) En déduire la valeur de / % dt.
0

. . . . e +°° sh(tx)
22)| (Mines 2016) Déterminer le domaine de définition de f: z

t cht
L__| 0
C° et donner un équivalent de f(x) en chaque borne de son domaine de définition.

dt; montrer que f est de classe

23)| Quel est le domaine de définition de f: z+— /

°°ln 33 +t2)

e dt ? Déterminer une expression de f(z).

Exercices X-ENS

24)[ (X) Pour n € N*, on note D,, = {kz e {1,...,n}, k divise n} et d,, = Card(D,,).

1
a) Pour z € R, on pose {z} = = — |z] ({z} est la partie fractionnaire de x). Montrer que f : = — {} est
1
intégrable sur ]0, 1] et calculer / f(z)dx
0

b) Montrer que S,, = Z di, =nInn+ (2y — 1)n+ O (v/n) au voisinage de linfini.
k=1

0 sint
25)| (X 2019) a) Montrer que I = ¥ dt converge.
0

—tx

+oo
e
b) Montrer que pour tout x > 0, /

dt = / M dt. En déduire la valeur de I.
o 1422 P t

(X 21) Soit f € C°([0,1],R) et p > 0. On suppose qu’il existe C' tel que pour toute fonction ¢ continue et C*
par morceaux de [0, 1] dans R, on ait :

[ ez ([ o0 |pdt)“”.

Va,y € [0,1], |f(z) = f(y)| < C" |z —y|"/7.

Montrer qu’il existe C” tel que :



Calcul intégral : corrigés

Exercices CCP

Notons ¢(x,t) = et cos(2zt) pour z € R et ¢t > 0. Pour z € R, 'application t — ¢(x,t) est continue sur
[0, +00[ et et sommable sur [0, 4+o0o[ (f(,t) =40 0(e™") et t — e~? est sommable au voisinage de +00). f est
donc définie sur R.

Nous pouvons ensuite appliquer le théoréme de Leibniz, avec A =R et I = [0, +o0] :
e pour tout € A, t — p(x,t) est de classe C° par morceaux et sommable sur I ;

e pour tout t € I, x — @(x,t) est de classe C! sur A;

e Vre A Vtel,

0
aw(x,t)‘ = 2te™" |sin(2xt)| < 2tet" = ¥ (t) avec 1 continue et sommable sur [0, 00|,
x
donc f est de classe O sur R et pour z € R :
+oo 9
Ve eR, f'(x) = / 2te” " sin(2zxt) dt.
0
On peut ensuite faire une intégration par parties, en posant u'(t) = 2te=t" et v(t) = sin(2xt) :

A 2 2 A A 2
VA >0, / 2te™" sin(2xt) dt = {e*t sin(21:t)}0 - 21:/ e " cos(2xt) dt
0 0

ce qui donne, en faisant tendre A vers +oo, f/'(z) = —2zf(x). On en déduit :
Ve eR, f(z) = f(0)e " = g e’
_1)EQ/2)
La fonction x — % est continue par morceaux sur |0,1] et de signe constant sur chaque intervalle

L l]. L’intégrale étudiée est donc de méme nature que la série alternée :

m’ n
1/n -1 E(1/z)
/ 7( ) dz.
1

n>1 /(n+1) z

l/n _ n
Up = (—1)”/ ldx =(-1)"In (1 + 1) = (=1 +0 (12>
1/(n+1) T n n n

donc u,, est un terme général de série convergente, comme somme d’un terme général de série convergente (séries
harmonique alternée) et d’un terme général de série absolument convergente.

Pour n € N*, on a:

On peut ici calculer la somme de la série :

2N 2N
VN1 = Z(—1)”1n“21
n=1 n=1
_ 111(1335”.2]\7—12]\74-1)
2244 2N 2N
_ hl((1><3><-~-><(2N1))2(2N+1)>
(2x4x---%x(2N))?

(2N))? (2N +1)
24N (N1)4




On utilise ensuite I’équivalent de Stirling N! ~ v/2r Ne VNV -

(2N))? (2N +1) 21 x 2N x e *N x 2N)*N x (2N) 2
24N (N1)4 ~ 94N 412 N2o—4AN NAN ~r

ce qui donne :

1/ E(l/m)
A N im u n

Exercices Mines-Centrale: intégrales sur un segment

Soit n € N. Les relations imposées s’écrivent :
FQ1)

ao:OetWE{O,...,n—l},F(aiH)—F(ai):T

ce qui est équivalent a

Vie{0,...,n}, F(a;) = %F(l).

Comme F est strictement croissante (f est strictement positive) et continue, elle réalise une bijection de [0, 1] sur
[0, F(1)]. Il existe donc une unique suite (ag, ..., a,) vérifiant les conditions imposées, définie par :

Vie{0,1,...,n}, a; = F* (; F(1)> .

s 2o(3)

1=

On a ensuite :

1
avec g : t € [0,1] = fo F~Y(tF(1)). Comme g est continue sur [0, 1], S, converge vers I = / g(t)dt. On a
0
ensuite, avec le changement de variable F(z) = tF(1) :

1 / f2($)dl‘
F'(z)
Sn i [= | T@Fgy de =5
fl@)dz
0
. t—a / / (t B a’)2 9 9 (t - Cl)5 \ ..
a)Smtg:tl—>F(t)—F(a)—?(F()+F())—|— B (F7(t) — F7(a)) — 5 M ou M est choisi

de sorte que g(b) = 0. g est continue sur [a, b], dérivable sur [a,b] et g(a) = g(b) = 0. Il existe donc = €]a, b[ tel que
¢'(z) = 0. On a ensuite, pour tout t € [a, b] :

/ a / —a —a —a 2 —a 4
g(t) = F(t)- . );F o 5 () + tT (F7(t) — F7(a)) + %F@(t) - %M
—a —a —a 2 —a 4
= % (F’(t) _ F’(a)) - t 3 F”(t) _ tTF”(a) + %F(S)(t) _ %

On peut encore appliquer le théoréme de Rolle, car ¢’ est de classe C! sur [a,z] et ¢’'(a) = ¢'(x) = 0 : il existe
y €]a, z[ tel que ¢”(y) = 0. On a, pour tout t € [a,b] :

90 = Fﬂz(t) - FI;(t) - Fﬂﬁ(a) - 3 CE@(1) 4+ LA E® ) 4 %F(@ (t) - ¢ ;6a)3 M
_ F'(t)—F"(a) t—a (t —a)? (t — a)?



g’ est continue sur [a, y], dérivable sur Ja, y[ et ¢”(a) = ¢"(y) = 0, donc il existe ¢ €]a, y[ tel que g (¢) = 0. On a
enfin, pour ¢ €a, b :

gD = F/;(t) - F';i(t) - t;a FO@) + L= pap + % FO (1) % o
_ (t IQG)Q (F(S) (t) — M)

donc M = F®)(c), puisque ¢ — a # 0, ce qui donne la relation demandée en écrivant g(b) = 0.

b) Soit F une primitive de f sur [a,b]. Soit n € N*. On pose, pour tout k € {0,1,...,n}, axy =a+k I’_Ta. Comme
F est de classe C®°, on peut lui appliquer le a) sur chaque [ag,at1] et il existe une suite (cx)o<k<n telle que
ap<cpg<a<c < < apo1<Cp_1<apet:

b n
/ F(tyat F(axsr) - Flay)

(b—a)®
72015

k
- b L) ol b—a)? . ) b—a)t (b—a '
_ (f( )42'f( ) i Zf(%)) _ (12n2) (f'(b) — f'(a)) + (720ni ( Zf(@(%))

F® (cx)

—a —a)?
- Z <b (F'(ay) + F'(aps1) — % (F"(ars1) — F”(ap)) +

N———

3

b—a
Il reste, pour obtenir le résultat demandé, a démontrer que la somme de Riemman S,, =

Z @ (¢r) converge

k=0
b
vers / fB @) dt = fO ) — £ (a) quand n tend vers Dinfini. Comme f*) est continue sur le compact [a, ], elle

y est uniformément continue : pour £ > 0, il existe n > 0 tel que | (z) — fW(y)| < € dés que z,y € [a,b] avec
—a

b
|z —y| <n. Pour n >

S, 7/ @@y dt| =
b—a)t (b—a)*

b
et donc S,, = /a F@(t)dt + o(1), puis (72W Sp = 20 (f(g)(b) - f(?’)(a)) +o(1/n*).

,ona:

Ap41

(F B (cp) — fFB(2)) det

< Z / — SO dt < (b a)

car |ep— f|§ak+1—ak<n

a) Comme 0 et % sont des racines d’ordre n de P, et que P, est de degré 2n, on a déja PT(Lk)(O) = P (%) =0
pour 0 <k <n—1ouk>2n+1. Pour k € [n,2n]], on peut appliquer la formule de Leibnitz :

Py ol Z ( ) n—1)...(n—i+DX""nn—-1)...(n—k+i+1)(=b)*(a — bX)"~F+,
Quand X =0ou X = %, tous les termes de cette somme sont nuls sauf un (i = n quand X =0 et i = k —n quand

X =a/n):

POO) = o
n:

(
P,gk>(%) - ;'(k’“ > (n—1).. (2nfk+1)(b)2n F nl(—b)n
_ ( k

S) nln(n —1)...(2n — k + 1)(=b)F"a®>" 7% = (i) nin—1)...2n—k+1)(=b)* "> * ez

. n) nn—1)...2n —k+1a> * (1) " cz



car a,b,k —n,2n —k € N.

b) En majorant grossiérement la fonction intégrée, on obtient :

IAEE P (O N ——

' a n—-+oo

donc I, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

¢) On fait 2n + 1 intégrations par parties :

b/a b/a
dl, = d [Pn(x)ew — P (2)e” + PP (z)e® — - - + PCM (x)e’”} —d / P (1) % dz
’ ¢ T

2n

_ a/b p(k)
2:: dZZ P_,Q, kz HE*Z—Z

EZ

a
donc d I,, est entier et I, > 0 car I,, est I'intégrale sur 'intervalle [O, ﬂ (avec a/b > 0) d’une fonction continue,

positive et non nulle. On a donc d I,, € N*.

a
d) Soit r € QT*. On peut écrire r = 7 avec a,b € N* et si e®/? était rationnel de dénominateur d, les b) et c)

donnerait 'aburdité :
VneN, 1<dIl, —— 0.

n——+00

On en déduit que e” ¢ Q pour r € QT*, puis " = (e_r)_ ¢ Q pour r € Q7*. Le seul rationnel r tel que e” est
rationnel est donc r = 0, puisque e =1 € Q.

[6) a) Soit € [0,1]. Comme f est concave, on a :

Vs € (0,1, f(sz) = f((1=5)0+s2) 2 (1-5)f(0) +sf(zx) =1—s+sf(z)

' —xlsxsxl—ssx3:£@
/Of<t>dt—/0f< )ds > /0(1 +sf(0) ds = 5 + ==

b) En intégrant cette inégalité, on obtient :

/</f )dx> / f()dx—i—%

x
Une intégration par partie (en notant F : z — / f(t)dt) donne :
0

/01 </Ozf(t)dt) dacz/ol F(z)de = [xF(a:)]:—/leF’(x)dx:/Olf(x)dx_/olmf(x)dx.
—

=F(1)

/Olf(t)dt—/olmf(a:)dxz;/lef(a:)dx—&—i
/f nat- ;> /xf(>

On obtient donc :

On obtient donc :

soit



Il reste donc a remarquer que

(/Olf(mdxfz/olf(m)dx—i,

—_————
=I

2
1 1
ce qui est évident car -1+ 1 = (I — 2) > 0.

Comme cette inégalité a été obtenue en intégrant des inégalités entre des fonctions continues, on aura égalité si et
seulement si :

e on a égalité pour tout = dans I'inégalité de la question a), ce qui revient & dire que f est affine sur chaque
[0, z], donc sur [0,1];

! 1
] /O f(.’,l?)dl'zi,

ce qui donne la fonction f: x+—1—x.

- k 1< k
7)) On a S, =nlnn+ E In (1 + ) En notant R,, = — E In (1 + >7 on reconnalt une somme de Riemann
k=1 " "= "
1

(méthode des rectangles pointés a droite), qui converge vers / In(1+¢)dt =2In2—1. On a donc :
0

Sp=nlnn+nR, =nlnn+n(2ln2—1) + o(n).
Pour obtenir un troisieme terme, il faut calculer un équivalent de I’erreur d’approximation pour la méthode des

rectangle. Comme la fonction intégrée est de classe C2, il est connu que la méthode des trapézes donne une erreur
en O(1/n?). On pose donc, avec f: z+— In(1+2) :

N O = s AN AN In2
V”ZLT"n(z*%f(n)*z)Rngn

et on obtient :

In2 In2 In2
Sn:nlnnJrnTnJrnT:nlnn+n(21n271+0(1/n2))+n7:nlnn+n(21n271)+n7+0(1/n).

a) Si ¢ est nulle, le résultat est évident. Sinon, f; 1(t) dt est non nul (on intégre sur un segment non réduit a
un point une fonction continue, positive et non null). En notant m = ming<;<p (t) et M = sup,<,<;, ¢(t), on a :

b b b
m [Cwdr< [Cewuma < o

d’ou

b

| oo
m<fo <M

[ ot

Par le théoréme des valeurs intermédiaire (f est continue donc f([a,b] = [m, M]), il existe ¢ tel que

b
/ F(B)g(t) dt
Jo T pe)

/a g(t)dt



b) On a :

b

In = f(t)g(nt) dt
0

1 (™
= - f (*) g(z)dz  en posant x = nt
n Jo n

n—1 k+1)b

= %Z/kb (x)da‘

kb
Z/ ( + u) g(u)du  en posant z = kb+ u (g est b-périodique)

:M—'

Si g est positive, on peut appliquer la question a) :

Vk e {0,...,n—1}, Jei € [];b,(k—i_l)b}, /Obf<kb+u> g(u)du = f(cx) /Obg(u)du

n n

On obtient donc :

ce qui donne :

()

Si maintenant g n’est pas positive, il existe une constante K telle que g+ K est positive (g est continue et périodique,
elle est donc bornée : il suffit de choisir K = —ming). On a donc :

I+K/f Pt = /f g(nt) —s—Kdtm(/f dt)( /((t)+K)dt>
:%/O dt—i—K/f

Dans tous les cas, nous avons donc :

b b
h— ( [ 10 dt> (; [ o dt) |

Exercices Mines-Centrale: intégrales sur un intervalle quelconque

Posons G(z) = O+OO f(t)dt pour tout > 0. G est de classe C! avec G’ = f et G a une limite finie en +oco (car

f est intégrable sur [0, +o00[), donc G est bornée. On en déduit que F est de classe C* sur ]0, +o00[ avec :

o F(z)= = f(0) donc F est prolongeable par continuité en 0;
T z—0 z—0+

10



e F(x)= = O(1/x) au voisinage de +oo.
Ainsi, F? est continue sur [0, +-o0[ et intégrable au voisinage de +oo, puisque F?(x) = O(1/2?).
On a ensuite, en dérivant la relation F(z) = G(z) :
Vz >0, zF'(z) + F(z) = f(z).

Cela donne :
Vo >0, F2(z) = f(x)F(z) — 2F(z)F'(x).

En fixant a,b tels que 0 < a < b, nous avons donc :

/ab F*(z)dz = /abf(ac)F(:c) dz — /ab e F(z)F'(z) dx (1)

Comme f? et F? sont intégrables, fF est aussi intégrable (conséquence de I'inégalité de Cauchty-Schwarz).

D’autre part, une IPP donne :

/ab e F(2)F'(x) do = [g Fz(x)]b 21 /ab F2(z) da.

a 2

Comme F?(z) = O(1/2%) et que F est continue en 0, on peut faire tendre a vers 0 et b vers +oo dans (1) :

/Om F2(2) do = /Om f(a:)F(x)d+% /Om F2(2) dz

soit (avec l'inégalité Cauchy-Schwarz) :

+oo +oo
/ F?(2) da = 2 / F(2)F(2) de < 2|/ f]2 | Pl
0 0

Si F est non nulle, on peut diviser par ||F||2, ce qui donne :

400

+o00o
F2(x)da = 4| |3 = 4 / (1) dt
0 0

et cette inégalité est encore valable quand F' est nulle.
Par intégration par parties, nous obtenons :
A A
VA >0, / FR)dt = F(A)f'(A) = F0)f(0) / fF)f" () dt.
0 0

Comme f et f” sont de carrés sommables sur [0, +oo[, ff” est sommable sur [0,+o0o[. C’est une conséquence de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

A A A +oo 400
VA >0, /O £ £ (8)] dt < \//0 f2(t)dt\//0 Fre)de < \//O f2(t)dt\//0 F72(8) dt.

On en déduit donc que fOA F(@)f"(t) dt a une limite (finie) quand A tend vers +oo.

Si f”? n’était pas sommable sur [0, +00[, on aurait fOA f"?(t) dt —— +o0. On aurait ainsi f(A) f'(A) —— +oo0.
A—+o00 A—+o0o
Comme 2f f' est la dérivée de f2, ceci entrainerait que f2(A) = +00. On peut en effet dire qu’il existe Ag > 0
—+o0

tel que 2f(x)f'(x) > 1 pour & > Ay, ce qui donne :

A
VA Ao, P(A) = P+ [ 2@ (@) de > A0 + (4= 4) 5+

11



Ceci contredit la sommabilité de f2 au voisinage de +oo.

Nous avons donc démontrer que f’? est sommable sur [0, +00[. On peut également remarquer que ceci prouve que
f(A)f'(A) a une limite finie ¢ quand A tend vers oo : comme f? est sommable, ¢ est nécessairement nulle. On
peut en effet reprendre la preuve précédente : si £ > 0 (preuve symétrique si £ < 0), il existe Ag > 0 tel que
2f(z)f'(z) > & pour x > Ag et f2(A) tend vers +o0o quand A tend vers +o0o. Nous en déduisons :

+0o0 t+oo
/ F2(8)dt = — F(0)£(0) — / O 17(8) dt.
0 0

a) On peut utiliser le théoréme de prolongement C! : f est de classe C! sur |0, 7] avec

22 cos(x/2) — 4sin®(z/2)

vz €0, 7], f(z) =

422 sin?(z/2)
On fait un développement au voisinage de O :
() a?cos(x/2) —4sin®(x/2)  x*(1 — x%/8+ o(2?)) — 4(x/2 — 2% /28 + o(2?))? 1
~ x4 N x4 Y]

On en déduit que f est prolongeable en une fonction de classe C* sur [0, ).

b) Pour n € N, on a :

Ior— 1, — /W sin[(n + 3/2) 2] — sin[(n + 1/2) 2]
v L 2sin(z/2)

sinf(n + 1):6]]2 =0

T 1
dx:/O cos(n + 1)xdx = [n—|—1

donc I,, ne dépend pas de n.

c¢) Il suffit de faire une IPP :

/OW () sin (n + ;) zdz

N . (z) cos nJr1 m7r4r1/7T '(x) cos n+1 xdz+
T Thr12|® 2 ) |, T2 )y 7 2

[p(m)| + [ (0)] 1 /’r /
ntiz axip ), P@lde 00

IN

d) On applique le résultat précédent & la fonction f définie & la question a) :

1
7Tsin(n—&—2)ﬂﬁ
/ ——dz -1, ——0
0

X n— 00

jus

soit, en faisant le changement de variable ¢t = (n + 1/2)x et en remplacant I,, par Iy = 7 :

+oo (n+1/2)7
t t
/ MP gt = lim MPgr=".
0 t n—+oo Jo t 2

12)|La fonction t — IntIn(1 — ¢) est continue sur ]0, 1[ et tend vers 0 en 01 et 1~ : I est donc convergente.
) g

En utilisant le développement en série entiére de In(1 —¢), on a :
1 +oo 4
1= —Int dt
/0 nz:% n+1

Le théoréme de sommation terme a terme s’applique :

12



t’I'L
e pour tout n, u, : t— —Int
n+1

est continue et sommable sur ]0, 1], avec :

1 1
1
t)|dt = t)dt = ——= intégrati ties) ;
/o |wn (8)] /o Un(t) EFEE (par intégration par parties);

® > . ~0 Un converge simplement sur |0, 1[;

. / |un (t)] dt est un terme général de série convergente.
0

+o0 1 +oo 1

) R P

n=0 n=

+oo 1
On en déduit que I = Z/ U, (t)dt =
—J0

13)[On a, pour 0 < u < v :

[0Sy 10 [ S0,

et cette expression a une limite quand v tend vers +00. On peut ensuite ecrire, pour u > 0 :

J R /+°° 10 gy [ 10
u w t

t a
B /ua&
B t
L [0, [ 00,
t ; ¢
=f(0)Ina =R(u)

et nous allons montrer que R(u) tend vers 0 quand u tend vers 07 :

|R(u)| < sup [f(t) = f(O)] x

t€u,ual

/"“ ! dt' = sup |f(t) = £(O)] [1n(a)] ——0

t€u,ual —0+

car f est continue en 0. L’intégrale étudiée est donc convergente et vaut f(0)lna.
14)| Soient a < b deux réels. On a :

b b+1 b b+1 a+1
/ Fa+1) - f@)]de= [ f@)de- / f@yde= [ fle)de— / f(z) da.
a a b a

a+1

On a ensuite :

a+1
@< [ j@drs s @)

z€la,a+1 z€la,a+1]

Comme f(x) tend vers A; quand x tend vers —oo, infye(a,ar1) f(2) €t SUP,¢(q a41) f(2) tendent également vers Ay
a+1
quand a tend vers —oo et le théoreme d’encadrement prouve que f(z)dz tend vers A\; quand a tend vers

a,
—o0. La seconde intégrale se traite de la méme facon : I'intégrale étudiée est convergente et vaut Ay — A1.

Ecrivons la preuve dans le cas ol f est croissante ('autre cas se raméne & celui-1a en remplacant f par —f).
Nous avons :

/0<n—1)/n f)do = % ”Zl/’“/” v < % Z < ) < % Z/k(k+1)/nf(x) dz = 1 f(z)dz

k=1 (k—l)/n k=1 k= /n 1/n

d’ott le résultat demandé (les deux encadrants tendent vers / f(z)dx).
0



En posant f(z) = Ilnz, qui est bien monotone et intégrable sur |0, 1[, on a :

. 1 n—1 k‘ 1 1
1n((n!/n )/ ) - Zl = ;f<n> m/o f(t)dt:/o Inzdz = [zlnz — 2], = -1

1/n

ce qui prouve que (n!/n™)'/™ tend vers e~! quand n tend vers I'infini.

T
Posons f: z €]0,1[— In (sin 7) f est continue et croissante (on compose deux applications croissantes), avec :
e f(x) a une limite finie en 1;

e au voisinage de 0, f(z) =In (% + O(x3)) =Inz+In7m —In2+1In(1 4+ O(2?)) ~ Inz donc f est sommable

au voisinage de 0 (comparaison de fonctions de signe constant).

On peut donc appliquer le résultat a f :

(ﬁbln<kﬂ>>/ —;Zf< > R / f(x /Oﬂ/zln(sinu) du.

Cette intégrale se calcule grice & une astuce : on remarque d’abord que, en posant v =u —7/2 et w =7 —u, on a

/2 /2 T
I:/ In(sin ) du:/ In(cosv) dv :/ In(sin w) dw
0 0 /2

On a ensuite :
/2 /2 /2 1 1 (7 T
2[ = / (In(sinw) + In(cosw)) du = / In(sin u cosu) du = / In (2 sin 2u> du = 3 / In(sinv) dv—In 2 5
0 0 0 0

. n?2 -
soit I = —m - Nous avons ainsi :

Exercices Mines-Centrale: intégrales a parameétre

16)| a) Pour a # 0, J(a) est définie, comme intégrale d’une fonction continue sur un segment. Quand a = 0,
cost

I'intégrale est divergente, puisque ——— est équivalent en 0 a t%, qui n’est pas intégrable au voisinage de 0. Le

domaine de définition de J est donc R*.

cost

Vsin*t + at

Pour tout b €10, 7 /2], Papplication J; : a — / est définie et continue sur R, d’apres le théoréme

de continuité :

cost
e Va € R, t —» ———— est continue par morceaux sur [b, 7/2];

Vsin*t + a4

cost
o Vit € [b,7/2], x — ——————— est continue sur R;

Vsintt + a4
cost cost

Vsintt +qt ~ sin’t

o VaeR, Vtelbn/2], 0< = p(t) et o est continue et intégrable sur [b, 7/2].

14
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Comme J est décroissante sur |0, +ool, elle a une limite ¢ (finie ou infinie) en 0F. On a ensuite :
Ya >0, Vb €]0,7/2], J(a) > Jy(a)

donc, en faisant tendre a vers 07 :

/2
cost
Wb €10,7/2), £> Jy(0) :/ o8t gt
b sin“ ¢
Quand b tend vers 0, ce minorant tend vers +oo (lapplication ¢t — - est positive et non intégrable sur

10,7/2]) : on en déduit que £ = +oc.

Pour trouver un équivalent, nous allons modifier ’expression de J en posant u = sint puis u = va :

1 1/a
1 1 1
Va>O,Ja:/ ———du=-— ——dw.
(@) o vut+at ajo Voi+1
1
Comme v — ————— est intégrable sur [0, +-00[ (elle est continue et équivalente & 1/v? au voisinage de +00), on
e st itégrable sur 0. +2c] q / ge de +oc)
Ty~ & K/+Oo L 4u (cela marche car K # 0). Par parité, on a J(a) ~ -
a J(a) ~ — avec K = ——— dv (cela marche car . Par parité, on a J(a) ~ —.
& a 0o Vil b 0 Ja]
v
En posant F'(z) = / ———dv,ona
0 v 41
1 1 F(1/a)— F(0) 1
(@) a (1/a) a? 1/a +o0 a2
F)-F
car £) - FO) tend vers F’(0) = 1 quand b tend vers 0.

En posant g : (z,t) — %, on a, avec A = [0,a] et I =]0,+oo][ otta >0 :

e Vx e A t— g(m, t) est continue par morceaux sur [ ;
o Vt €I, x— g(x,t) est continue sur A;

e Vxe A Vtel, 0<g(x,t) <gla,t) =p(t) et ¢ est continue et intégrable sur I (¢ a une limite finie en 0 et
©(t) = o(1/t?) au voisinage de +00).

Le théoréme de continuité s’applique : f est définie et continue sur chaque [0, a], donc sur RT.

Pour répondre & la question suivante, nous allons appliquer le théoréme de Leibniz, avec A = [a, +oo] et T =]0, +o00],
oua > 0.

o V€ A, t — g(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I ;

e Vte I,z g(x,t) est de classe O sur A;

0
eVreA t— 8—9(96, t) est continue par morceaux sur I ;
x

e DVx e A, Vtel, 0< %(3371&) (1+t2)(t(1+t2m) < (1+t2)(t(1+t2a) = 1(t) et 9 est continue et intégrable sur I

(¢ a une limite finie en 0 et 1 (t) = O(1/t3) au voisinage de +00).

On en déduit que f est de classe C! sur chaque [a, +-00[, donc sur ]0, +-oc[, avec :

’ oo t I 1
W>0’f<x>=/0 mdt:ifo o)

15



1 1 1 T
P 1 = — id :
our T #* ’Ona(lJru)(lJruz) T2 (1+u 1Jruz),ceqm onne

vz €10, 1[U]1, +oof, f'(x) = 2(11—@ {1

o 21-u

14+u oo 1 Inx
n — _
1+ ux

Comme f est continue sur [0, +oo[ et C* sur ]0, +oo[, on peut écrire :

1 (" Int

Ve >0, f(x)zf(0)+/omf’(t)dt:—2/0 mdt.

o0 In?(1 + t2)
0 t?
quand ¢ tend vers 0 et est un o(1/t?) au voisinage de +00) et une intégration par partie (en vérifiant que les formes
indéterminées convergent) donne :

n2(1 4217 7 2tIn(1 + ¢2) ' _Int
N P Gl L) ST ) g = 2f(1) = dt.
{ 22 ] w2 [T

L’intégrale I = dt est convergente (la fonction intégrée est continue sur ]0,+oo[, tend vers 0

=0

On a ensuite :
“+oo

—Int "
vt e (0,1, T :Z:O—t Int.
En posant f, : t+— Z—t" Int, on a :
k=0
—Int

e f, converge simplement sur [0,1] vers f: ¢t +— T

e les f,, et f sont continues sur [0, 1[;

e VneN, Vte[0,1], 0< f,(t) < f(t) et f est intégrable sur [0, 1[.

1 1
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée : / fn(t) dt converge vers / f(t)dt quand n tend
0 0

vers l'infini, ce qui donne :

f 1 X +oo tk+1 1 1 tk +oo 1 7T2

I = / —t"Intdt = E [— lnt} +/ :E — =

k=070 k=0 k+1 0 0o k+1 =0 (k+1)2 6
=0

cos(tx
Notons f : (z,t) — 1 _i tQ)' Montrons par récurrence sur k que pour tout k € N, h, est de classe C* sur R

@ gk @ ¢k cos(ta + ki /2)
R, h0) () — , _ / .
Ve e R, hy'(z) e (z,t)dt | 10 dt

Pour k = 1, on applique le théoréme de Leibniz :
o Vr € R t— f(x,t) est continue et intégrable sur [0, a] ;

o Vt € [0,a], x — f(x,t) est de classe C! sur R;

0
e VreR z+— Fi(x,t) est continue sur [0, a];

16



t
—141t2

o Vx e R, Vt €]0,1], = (t) et p est continue et intégrable sur [0, al.

of | ~tsin(tx)
&c(w’t>‘ B ’ 1+ 12

donc h, est de classe C! sur R et

Vz €R, h(z) = — / tsinftz) ;,

o 141t
Soit k > 1 et supposons la propriété vraie au rang k. On applique une nouvelle fois le théoréme de Leibniz en

utilisant la domination :

thtt cos(tx + (k + 1)m/2) < thtl
1+1¢2 T 142

Vo e R, Vt € [0,1], =9()

W(m, )| =

akJrlf ‘

avec 1 continue et intégrable sur [0, a] : cela prouve la propriété au rang k + 1.

En particulier, h, est de classe C? avec :

_ sin(za)

Ve € R, h7(z) — he(x) = f/ cos(tz) dt =
0 X

sin(za)

(en convenant que = a quand x = 0).

Pour x > 0, notons G : y — f(x + iy). Le théoréme de Leibniz s’applique facilement et G est de classe C!
sur R avec :

+oo R )
Vy eR, G'(y) = / —it?e ™t @) gt
0

Par intégration par partie (en vérifiant que les formes indéterminées convergent), on obtient :

. +o0 ‘ ‘ ‘
Yy ER, G'(y) = Q(xz—jzy) e””*iy)} o m Gly) = m G(y)
On en déduit qu’il existe K € C telle que :
Yy e R, G(y) = K e~ In(@®+y*)—4 Arctan(y/z)
On obtient (en remarquant que K est non nul) :
Wy ER, —b = L 3 @i Arctan(y/s) _ L /5T i Avetany/s) _ T
Gy)? K2 K? K2

2 2

K2 9 Foo 2 1 +oo 2 T
Comme — = G(0)* = / e " Ttdt) =-— / e~ % ds| = —, on obtient I’expression demandée.
T 0 z \ o 4z

[20)]a) Soit a > 0. On peut appliquer le théoréme de Leibniz sur I'intervalle I = [0, 27] et sur le domaine A = [—a, a] :
e pour tout r € A, § — f(r,0) est continue et sommable sur I (I est un segment);

e pour tout t € I, r — f(r,0) est de classe C*, avec :

of B
S(1,6) =

r

nrnfleinep(rew) _ rnei(nJrl)@P/(,r.ei@)
P2 (rez‘a)

Vre A, VteT,

e pour tout r € A,  — %(r, ) est continue sur I ;

of

n—lM nM/
Vre A VteT, (t,@)’g”a ta M

m?2

B ©(0)

avec M = max|;<, |P(2)], M = max,j<, |P'(z)| et m = min|,;|<, |P(z)| > 0 (P ne s’annule pas). Ces max
et min sont en effet bien définis car les fonctions manipulées sont continues sur le compact {z € C, |z| < a}.

17



¢ étant continue et sommable sur le segment I, F est de classe C'* sur chaque [—a, a], donc sur R, avec :

27 af
/ P— PR
VreR, F'(r) = . or (t,6)d6.
b) On a :
of B inr"eineP(reia) - ir"*lei("Jrl)eP’(rew) . of
Y(r,8), %(r, ) = P2 e = zrg(n 0).
On en déduit : )
iy~ L [T Of __t 2 _
Vr#0, F'(r) = ), aa(t,g)da— T[f(rae)]o =0

donc F' est constante sur R, donc nulle puisque F'(0) =0 (car n > 1).

c¢) L’absurdité va venir du comportement de F' au voisinage de +o00; en écrivant P(z) = ap2™ + -+ 4+ ap, on a :

1 1
Vo0 € |0,2~w|, f(r,0) = . . —
[ L £(r0) an + ap_1(re??)=1 + .- +ag(re?)=" rotoo ay,
27 1 T
et nous allons montrer que F(r) tend vers [ = / — df = —. Cela se fait directement, sans utiliser le théoreme
o Qn ap
de convergence dominée, en remarquant que :
an—1 ao |an—1| a1 lao|
an+r6i0+”'+rnein9 —‘a"‘_T_'“_Tni—l_rn M()

Comme M (r) tend vers |a,| > 0 quand r tend vers l'infini, il existe R > 0 tel que M(R) > 0. On a alors :

Vr>R, |[I-F(r) = dé

2w an_lr_le_w N aor—ne—ine
o apan +an_1r~te 9 4 ... 4 gor—ne—int)

lan_1|r=t + -+ |ag|r™™

< 2
= 7 lan | M(r) ———"

0

Comme I # 0, nous obtenons une absurdité : I’hypothése faite est donc fausse et P a au moins une racine dans C.

e—tz

21)|a) Pour a > 0, on applique facilement le théoréme de Leibniz & f sur [a, +oo[ en posant ¢ : (z,t) —> 7 e :
e pour tout = € [a,+o0[, t — (z,t) est continue sur [0, +o0[;

e pour tout t € [0, +oo[, x — ¢(z,1) est de classe C! sur [a, +oo];

Op .
e pour tout = € [a,+o0[, t —> 8—(:0,15) est continue sur [0, +00[;
x

Op .
e pour tout = € [a,+o0[, t —> G—(x,t) est continue sur [0, 4o00[;
x

t t
e < e” % ot t —> —— e~ est continue

e pour tout (z,t) € [a, +00[%x[0, +o0], e <1ip T3P

Iy
ax@"“’ -
et sommable sur [0, +oo].

donc f est de classe C! sur chaque [a, +oo[, donc sur ]0, +o0], avec :

t
14¢2

“+o0
Vz >0, f'(z) = —/ P
0

18



De la méme fagon, on montre que ’on peut dériver une seconde fois sous le signe intégral en utilisant la domination :

2
1+1¢2

Y(z,t) € [a, +00o[X[0, +00], e T < e

0%
axg(%f)‘ =
ce qui donne :
+oo 1
Vo >0, f(z)+ f(z) = / e tdt = ~.
0 X
Pour g, il suffit de remarquer que 'on a :

+oo sint . cost T sint . T cost
cosx — —sinx—— | dt = cosx ——dt —sinzx —dt
t t . t . t

pour montrer que g est de classe C?, avec :

vz >0, g(z) :/

x

+0oo i : +o00
sint sinx cost Cos T
Vo >0, ¢'(z) = —sinx/ —dt—cosx——cos/ ——dt +sinx
= t T = t T

400 - “+o0
sint cost
= —sin:z:/ —dt—cos/ —dt

“+oo . “+o0
sint sinx cost Cos T
Vo >0, ¢"(z) = —cosx/ Tdt+sinm—+sinx/ Tdt—i—cosx
T
xr

x

= —g(@)+ .

b) On en déduit que f — g est solution de I’équation différentielle y”" + y = 0 : il existe donc A, B € R tels que
f(z) — g(x) = Acosz + Bsina pour tout 2 > 0. Nous avons alors :

+oo 1
e 0< fx) < / e " dt = —, donc f(z) tend vers 0 quand z tend vers +o0;
0 x

+oo ; +oo
sint cost
e g(x) =cosx / — dt — sinx / 4 dt tend également vers 0 quand x tend vers +oo.
xr

x

On a donc Acosx + Bsinzx —+> 0, ce qui impose A=B=0et f=g.
Tr—r+00

¢) Le théoréme de continuité s’applique facilement & f sur [0, +oo[, avec la domination :

et 1
V(z,t) € [0,4+00[x[0,4+00[, 0 < s <7 el

On en déduit que f(x) tend vers f(0) = g quand z tend vers 0.

L’étude de g au voisinage de 0 se fait assez facilement avec I’expression :

+oo _: +oo

t t
g(x) = cosx / P gt —sina / % at
| ——
— =A(z)

xz—0

Pour lever la forme indéterminée posée par le second terme, il suffit de remarquer que l'on a :

+o0 1 “+oo
t 1 t
/ S5 at §/ fdt—i—/ O qt| = —na+
1 t x t 1 t

ce qui prouve que sinz A(zx) = O(zlnz) — 0.
rz—0t

1
t
vz €101, |A(z)| g/ [cost] 4,

= t

+oo
t
/ cos dt‘
1 t

19



B B T gint s
En faisant tendre x vers 0 dans I’égalité g(x) = f(x), nous obtenons / - dt = 5
0

h(t
Soit f: (z,t) — St ihxt) dt, I =]0,+o0[ et A = [—a,a] avec a €]0,1].

e pour tout z € A, t — f(x,t) est continue et sommable sur I (elle a une limite finie z en 0 et est négligeable
au voisinage de +oo devant e(#1=1) " qui est sommable au voisinage de +oo car || —1<0);

e pour tout t € I, x — f(x,t) est de classe O sur A;

0
e pour tout z € A, t —> 6—f(x,t) est continue sur I ;
x

of ch(tz) ch(at)
< - = <
o V(z,t) € AxI, 0< agc(z,t) DL S e

prolongeable par continuité en 0 et équivalente a e

= ¢(t) et ¢ est continue et sommable sur I (elle est
~t1=9) en 400, avec 1 —a > 0).
On en déduit que F est de classe C! sur chaque [—a, a], donc sur | — 1, 1], avec :

+o0 P
Vo el —1,1], F’(x):/o C;((t? dt.

On montre ensuite facilement par récurrence que F est de classe C* pour tout k avec :

Foo k-1 sh(k)(mt)
v — 1.1, F®) :/ ———=dt
en utilisant les dominations :
k tk‘fl h(k) t
Ya €1]0,1], Yk € N*, ¥(z,t) € [~a,a] x I, gx{(x,t)‘ < ‘;hit(“)

On a ensuite :
+oo +oo 672tx _ 672t
F'(x) — / et qt = / P S B |
0 0

14 e 2
donc
+oo +o00 1 1
Vo €]0,1[, 0 < F'(z) — / @D qt < / @D (e=2t0) _ =2t qt = - 0.
0 0 1+ 33—z z-1-
On a donc
/ Foe t( 1) d 1 1 1
F = U dt = ~ .
@=[ Fo(l) = Tt +ol) ~ 1

Comme la fonction x —

est positive et non sommable sur [0, 1], on peut intégrer cet équivalent :

F(x):/OxF’(t)dtw/oxldt:—ln(l—x).

1- 1-—1t

In(z? + %)

Notons g(x,t) = BT

peut appliquer le théoréme de Leibniz sur lintervalle A = [a, b].

pour t > 0 et x € R. Pour a et b tels que 0 < a < b, nous allons montrer que 'on

e pour tout t > 0, x — g(x,t) est de classe C! sur A;

1
e pour tout x € A, t — g(x,t) est continue et intégrable sur I = [0, +oo| car g(z,t) = o <t3/2> au voisinage
de +00;
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e pour tous z € A et t € I, on a la domination :

dg

2x 2A
P )| =

@121+ = @+ 21180

= ¢(t)
et ¢ est continue et intégrable sur I.

f est donc de classe C! sur [a, A] pour tous 0 < a < A, donc sur ]0, +oo], avec :

/ oo 2

Pour = €]0, +oo[\{1}, on obtient :

27 +oo 1 1 20 [1 t too 7
) = 2% — dt = ~ Arctan— — Arctant =
o= [ (e ) = o [ Avctant — arean] =

et cette expression est également valable, par continuité de f/, quand x = 1. Il existe donc une constante K telle
que Vz >0, f(z)=7In(1+2z)+ K.

Il reste a étudier le comportement de f au voisinage de 0. Nous allons utiliser le théoreme de continuité pour
montrer que f est définie et continue en 0.

e Vx €[0,1], t — g(x,t) est continue (par morceaux) sur |0, 4+o00[;
o Vt >0, x — g(z,t) est continue sur [0, 1];

|2Int| + In(1 + ¢2)
141¢2

au voisinage de +o0o et équivalente

e pour x € [0,1] et t > 0, In(¢t?) < In(z? + ¢2) < In(1 + t2), donc |g(x,t)| < = ¢(t). La

fonction @ est continue sur ]0, +oo[ et sommable (négligeable devant w2

a —21Int au voisinage de 0).

On en déduit que f est continue sur [0, 1] et C! sur |0, +-00[, avec Vo > 0, f(z) = 7 In(1+z)+ f(0). On a ensuite :
1 +o0 1 1
In(t) In(t) In(t) In(u)
0) = t t= t— =0
1) /0 1+ 2 +/1 1+ /0 112" ), 112"

on pose u=1/t

Par parité, f est définie sur R et f(z) = 7 In(1 + |z|).

Exercices X-ENS

24)|a) f est positive t continue par morceaux sur |0, 1]. Pour tout N € N* on a :
1 N-1 .1/k 1/k
: f(z)dz = kz /1/<k+1 f(x)dz = Z / . < k> da
1/k 1

= kzllnx kxl/(lﬂ_l):;—l(k)—i—ln(k—l—l)—m

= InN—-Hy+1=—-y+140(1)

1
donc f est sommable sur ]0,1] et / flx)de =1—~.
0

1 sid divise k
b) OnaS’n:Z<Z]ldk> ou]ld|k—{0 ST HVISE 7,

1 simon.
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On peut ensuite échanger les deux sommes :

»
Il
[+
-~
™
=
=
kol
N———
Il
[+
v
al3
| S

d=1 \k=1 d=1
car les multiples de d compris entre 1 et n sont les entiers d, 2d, ... ,L%J d. On en déduit :
$0=3 -5 {5} =nm-21 (5
o d=1 d df d=1 n)

int
25)|a) t — % (prolongée par 1 en 0) est continue sur [0, oo[ et par IPP, on a :

A . A A
¢ 1—cost 1—cost
VA >0, IA:/ S gt = [COS } +/ P
0 t t 0 0 t

1—cost
La fonction ¢ — ———— (prolongée par continuité en 0) est sommable au voisinage de 400 (c’est un O(1/t?))

donc 14 a une limite quand A tend vers +o0o et I converge.

+oo +o0
t —
b) Notons, pour z > 0, f(z) = / ——dt et g(z) = / M dt. Le théoreme de Leibniz s’applique
0 T

facilement pour démontrer que f est de classe C! sur [a, +oc[ pour tout a > 0 :

—tx

e pour tout v > a, t — 5 est continue et sommable sur [0, +oof;

144
efta:
e pour tout t > 0, z — I est de classe C'! sur [a, +o00l;
tous t >0 et x > 0 (<& et pta ! (t) ti t bl
e pour tous etrx>a,|l—|—= || =e€ e = avec @ continue et sommable sur
P = =% 0r \1+ 2 1+2-° 1y 7 4

[0, +-o00].

f est donc de classe C! sur tout [a, +00[ avec a > 0, donc sur |0, +oo[, avec :

+o0 te~tx

Ve >0, f'(z) = —/ dt.

o 1412

On montre de la méme fagon, en utilisant la domination :
82 e—tr — e—tm t2 < e—ta
0x? \1+1t2 1412~

+o0 t2€—t:c

Yt >0, Vx > a,

que f est de classe C? avec

Vo >0, f(z) :/

o 1412
On obtient ainsi : N
> 1
Vz > 0, f(x)—l—f”(x):/ e_mdt:;.
0

On a d’autre part :
+00 i +oo
t t
Yz >0, g(m)zcosm/ %dt—sinx/ CO%
x x
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donc g est de classe C sur |0, +00[, avec :

+o0 : o0
sint S cost cos
Vo >0, ¢'(z) = fsinx/ idtfcosa:ﬂfcosz/ OO gt 4 sing 2
- t T - t
400 400
t t
= —sinx/ ﬂdt—cosav/ ﬁd
xr t xr
—+o0 +oo
sint S cost cos T
g’ (x) = —cosx/ —dt+ mx——i-smx/ ——dt +cosx
= t x = 4
() +
= —_ xT —_
g x
. . . A~ 4 . e, . 1 1 , .
Ainsi, f et g sont solutions sur ]0,4o0o[ de la méme équation différentielle y + ¢y = —. On en déduit que f — g
x

est solution de I’équation homogene y + y” = 0 : il existe donc A, ¢ € R telles que f
g(z) —+> 0 et le théoreme de convergence dominée s’applique pour f :
Tr—r 400

—~

z) — g(x) = Ksin(z — ).

tx

e Vt>0, Ve >0, 0< £ < 1+t2 = @(t) et o est continue et sommable sur [0, +o0[;

1-1-:&2 -

—tx

e VE>0, 0
14+¢2 2>+

donc f(x) tend également vers 0 quand z tend vers +oo : ceci prouve que K = 0, i.e. que f = g.

Nous avons done pour tout = € ]0, +oo] :

“+o0 400
t t t
T) = coszT ﬂdt—smm ﬁdt—sm gdt
t
x 1

=A(z) =B(=)

Le théoréme de continuité pour les fonctions définies par une intégrale prouve que f est définie et continue sur
[0, 4+00[. Nous avons ensuite :

o f(x) tend vers f(0) = g quand x tend vers 0T ;

e A(x) tend vers I quand z tend vers 0T ;

t—1 'l Yeost — 1 t—1
%dt + sinx/ ;dt = sinx/ %dt —sinzInz. Comme % est prolon-
xr x

e B(z) = sinac/1

x
1
cost —1
geable par continuité en 0T, sinx/ fdt tend vers 0 quand z tend vers 07 et B(x) tend aussi vers 0

w
(—sinzlnx est équivalent & —x Inx qui tend vers 0).

+o0o
™ sint
Nous obtenons ainsi 5 = / —~ dt.
0

26)| Soient x,y avec 0 < x < y < 1. Pour n assez grand (i.e. tel que y — x > 2/n, considérons la fonction ¢,, définie
par le graphe :
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» est continue et de classe C'' par morceaux, donc ’hypothése donne :
2

z+1/n y 1
/z nf(t) dt - / nf(t) dt = / SO0 dt < C lonlly

y—1/n

Un calcul élémentaire donne :

z+1/n y—1/n y 1/p
loally = / In(t — 2)|P dt + / 17dt 1 / |~ nlt—y)Pdt
T z+1/n y—1/n

p+1

x

2 + 2 1/17
(p+1)n y—2 n

En notant F' une primitive de f, nous avons :

/x-i-l/n nf(t) Q= F(gp + 1/n) — F(x)

1/7’l n—-+oo

Y

—1/n

En faisant tendre n vers I'infini dans (%), nous obtenons f(z) — f(y) < C'|z — y|*/?. Un calcul identique avec —¢,,
donne f(y) — f(z) < C |z — y|'/P. Comme D'inégalité est vérifibe quand = = y et que le cas = > y est symétrique,

nous obtenons :

va,y € [0,1], |f(z) = f(y)| < Cla —y|'/7.

24

_\pt+l17EFl/n 9 pt1TY 1/p
({n”(t z) } +y—zr——+ {—np(y ) }
n p+1

y—1/n

F(y) — F(y—1/n)

F'(z) = f(x) et / nf(t)dt =

1/n

n—-+oo

F'(y)

f().



