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Soit . > 2, un entier. On consideére la matrice A = (ai;)1<i,j<n € Mn(C) définie par ay 3 = 0 pour tout
IT<i<n ayj=—1pourl <j<i<netay;=1pourl <i<j<n On considere également la
matrice ] € M, (C) dont tous les coefficients sont égaux a 1.

[1. 1 Pourtout A € C, on considere I'application P» : C — C définie par

vxeC, Pa(x) = det(AL, — A —x]).

Démontrer que P est une fonction affine.
[2. ] Endéduire l'expression du polynome caractéristique de A.
[3. ] Lamatrice A est-elle diagonalisable dans 9, (C)?

[1. ] Lamatrice A étant égale a
1 — 1

—1——1 0

on a donc

A—=x —l—x——T—x
T—x A—1 22— 2
1—x \ ‘
Pa(x) - 0 \ \

T—x—1—x A—x
1—x 0—0 A-—-1

en effectuant les opérations C; « C; — Cy pour 2 < j < n. En développant ce déterminant par la
premiere colonne, on obtient

n
PAl) =A=xX)or1 +(1=%) ) (-1«
i=2
ol les mineurs A; 1 sont indépendants de x. Par conséquent, P, est bien une fonction affine de x.
[2. ] Ledéterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux, donc
VAeC, Pra(=1)=A+1" et Pr(l)=(A—1"
Comme P, est une fonction affine,

A+ +A—1)"

VAETD,  xalh)=Px(0) = !

#y [l existe deux scalaires a et b (dépendant de A) tels que Px(x) = ax + b pour tout x € C.
Premiére méthode. Connaissant les valeurs de Py (£1), on peut déterminer a et b = P»(0) en résolvant un
systeme de deux équations (avec les formules de Cramer).
Deuxiéme méthode. La théorie de l'interpolation de Lagrange nous dit que

X—-1 X+1
= T

Troisieme méthode. Les fonctions affines conservent les barycentres :

n n
VX1y..uyXn € (D, Pa (Z thk) = Ztkpx(xk)
k=1 k=1

quels que soient les scalaires t1, ..., tn dont la somme soit égale a 1.

vVxeC, Pa(x) = Pa(—1) -
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[3. ] Lesvaleurs propres de A sont les racines du polynéme caractéristique X a.

A—Tyn .
A+ + A= =0 e <ﬁ) I

A—1 . (i(2k+1)7r)
A+1

& F0<k<n,

e Jo<k<n, A(1- M)

+ exp

donc les valeurs propres de A sont les nombres complexes

~ 2cos[(Zk+T)mr/2n] . (2k + 1)t
T Zisinl(2k+ Drznl T n

k

pour 0 < k < m. La fonction cot est strictement décroissante sur ]J0,t[ et 0 < 7 < (2k + 1) <
(2n — 1)1t < 2nm, donc les Ay sont deux a deux distincts.

La matrice A € M, (C) possede n valeurs propres complexes deux a deux distinctes, donc
elle est diagonalisable.

4y Lamatrice A est antisymétrique et notre calcul montre que ses valeurs propres sont imaginaires pures :
tout va bien !
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On considere la matrice
A= (i/j)lgi,jgn € M. (R).

[1. 1 Lamatrice A est-elle inversible ?

[2. ] Trouver un polyndme annulateur de A.

[3. | Démontrer que A est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

[4. ] Déterminer les sous-espaces propres de A.

[5. ] Soit M € M\ (R) qui commute a A. Démontrer que Ker A et Im A sont stables par M.

[1. ] Lerangdela matrice A est égal a 1, donc elle n’est pas inversible (sauf sin = 1!).
A=CL avec C= : et L= 3 - L 1) (*)

[2. ] D’apres la factorisation (),
A? =(C.L)(C.L) = C(L.C)L=nC.L=nA

puisque
n
.1
Z 1-—=n.
=t

Un polyndme annulateur de A est donc X? —nX = X(X —n).
[3. ] D’apres la question précédente, A admet un polynéme annulateur scindé a racines simples
(puisque n > 0), donc A est diagonalisable.

Les valeurs propres de A sont des racines de ce polyndéme annulateur, donc Sp(A) C {0;n}.

#  On démontrera l'inclusion réciproque en caractérisant les sous-espaces propres.

[4. ] Onva éviter de parler plus longtemps ducasn = 1...
@ Pourn > 2, onsait que A n’est pas inversible, donc 0 est une valeur propre de A.
Plus précisément, d’apres le Théoréme du rang, le noyau de A est un hyperplan et chaque
ligne de la matrice A nous donne une équation cartésienne du noyau.

n
Xk
(X1y...yxXn) € KerA <& Z " =0.
k=
# Tout vecteur propre associé i une valeur propre non nulle appartient a I'image de I'endomorphisme
ou de la matrice.

@ Comme le rang de A est égal a 1, 'image de A est la droite dirigée par la colonne C. Donc
Ker(A —nl,,) CR-C.
D’apres (x), AC = (C.L)C = C(L.C) = nC et comme C # 0, on en déduit que n est bien une
valeur propre de A et que C est un vecteur propre de A associé a n. Donc Ker(A —nl,) =R - C.
@ Finalement, Sp(A) = {0;n} et

dimKer A + dimKer(A —nl,)=n—1)+1=n

donc A est diagonalisable.
[5- 1 Question de cours!

Variante. Comme le rang de A est égal a 1 et que A est diagonalisable, son image est en fait
le sous-espace propre associé a la valeur propre non nulle de A.
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Soit f € L(IR3), un endomorphisme non nul tel que
24 f=0.

[1. ] Démontrer que
R3 = Ker f @ Ker(f? +1). (%)

[2. 1 Démontrer qu'il existe un vecteur non nul x € Ker(f?> + 1). Démontrer que le couple (x, f (x)) est
une famille libre.
[3. 1 Démontrer qu'il existe une base de R dans laquelle la matrice de f est

00 0
0 0 -1
01 0

[4. 1 Construireu € L(R?) telle que u? = f.

[1. ] Le polyndme X3 + X = X(X? + 1) est un polyndme annulateur de f. Les facteurs X et X? +
1 sont premiers entre eux, donc le Théoreme de décomposition des noyaux donne directement la
décomposition en somme directe.
[2. ] SiKer(f?+I) = {0}, alors on déduit de (x) que f est I"endomorphisme nul, ce qui est impossible
par hypothese. Il existe donc un vecteur x non nul dans Ker(f? + I).

@a  Comme x # 0, le couple (x, f (x)) est une famille liée si, et seulement si, il existe un scalaire
o € R tel que f(x) = « - x. Mais, par construction de x,

—x =f?(x) =& - x
et comme x n’est pas le vecteur nul, on en déduit alors que o

Donc le couple (x, f(x)) est une famille libre.

[3. ] Le polyndme minimal de f est un diviseur de tout polyndme annulateur, donc un diviseur
de X(X? +1).

Comme f n’est pas I'endomorphisme nul, son polynéme minimal n’est pas X. Il ne reste donc
plus que deux possibilités pour le polyndme minimal : X* + 1 et X(X2 +1).

Le polynome caractéristique de A est un polyndme de degré 3 a coefficients réels, donc il
admet au moins une racine réelle (Théoréme des valeurs intermédiaires) et cette racine est une valeur
propre de la matrice A. C’est donc aussi une racine du polyndéme minimal : le polynéme minimal
de A possede donc au moins une racine réelle. Donc le polyndme minimal de A est le polynéme
X(X2 4+ 1).

En particulier, 0 est une valeur propre de A, donc la dimension du noyau de A est supérieure

= —1, ce qui est impossible (dans R !).

N

al.
On déduit alors de (x) que

dimKerA =1 et dimKer(A? +I3) = 2.

Un vecteur non nul xo de Ker A est un vecteur directeur de A (c’est-a-dire une base); le couple
(x, f(x)) étudié a la question précédente est une base de Ker(A? + I3). On déduit de (x) que la famille

Bo = (x0,x,f(x))

est une base de R? et la matrice de f dans cette base %, est la matrice

0 0 0
0 0 —1
01 0

car :
- f(XO) :0/
—f(x) = 0-x0 4 0-x+1-f(x),
—etf?(x) =—x=0-%x+ (1) -x+0-f(x).
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[4. ] Onreconnait le bloc inférieur droit :

0 =1\ [cos™2 —sin™

1 0) \sin®2 cos™h )°
Puisqu’il s’agit de la rotation d’angle 7/2, une "racine carrée" de f peut se déduire de la rotation
d’angle /4 : 'endomorphisme u défini par

0 0 O
2
Sﬁatgo(u):g 01 -1
1 1

vérifie u? = f.
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L’espace E = R™ est muni du produit scalaire canonique (-|-). On considére un endomorphisme u de E,
représenté dans la base canonique par la matrice A € M (R). On note w, 'endomorphisme de E
représenté dans la base canonique par la matrice AT
[1. ] Démontrer que

VxyeE  (ux)|y) = (xIw(y)).

[2. 1 SoitF, un sous-espace stable par w. Démontrer que F* est stable par w.
[3. ] Dans cette question, on suppose que

1T =11
A=1[1 0 1
0 1 0

[ 3.a. 1 Calculer xa. Les matrices A et AT sont-elles diagonalisables dans M, (R) ?
[ 3.b. ] Déterminer les sous-espaces stables par .

[1. ] Pour le produit scalaire canonique, la base canonique est orthonormée.
Par conséquent, si x et y sont représentés par X et Y dans la base canonique, alors

(ux)]y) = UX)".y=X"u"Y = (x|w(y)).

# L'endomorphisme w est 'adjoint de .
Dans une base qui n’est pas orthonormée, I'expression matricielle du produit scalaire fait apparaitre
la matrice de Gram.

[2. ] Soity € Ft. Pour toutx € F,

(x|wly)) = (ux)|y) =0

car u(x) € F (hypothese de stabilité) et y € F-. Ce calcul prouve que w(y) est orthogonal a F et donc
que F* est stable par w.
[3.a. ] On trouve xa = X3 —X? = X?(X —1). Le rang de A est égal a 2 puisque C; = C3 et que
(Cq,C,) est libre, donc la dimension de Ker A est égale a 1 (Théoréeme du rang). Or 0 est une valeur
propre double, donc A n’est pas diagonalisable.

Comme A et AT ont méme rang et méme polynome caractéristique, la matrice A" n’est pas
diagonalisable non plus.

#  Autre argument possible : P~1AP = B si, et seulement si, Q"'.AT.Q = BT avec Q = (PT)7 T,
donc A est diagonalisable si, et seulement si, AT est diagonalisable.

[ 3.b.] Les sous-espaces propres {0} et E sont évidemment stables par u.

Une droite vectorielle est stable par u si, et seulement si, elle est dirigée par un vecteur propre
de u.

— Le sous-espace propre de u associé a la valeur propre 0 (= son noyau!) est dirigé par

(1,0,—1).

— Le sous-espace propre de u associé a la valeur propre 1 est dirigé par (0,1, 1).

D’apres la question [2.], un plan P est stable par u si, et seulement si, la droite vectorielle P+
est stable par w, c’est-a-dire si P+ est dirigée par un vecteur propre de w.

— Le sous-espace propre de w associé a la valeur propre 0 est dirigé par (1,—1,1).

— Le sous-espace propre de w associé a la valeur propre 1 est dirigé par (1,0, 1).

L’endomorphisme u admet donc six sous-espaces vectoriels stables :

— les deux sous-espaces vectoriels évidents : {0} et E;

— les deux droites propres Keru =R - (1,0,—1) et Ker(u—Ig) =R - (1,0,1);

— les deux plans

[x—y+z=0] =Kerud Ker(u—1Ig) et [x +z = 0] = Keru?”.
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Soient E, un espace euclidien de dimension n > 2 et f € S(E). On note a (resp. b), la plus petite (resp. la
plus grande) valeur propre de f.
[1. ] Démontrer que

VxeE,  alx]® < (fx)|x) <blx|*
[2. ] Soitr e Ry tel que
Vxel,  (fx)]x) <rlx|*
Démontrer que b < 7.

[3. 1 Soitk € R. Onnote A € M (R), la matrice définie par a3 =X, aii+1 = let ayj =0si
L —jl > 2. Démontrer que la plus grande valeur propre de A est inférieure a k + 2.

[1. ] D’apres le Théoréme spectral, pour tout x € E, il existe une famille (xx)aesp(r) de vecteurs
deux a deux orthogonaux tels que

X = Z XA et VAeSp(f), f(xa)=2Axa.

AESp(f)
Par conséquent,
(10 |x) = 3 Abal’
AESp(f)
et comme
VA € Sp(f), a<A<b,
on obtient
Vxek,  allx]® < (fx)|x) <blx|

[2. ] Comme b est une valeur propre de f, il existe un vecteur propre xp associé a b et
2 2
(flxn) [x ) =Dblxull” < x|

) L ege 2 . aps
Comme un vecteur propre n’est, par définition, pas nul, le facteur ||xy||” est strictement positif et
doncb < 1.
#y  Plus généralement, le rayon spectral d'un endomorphisme auto-adjoint est toujours égal a sa norme
d’application linéaire continue (pour la norme subordonnée a la norme euclidienne, bien siir).

[3. ] La matrice A est symétrique réelle. Elle représente donc un endomorphisme auto-adjoint f
dans une base orthonormée.
a  Quel que soit x = (X1,...,Xn),

n n—1
<f(x) ’x> :kaiz—i—ZinxH].
i=1 i=1

D’apres l'inégalité de Schwarz,

n—T n—1 1/2 , n 1/2

2
S| () () <X
i=1 L

i=1 i=2 i=1

On en déduit que
Vxel,  (f(x)]x) < (k+2)|x|*

et, d’apres la question précédente, la plus grande valeur propre de A est inférieure a (k + 2).

& On peut aussi démontrer que A — N, est injective pour tout réel A > k + 2 (lemme d’"Hadamard sur
les matrices a diagonale fortement dominante).
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[1. ] Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle

1

F=extn

[2. ] Pourtoutn € IN*, on pose

[ 2.a. | Déterminer la nature de la série 3 _wy,.
[ 2.b. ] Déterminer la nature de la série 3_(un — 1/n).
[ 2.c. ] Déterminer la nature de la série 3_(nu, — 1).

[x. ]

1 -1 1 1
XX P X X TTXT
[2.a. ] Encomparantla somme u, al'intégrale f:oo dt/t?, on trouve

1
~ "
n—+oco N

Un
La série harmonique est une série divergente de terme général positif, donc la série }_u, est diver-

gente.
[ 2.b. ] Par télescopage,

Vn> ‘*f(l_‘)
=0 n_k:n k k+1

et par linéarité,

v [ B 1y = 1
=0 ““_n_&(w_k+w)_ék2(k+1)'

En comparant la somme u,, — '/ a l'intégrale
+o00 dt
L t2(t+1)

1 1
ol ~ o).
n n—+oo n
Par conséquent, la série ) (un, — '/n) est absolument convergente.
[ 2.c. ] Plus précisément, la comparaison de la somme et de l'intégrale montre que

1 oo dt 1 1
> 1, n— 2 5 =——M(T+—).
vn v n L t2(t+1) n fn( + n)

on trouve que

Par conséquent, nu,, — 1 est minoré par une quantité équivalente a /2. Comme la série )} 1/2, est
une série divergente de terme général positif, on en déduit que la série }_(nu,, — 1) est divergente.

#  La comparaison somme/intégrale démontre en fait que
1 1 1
U e 202 * O(?)’

mais on n’a pas besoin d'une telle précision ici.
Evidemment, il faut faire une figure pour établir sereinement cette comparaison.
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On considere une suite (Un )nen définie par la donnée de 0 < wy < ™5 et par la relation de récurrence
suivante.
vVneN, Un41 = SINUyp.

[1. ] Démontrer que la suite (un )nen converge. Préciser sa limite.
[2. | Etudier la nature de la série Y_(un 1 — Wn). En déduire la nature de la série 5_ u3.
[3. 1 Etudier la nature de la série
Z n Un+1 )
Un

En déduire la nature de la série 3 uZ.
[1. ] Parhypothese, 0 < up < /2 et on sait que
vV x € [0, 2], 0 < sinx < min{x, 1}.
Par conséquent, u,, € [0, 1] pour tout n € N* et
Vn>1, 0 < Uupyg =sinuy < Un.

En tant que suite décroissante et positive, la suite (1, )nen est convergente.
La suite extraite (un+1)nen converge elle aussi, vers la méme limite. Or u, 41 = sinu, pour
tout n € N et sin est continue sur IR, donc la limite { vérifie sin{ = {, c’est-a-dire £ = 0.

#  On doit connaitre quelques propriétés de sin.

[2. ] Lasérie } (uni+1 —un) est une série télescopique. Comme la suite (i, )nen est convergente,
la série ) (un41 — Un) est convergente.
Le terme général de cette série est négatif (puisque la suite (un )nen est décroissante), donc
cette série est en fait absolument convergente.
a  Comme u, tend vers 0, on déduit du développement limité de sin au voisinage de 0 que

3
. un 3
u =sinu Uun, — — +olu
n+1 n ntoo n 6 ( n)
et donc
3
u, o~  —6(upyr —un).

n—-+oo

Comme la série Y (un41 — Un) est absolument convergente, on en déduit que la série S ud est
absolument convergente.

#  On ne peut appliquer AUCUN théoréme de comparaison i une série semi-convergente.

[3. ] Comme u, tend vers 0 par valeurs strictement supérieures, la suite de terme général {nu,
tend vers —oo. Or

Unt1
Vn>1, in 2 = fnungg — Mun.
Un

Il s’agit a nouveau d’une série télescopique, mais elle est divergente.
@ On sait que

: 2
sinx X
= 1——+o(x?)
X x—0 6
et donc que
: 2
sinx X
{n = —— +o(x?)
X x—0 6
Par conséquent, comme u,, tend vers 0,
2
Un+1 —Un
{n ~ —
U, n—o+oo 6
c’est-a-dire u
1
uw ~ —6n =
n—+oo un

Le second membre est le terme général positif d'une série divergente, donc la série 3 u? est diver-
gente.

#  On peut démontrer a I'aide du Théoreme de Cesaro que Wy, ~ +/3/n. Cet équivalent explique les
résultats précédents.



rms136-1402

[1. ] Soitf : [0,7] — R, une fonction continue. Démontrer que

us

lim J f(t)sinnt|dt = %J f(t) dt.

n—+oo 0 0

[2. ] Lerésultat est-il encore vrai si f est seulement continue par morceaux sur [0, 7] ?

[1. ] La fonction intégrande est continue sur le segment [0, 71/, donc I'intégrale est bien définie
pour toutn € IN.
Soitn € N*. On pose

kTt
Vo<k<n, Oen = —.
n

En particulier, g = 0 et ot n = 7. On notera aussi én, = x1 n = Yn. Les propriétés fondamentales
de l'intégrale permettent de transformer l'intégrale étudiée :

7 n—1 rotiain
J f(t)sinnt| dt = Z f(t)|sinnt| dt (relation de Chasles)
0 k=0 Y *k,n
n—1 .5,
= Z flox,n + 1) sin(nt) dt (changement de variable t « t — oy )
k:O J O
n—1 .z
d
= f (ock,TL + E) sin u—u (changement de variable u = nt)
=0 " 0 n n
o uy . o
=| — Z f (ock,n + —) sinu du. (linéarité)
o M5 n

L’expression trouvée parait proche de I'expression suivante :
w1 n—l n—1 - n—1
. 7 1 . 2(m
J — Z flatx,n) sinudu = ( Z f(ock,n)) —J sinudu = — ( Z f(ock‘n))
0 M "o o T\

On reconnait ici une somme de Riemann associée a la fonction f sur le segment [0, r]. Comme la
fonction f est continue, on en déduit que

n—1
. s ] . 2 7T
lim J - ,},O floge,n) sinudu = - J f(t) dt. (*)

n—+oo 0 0

Il reste donc a estimer la différence

7T 1 n—1 u T 1 n—1
An :J - Z f(ock,n + E) sinu duf‘[ o 1;}f(ock,n) sinudu

g - 0
= J: % T};z {f(cka + %) — f(ock,n)} sinudu

en remarquant que la variation %/, de la variable est comprise entre 0 et 7%/, = 6.
@ Soit ¢ > 0. Comme f est continue sur le segment [0, 71], elle est uniformément continue sur
[0, 7). Il existe donc & > 0 tel que

vV x,y € [0, ], x—yl<a = ]f(x)—f(y)‘g

N ™

Comme 5, tend vers 0, il existe un rang no € N* tel que [6,] < & pour tout n > ny. Par conséquent,
u 13
Yn>no VO<k<n, Vue 0, ‘f(ock,n + E) ff(ock,n)‘ < 1

et de ce fait |A,| < ¢/2 pour tout n > ny. D’apres (), il existe un rang n; € IN* tel que

n—1

2 (™ 7 ) 13
vn>mng, p , f(t) dt — , - Zf(ock,n)smudu < 7
k=0
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Par inégalité triangulaire,

V¥ n > max{ng,ni}, ’iJ f(t) dt—J f(t)[sin | dt‘ <e.
0 0

On a ainsi démontré le résultat souhaité.
[2. ] Dans le raisonnement précédent, la continuité ne sert véritablement qu’au moment d’exploi-
ter la continuité uniforme.

#y  Ce qui suit est une sorte de raisonnement par densité — malheureusement, nous ne disposons pas
d’une norme!

@ Soient g : [0, — IR, une fonction continue par morceaux et ¢ > 0. Il existe (faites une
FIGURE!) une fonction continue g : [0,71] — R telle que

rlg(t)—f(t)|dt<£.
. 3

On en déduit par inégalité triangulaire intégrale que

‘ZJ f(t)dt—EJ g(t)dt’<€
T Jo T Jo 3
et que

VneN,

W m

Jn g(t)lsinnt|dt — J

f(t)|sin nt| dt‘ <
0 0

D’apres la question précédente, il existe un rang N € IN* tel que

” 2 (" €
vYn>N, J f(t)[sinnt| dtffJ' f(t) dt‘ < -,
0 TJo 3
Par inégalité triangulaire a nouveau,
7T 2 7T
Vn >N, J g(t)[sinnt| dt_EJ g(t) dt’ <,
0 0

ce qui prouve que le résultat démontré pour les fonctions continues est toujours vrai pour les fonc-
tions continues par morceaux.
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Soient f et g, deux applications continues de [0, 1] dans R. Pour tout entier n > 1, on pose

=t (5aE) @ =TT (D)

Déterminer les limites des suites (Sn )nen+ et (Tn)neNs-

La somme S,, est une somme de Riemann associée a la fonction fg. Or le produit fg est continu sur
le segment [0, 1], donc

1
lim S, :J f(t)g(t) dt.

n—-+oo 0

@ La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc elle est bornée. Par conséquent, pour

toutn > 1, B
s e 5 (5 ()

par inégalité triangulaire.
Fixons ¢ > 0. Comme la fonction g est continue sur le segment [0, 1], elle est uniformément
continue, donc il existe & > 0 tel que

Vxyelo,1,  k—yl<a = [g(x)—gly)|<e

Pour tout entier n assez grand pour que 0 < '/n < &, on en déduit que
k+1 k
vozken oY) -o(¥)
n, I\ I\n €

et donc que
|Tn - Sn' < HfHoo

On a ainsi démontré que la suite (T, — Sy,) tendait vers 0 et on en conclut que

1
Iim T, = J f(t)g(t) dt.
n—-+4oo 0
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Soit f : [0,1] — R définie par
Vx e [0,1], f(x) = 2x(1 —x).
Pour n € N*, on note f,,, la n-ieme itérée de f : f1 = f et
Vne N fry =fofn.

[1. ] Démontrer que la suite (fn)nen converge simplement sur [0, 1] vers une fonction g (qu’on
identifiera). La convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ?
[2. ] Soit 0 < a < /. Démontrer que la suite (fr,)nen converge uniformément sur [a, 1 — al.

[1. ] La fonction f est strictement croissante sur [0, 1/2] et strictement décroissante sur [1/2,1]. De
plus, f(0) = f(1) =0 et f(1/2) = /2. On en déduit que l'intervalle [0, /2] est stable par f et que :

— six =0, alors f,(x) =0 pour toutn € N;

— six =1/, alors fr(x) = 1/2 pour toutn > N;

— si0 < x < 1/, alors 0 < f(x) < /2 pour toutn € N;

— silh<x<1,alors 0 < f1(x) < Vs etdonc 0 < f,,(x) < 12 pour toutn € N*;

— six =1, alors f™(x) = 0 pour toutn € N.
En résumé : ou bien la suite de terme général f;, (x) est constante, ou bien

vyn>1, 0< M (x) < /.

@ Posons g(x) = f(x) —x = —2x?> + x = x(1 — 2x). La fonction g est nulle en x = 0 et en
x = 1/, strictement positive sur ]0, 1/2[ (= entre ses racines). Par conséquent, si y € 10, /[, alors
fly) =y +g(y) >y et, si la suite (f™(x)) n’est pas stationnaire, alors la sous-suite (f™(x))nen~ est
strictement croissante.

]/2 ..................................................

Y Y .
) f(x) x) M+l (x) 1/2 x 1

En résumé :

— six =0ousix =1,alors f*(x) = 0 pour toutn > 1;

— six =1/, alors f™*(x) = 12 pour tout n € N;

— pour tous les autres x, la suite (f™(x)) converge vers une limite 0 < £ < /2 (Théoreme de

la limite monotone).

Comme f est continue, cette derniere limite est un point fixe de f, donc elle est égale a /.

On a ainsi démontré que la suite (f,, )nen convergeait simplement sur [0, 1] vers la fonction
g telle que

g0)=g(1)=0 et Vxe€lo,1[, g(x)="x

Comme les fonctions f,, sont continues sur [0, 1] (composées de fonctions continues) et que g n’est
pas continue sur [0, 1] (discontinuités en 0 et en 1), la convergence n’est pas uniforme sur [0, 1].
[2. ] Parsymétrie,

Vtela,1—dl, f(1—1t) =f(t)
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et comme f est croissante sur [a, 1/5] et décroissante sur [1/2,1 — al,
Vtela,1—al, fla) < f(t) < f(12) =1/
On en déduit par récurrence que
Vx€la,1—al, Vn>1, f(a) < f(x) < 14
et donc que la convergence est uniforme sur [a, 1 —a] :
Yyn>1,Vxelal—ad, |12 = ()| < 12— (a)]

puisque le majorant est indépendant de x et tend vers 0 (convergence simple au point a).



