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Soient A et B, deux matrices de M, (C). On suppose que A est inversible et que B est nilpotente.
[1. ] Sicesdeux matrices commutent : AB = BA, alors les matrices A — B et A + B sont inversibles.
[2. ] Sinon, la matrice A + B n’est pas nécessairement inversible.

# On généralise ici un résultat du cours : si x est un élément nilpotent d’indice n dans un anneau A,
alors 1o — x est inversible et
(Ta—x)""=Ta+x++x""

[1. ] Comme B € M1, (C) est nilpotente, on sait que I'indice de nilpotence de B est inférieur a n :
B™ =0,.

Comme les matrices A et B commutent, on sait que

n—I1
(Af B) Z AkB(nfﬂfk — A" _B" = A"
k=0
n—1
(A+B) ) A—B)M k=A™ — (—B)" = A"
k=0

et comme A™ est inversible (puisque A est inversible), on en déduit que les deux matrices A £ B sont
inversibles avec

n—1
(A—B)il — (ATL)71 Z AkB(nfl)fk)
k=0

n—1
(A+B)"T=(A") " Y AK(-B)IK,
k=0

# La formule de la somme géométrique
n
Xn+1 _ yn+1 _ (X _ y) * (Z Xkynfk)
k=0

est vraie dans n'importe quel anneau (A,+,*), commutatif ou non, pourvu que les deux éléments x et y
considérés ici commutent entre eux.

[2. ] Ilestclair que la matrice

est inversible et que la matrice

()

est nilpotente. Il est tout aussi clair que la matrice
00
avs(9)

# Il suffit de trouver un contre-exemple, le plus simple est le meilleur.
On commence donc par choisir la matrice nilpotente la plus simple qui soit.
Pour que la somme A + B ne soit pas inversible, il suffit que la seconde colonne de cette matrice soit
nulle, ce qui impose la seconde colonne de A.
Pour que A soit inversible, il suffit alors de choisir une premiere colonne non proportionnelle a la
seconde colonne qu’on vient de choisir.
Et le tour est joué!

n’est pas inversible.
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Soitn € N*.
[1. ] Siuetvsontdeux endomorphismes nilpotents non nuls de R™ qui commutent, alors

rg(uov) <rgw.
[2. ] Siuy, ..., un sontdes endomorphismes nilpotents de R™ qui commutent deux a deux, alors la

composée
U1 0U2 O+ 0Up

est 'endomorphisme nul.

¢ ]l s’agit ici de généraliser un résultat du cours : si w est un endomorphisme nilpotent d’un espace de
dimension n, alors l'indice de nilpotence de w est inférieur a n et u™ est I'endomorphisme nul.

[1. ] Comme u etvsont deux endomorphismes nilpotents d"un espace vectoriel de dimension n,
leur indice de nilpotence est strictement inférieur a n et

ut =v" =w.
@ Jlestclair que Im(vou) C Imv et donc que
rg(vou) < rgv.
@ Comme u et vcommutent, le sous-espace F = Imv est stable par u et

rg(vou) =rg(uov).

Comme v n’est pas I'endomorphisme nul, alors dimF =rgv > 1.
@ Considérons I'endomorphisme ur de F induit par restriction de u au sous-espace stable F.
Pour tout x € F,
up(x) =u(x) e F

donc
vVxeF (up)™(x) =u"(x) =0.

Ainsi, ur est un endomorphisme nilpotent de F et en particulier
rgur < dimF =rgv.

Par définition de I'image d'une application linéaire, un vecteur y appartient a Imur si, et
seulement si, il existe un vecteur x € F tel que y = ur(x) = u(x) c’est-a-dire, par définition du
sous-espace F, s’il existe un vecteur x¢ € E tel que

y=ulx) =u(v(x)) = (uov)(xo) = (vou)(xo)
(On rappelle que u et v commutent.) Autrement dit :
Imur =Im(uov) =Im(vou)

et en particulier
rgur =rg(uov) =rg(vou).

On a ainsi démontré que
rg(uov) <rgv.

#  Par symétrie, on a également démontré que

rg(uov) =rg(vou) < rgu.

[2. ] Considérons des endomorphismes nilpotents us, ..., un, de R™ qui commutent deux a deux
et la famille d’entiers naturels (dk)1<kgn définie par

VI<k<n, di=rgluo---ouy).
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@ Pour tout entier 1 < k < n, I'endomorphisme u; ou; o -- - o uy est nilpotent :

(Wpougo--rou )" =ufouyo---oul =w
car les endomorphismes 1, commutent deux a deux et leurs indices de nilpotence respectifs sont
tous majorés par n (= la dimension de I'espace vectoriel sur lequel ils agissent).
@ ]l est clair que di = rgu; < n et, d’apres ce qui précede, pour tout T < k < n, deux cas se
présentent :
— ou bien 'endomorphisme vy = o - - - o uy est nul et, dans ce cas,

UT] O+ +0Uy =U] O O0OUKO-+-0Up

est 'endomorphisme nul;
— ou bien vy est un endomorphisme nilpotent non nul qui commute avec uy11 et, dans ce
cas, dxi1 < d.
Sil'endomorphisme u; o uy o - - - o uy n’était pas 'endomorphisme nul, alors on aurait une
famille strictement décroissante de n entiers naturels strictement compris entre 0 et . :

O<dn<dn1<---<di<n

ce qui est évidemment impossible.
La composée uj ou; o --- o uy, est donc I'endomorphisme nul.
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Soient A € M3 2(R) et B € M, 3(R). On suppose que AB est semblable i la matrice Diag(0, 9, 9).
Calculer le rang de BA et déterminer BA.

@ Par hypothese, AB € M3(R) et BA € M, (R). De plus, il existe une matrice P € GL3(R) telle
que
P~'(AB)P = Diag(0,9,9).

Autrement dit : (P~'A)(BP) = Diag(0, 9,9). Comme
BA = (BP)(P'A),

quitte & remplacer A par P~'A et B par BP, on peut donc supposer que le produit AB est égal a
Diag(0,9,9) (et pas seulement semblable a cette matrice diagonale).
@ Par hypothese, il est clair que le rang de AB est égal a 2.
Le rang d’une matrice est toujours inférieur au nombre de ses lignes, ainsi qu’au nombre de
ses colonnes. Par conséquent, les rangs de A, B et BA sont tous inférieurs a 2.
@ Comme Im(AB) C Im A, le rang de AB est inférieur au rang de A. On a donc :

2=rg(AB)<rgA <2

et donc rg A = 2. Comme A € 93 2(R), les deux colonnes de A sont linéairement indépendantes et
le noyau de la matrice A est donc réduit au vecteur nul.
Il existe donc une matrice ligne Ly € M > (R) et une matrice inversible Ay € GL,(RR) telles

A—C;;).

@ Décomposons B en blocs de maniere analogue : il existe une matrice colonne Cy € M, 1 (R)
et une matrice carrée By € M, (R) telles que

que

B=(Co Bo).
On en déduit que
0 0 0
LOCO LoBo
AB = =10 9 0
(Aoco AoBo> 00 9

En particulier, AgBo = 91>, donc Ay et By sont inversibles (on le savait déja pour By) et commutent
(Ao est, a un facteur pres, l'inverse de By).
Comme la ligne LoBy est nulle et que By est inversible, alors L, est la ligne nulle.
De méme, la colonne AyCy est nulle et Ay est inversible, donc Cg est la colonne nulle.
Ainsi,
BA = CoLy + BpAg = BoAy = 915,.
En particulier, rg BA = 2.
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Soit w, un endomorphisme non nul de E = R3 tel que
uw +u=0.
[1. ] Démontrer que
E=Keru®dImu et que Imu = Ker(u? +1).

[2. ] Démontrer que w n’est pas injectif et que rgu = 2.
[3. | Endéduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est

0 0 0
A=10 0 -1
01 0

[1. ] Comme u est un endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie, le Théoreme du
rang nous indique que
dim E = dim Ker u + dim Imu. (1)

Par ailleurs, si le vecteur y appartient a Ker u N Imu, alors il existe un vecteur x tel que y = u(x) et
u?(x) = u(y) = O¢. Or, par hypothese,

Or = 1?(x) +u(x) = u(u?(x)) +u(x) =u(0g) +y = y.
Donc Ker u et Im u sont en somme directe et, d’apres la relation (1) sur les dimensions,
E=Keru® Imu.

. Par hypothese, le polynome X3 4+ X = X(X? + 1) est un polynéme annulateur de 1. Comme
X et X% + 1 sont premiers entre eux, le théoréme de décomposition des noyaux nous donne

E = Keru @ Ker(u? +1). 2)
On déduit de cette décomposition que
dim E = Keru 4 dim Ker(u? +1)

et de (1) que dim Ker(u? + I) = dim Im.
Par ailleurs, pour tout vecteur y € Imu, il existe x € E tel que y = u(x) et donc

(u? +T)(y) = w’(x) +u(x) = O

donc Imu C Ker(u? +1).
Ayant démontré une inclusion et 1'égalité des dimensions, on peut conclure a 1’égalité des
sous-espaces vectoriels :
Imu = Ker(u? +1).

#  En appliquant le Théoréme de décomposition des noyaux, on a obtenu
E = Keru® Imu = Keru @ Ker(u? +1I).

1l faut alors résister a la tentation d'identifier Imw et Ker(u? + 1) : un sous-espace peut avoir une infinité de
supplémentaires !
(Seul le supplémentaire orthogonal, quand il existe, est unique.)

[2. ] Siuestinjectif, alors Keru = {O¢ } et par conséquent E = Ker(u? + I). On a donc
u? =—1I

et en particulier
(detu)® = —1

(puisque la dimension de E est impaire), ce qui est absurde (puisque detu € R).
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@ Ondéduit de (1) quergu < 3etdoncrgu < 2.
Comme u n’est pas 'endomorphisme nul (par hypothese), le sous-espace Ker(u? + I) n’est
pas réduit au vecteur nul (d’apres (2)) et il existe donc un vecteur xo # Og dans ce sous-espace.
La famille (x¢) est donc libre et, d’apres le Théoreme d’augmentation des familles libres, la
famille (xo,u(xo)) est liée si, et seulement si, le vecteur u(xo) appartient au sous-espace engendré
par xo; autrement dit, s’il existe un scalaire & € R tel que

U.(Xo) = X-Xp.
En appliquant u, on en déduit que
2 2 2 B
u”(xo) =a”-xo etdoncque o -x9=—%o

puisque xo € Ker(u? +1). Comme xo # Og, on en déduit que «? = —1, ce qui est impossible (puisque
« est réel).

Par conséquent, la famille (xo,1(xo)) est libre. Comme xo € Ker(u? +1) et que Ker(u? +1) est
un sous-espace stable par u, on a justifié que cet espace contenait une famille libre de deux vecteurs.

# Quel que soit le polynome P, les sous-espaces vectoriels Ker P(u) et Im P(u) sont stables par .

Ainsi,
dimImu = dim Ker(u? +1) > 2.

Finalement, on a démontré que
rgu=2 et que dimKeru =1

d’apres (1).

%y On peut aboutir au résultat en étudiant le polyndme caractéristique de u.

On connait un polyndme annulateur de w : X(X? + 1). Le polyndme minimal de w est un polynome
unitaire, non constant, qui divise tous les polyndmes annulateurs. Comme u n'est pas I'endomorphisme nul,
on en déduit que le polynome minimal de w est égal a (X2 +1) oua X(X% +1).

Le polynome caractéristique est un polynome de degré 3 (la dimension de &) et possede les mémes fac-
teurs irréductibles que le polynome minimal (ce dernier point est au programme lorsque le polyndme minimal
est scindé mais pas dans le cas général).

Par conséquent, le polyndme caractéristique est de la forme

(X2 +1)™ ou X™(X* 1)

oit les entiers m, my et my sont au moins égaux a 1. Comme le degré est égal a 3, la seule possibilité est
X(X2 +1).

Comme O est une racine simple du polyndme caractéristique, la dimension du noyau est égale a 1 et le
rang est donc égal a 2 (1).

[3. ] Comme dimKeru = 1, on peut choisir un vecteur e; qui dirige Ker .

On choisit ensuite un vecteur ez, non nul, dans Ker(u? + I). On a justifié¢ plus haut que le
couple (e2, e3) = (e2,u(ez)) était alors une famille libre de deux vecteurs de Ker(u? + I). Comme ce
sous-espace est un plan, on a donc trouvé une base!

On dispose ainsi

— d’un vecteur directeur de Ker u

— et d’une base de Ker(u? +1).
Comme ces deux sous-espaces vectoriels sont supplémentaires dans E, on en déduit que la famille
B = (e1, ez, e3) est bien une base de E.

Par choix de e;, ona u(e;) = Ok.

Par choix de e3, on a u(e,) = ez et comme e, € Ker(u? +1), ona

ues) =u?(ez) = —e;.

Donc la matrice de u relative a cette base est bien

00 0
0 0 -1
01 0
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#y  Pour bien comprendre la question posée, il faut d’abord lire la matrice A comme il convient! Cette
matrice est diagonale par blocs :
A= Diag(Ao, A )

avec Ap = (0) € My (R) et
A = (? _01> € M (R).

Cela doit alors faire penser a une décomposition de E en somme directe de deux sous-espaces vectoriels (une
droite et un plan) stables par w et donc a une base de E adaptée a la décomposition (2).
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Soient E, un espace euclidien et u, un endomorphisme de E tel que u* ou = wou*. Un tel endomorphisme
est dit normal.

#  Les endomorphismes auto-adjoints et les isométries vectorielles sont évidemment des
endomorphismes normaux.

[1. ] Pourtoutx € E,
2 2
[l G| = [t}
[2. | Endéduire que u et u* ont mémes valeurs propres et mémes sous-espaces propres.

[3. ] Démontrer que les sous-espaces propres de w sont deux a deux orthogonaux.
[4. ] Siwuestdiagonalisable, alors u est auto-adjoint.

[1. ] Pour tout vecteur x € E,

[ws ()] = ¢

w(x) [ut(x)) = (x| (uou*)(x))
= (x|(u ou)(x)) (u et u* commutent)
= (ubo)ub) = [uta)]*

[2. ] Comme l’endomorphisme I est auto-adjoint,
(u—AI)" = (u" —AI).
Par conséquent, si I'endomorphisme u est normal, alors
(Wu—AD)* o (u—AI) = (u—Al) o (U* — AI.

D’apres la question précédente,

I

VxeE, || —ADK)|?=|w-ADK)|’

et en particulier
Vx el u'(x)—Ax=0g < u(x)—Ax=0¢.

Autrement dit : u et u* ont mémes valeurs propres et mémes sous-espaces propres.

4y Si A est une base orthonormée de E et si la matrice d'un endomorphisme u quelconque relative a cette
base % est la matrice A, alors la matrice de 'adjoint u* relative @ % est la matrice AT.
On en déduit que, d’ une maniere générale, les endomorphismes w et w* ont mémes valeurs propres (les
polyndmes caractéristiques sont égaux), mais aussi que les sous-espaces propres associés a une méme valeur
propre ont méme dimension puisque

rg(u — Al) =rg(u* — Al).

L’hypothese de normalité sur u nous donne un résultat beaucoup plus fort : les sous-espaces propres sont
égaux!

@ Variante.
Soit A € R, une valeur propre de u. Le sous-espace propre

F = Ker(u —AI)

est stable par u* (puisque u et u* commutent) et donc par (u* — Al).
Quels que soient les vecteurs x et y dans F,

(ux) =Mx|y) = (Oely) =
mais, par définition de I’adjoint,

0= (ulx)—Ax|y) = (x|u*(y) —Ay).
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On a remarqué que le vecteur u*(y) — Ay appartenait au sous-espace F et on voit qu'il est orthogonal
a tous les vecteurs x de F. Il s’agit donc du vecteur nul et on a ainsi démontré que

Vy € Ker(u—Al), u*(y) = Ay.

Autrement dit, Ker(u — AI) C Ker(u* — Al). Par symétrie, I'inclusion réciproque est vraie et les sous-
espaces propres sont donc égaux.
[3. ] Soient A et p, deux valeurs propres distinctes de u. On consideére un vecteur propre x associé
a A et un vecteur propre y associé a . On déduit de la question précédente que u*(y) = py.

Par conséquent,

AMxly) = (ux) |y) = (x|u*(y)) =nlxly).

Comme A # , on en déduit que (x|y) = 0 et donc que les sous-espaces propres Ker(u — Al) et
Ker(u — pl) sont orthogonaux.
[4. ] Sil'endomorphisme normal u est diagonalisable, alors

1
E= @ Ker(u —Al.
AESp(u)

En choisissant une base orthonormée de chaque sous-espace propre de u, on obtient alors une base
orthonormée de E constituée de vecteurs propres de u.

Dans cette base, la matrice de u est diagonale (base de vecteurs propres) et donc symétrique.
Comme la matrice de u relative a une base orthonormée bien choisie est symétrique réelle, on en
déduit que u = u*.
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Soit B, un espace euclidien. On note K, 'ensemble des projecteurs orthogonaux de E.
[1. ] Soitp € L(E), un projecteur. Démontrer que p € K si, et seulement s,

VxeE |p()] <X

[2. ] Endéduire que K est compact.

[1. ] (Question de cours)
@ Sip est une projection orthogonale, alors pour tout x € E, les vecteurs p(x) et x — p(x) sont
orthogonaux, donc
2 2 2 2
%™ = [pC|” + [[x = p(|” = [[p )]

(Théoreme de Pythagore).

# Cette propriété signifie qu'un projecteur orthogonal est toujours une application linéaire continue et

que liplll < 1.
Comme p(x) = x pour tout vecteur x € Imp, on en déduit que, en général, ||lpll| = 1.

@ Réciproquement, si p n’est pas une projection orthogonale, alors il existe deux vecteurs u €
Impetv € Kerp tels que (u|v) # 0. (En particulier, ces deux vecteurs sont distincts de O .)
Pour tout t € IR, on pose

x(t)=u+t-v sibienque plx(t)]=u.

2 e .
En calculant ||x(t)||”, on vérifie qu'il existe des réels t tels que

()] > [[u] = [[pb(w)]]].

[2. ] L'ensemble K est une partie de L(E), espace vectoriel de dimension finie. Cet espace peut étre
muni de la norme |||-||| subordonnée a la norme euclidienne.
a  D’apres la question précédente,

vpek, ipll<T,

donc K est une partie bornée de L(E).
@ Considérons une suite (pn )Jnen de projecteurs orthogonaux qui converge vers une endomor-
phisme f € L(E).
Pour tout vecteur x € E,

VneN,  0<|f)—pnld] <lIF—pull x|

donc
lim pn(x) =f(x).

n—-+4oo

De maniere analogue, pour tout x € E et toutn € N,

[|(f o f)(x) = (pn o pn)(X)]|

[(Fof)(x) = (pn o F)(X) + (pn 0 F)(X) = (Pn o pn) (x|

H (f—pn)o f(x)H + H [pno (f— pn)](x)H (inégalité triangulaire et linéarité de py)
1 = poall [£60)| + pal 1 — Pl ]

[ —pnlll [|[F)]| + lIx]-

Comme [||f — pnll| tend vers O (par hypothese), on en déduit que

lim (pn opn)(x) = (fof)(x).

n—-+4oo

Comme tous les p,, sont des projecteurs,

Vx€E VneN, pn(x)=(pnopn)(x)
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donc
VxeE, f(x)=(fof)(x)

par unicité de la limite.
L’endomorphisme f est donc un projecteur. De plus,

VnelN, [lpnll<1

donc [[[fll| < 1.

# La boule unité fermée de L(E) est fermée : comme tous les pr, appartiennent a ce fermé, la limite f
appartient encore i ce fermé.

D’apres la question précédente, I'endomorphisme f est donc un projecteur orthogonal. Nous
avons donc démontré que K était une partie fermée de L(E).
@  Comme L(E) est un espace vectoriel de dimension finie, toute partie fermée et bornée de
L(E) est compacte. Donc K est compacte.

#  Variante rapide — D’apres la premiére question, la partie K est I'intersection de la boule unité fermée
de L(E) et de 'ensemble
[f of —f = (UE]

des projecteurs de E.

L’application [f +— f o f — f] est continue de L(E) dans L(E) (comme |||||| est une norme d’algebre, les
applications polynomiales sont continues), donc 'ensemble des projecteurs de E est un fermé (image réciproque
d’un singleton [=fermé] par une application continue).

L’ensemble K est donc une partie fermée (intersection de deux fermés) contenue dans une partie com-
pacte (la boule unité d’'un espace vectoriel de dimension finie), donc K est bien un compact.
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Pour tout entier n € IN on note 1y, le reste de la division euclidienne de n par 5.
[1. ] Lasérie} 3y est convergente.
[2. ] Pour tout entier n € N*, on pose

n

= k(k+1)

—_

Exprimer Ssy, en fonction des nombres harmoniques

7\‘ \

Wit

[3. 1 Endéduire la valeur de

+
8

_ ™
nn+1)°

—_

n

[1. ] Par définition de la division euclidienne,
VyneN, 0<r,<b.
Donc . :
T e O2)

et, par comparaison avec une série de Riemann, la série est (absolument) convergente.
[2. ] Pour tout entier k € N et tout entier 0 < r < 4,

=1 & JLeN, k=5{+r.

On peut donc décomposer S5, en somme de cinq termes.

5n T
Se — 'k
om ];k(k—ﬂ)
n—1 1 n—1 n—1

] ]
=2 Gl (e 2) Hé (U1 2)(50+3) +3;) L1350+ 4)

n—1

1 1

4y 0 -
+ % (1 4)(5(+5) +°Z5e5/z+1)

La décomposition en éléments simples

1 1 1

XX+1) ~ X X+1
permet de simplifier I’expression.

n—1 n—I1 n—1 n—1
IR B < T B SR BN B O
—50+1 5+2 4=50+2 50+3  C4=50+3 5(+4  =50+4 50+5

g 1 1 1 4

:;)52+1 t5ir2 T50+3 5044 5045
g 1 1 1 1 1

- 5041 Torr2 5043 5044 5045 141

5n n
——22_74’2: —'H5n n-



rms134-1477 2

[3. ] Il fautalors comparer la somme

5n 1
H5TL - Hn = Z E
k=n+1

al'intégrale
5n
dt
In == J’ T == en 5.

n

La méthode usuelle (FAITES UNE FIGURE !) nous donne :
1 1
Vyn>1, 54— <S5, <In5+ —
5n n

et on déduit du théoréme d’encadrement que

lim S5, ={nb5.
n—-+oo
@  Comme la série converge, la suite (S, )nen~ de ses sommes partielles est convergente. Toute
suite extraite d’une suite convergente est elle-méme convergente et tend vers la méme limite. Par
conséquent,

Iim S,,= lim S5, =4{n5.
n—+oo n—-+o0
Autrement dit,
+oo
rn
———— ={nb5.
nmn+1) n

3
l

#  En présentant les calculs de maniére un peu plus abstraite (c’est-a-dire en faisant intervenir une
somme double), on devrait pouvoir généraliser le résultat au cas de la division euclidienne par un entier naturel
P > 2 quelcongue.
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Pour tout n € IN, on note
IR
!
Pour tout réel R > 0, il existe un entier N € IN* tel que, pour tout n > N, toutes les racines complexes de
Py, ont un module supérieur a R.

# Pour tout n > 1, le polyndme Py, est scindé sur C : il posséde donc n racines complexes (en comptant
avec multiplicité).
Par ailleurs, la suite (Pn)nen converge uniformément sur tout compact de C vers la fonction exp
(théorie des séries entieres) et la fonction exp ne s’annule en aucun point de C.
Il faut bien que les racines de Py, soient passées quelque part... Nous allons montrer qu’elles sont
parties vers l'infini.

Nous allons raisonner par 1’absurde en fixant R > 0 et en supposant qu’il existe une infinité
d’indices n € N* tels que le polynéme P,, admette au moins une racine complexe z,, telle que |z | <
R.

# [l revient au méme de considérer un compact K non vide et de supposer que
YVNeN In>N, dz, €K, P.(zn)=0.
En effet, tout compact est borné et donc contenu dans un disque fermé de rayon R > 0.
@ Autrement dit, il existe une suite strictement croissante d’entiers (ny)xen telle que
VkeN, lzn <R et Pn (zn,)=0.

Comme la suite (z, Jken est une suite complexe bornée, il existe une sous-suite (zg(n,))ken qui
converge vers { € C. Les inégalités larges étant conservées par passage a la limite, on en déduit que

e <R

@ Les polyndmes P,, sont les sommes partielles de la série entiere dont la somme est exp.
Comme le rayon de convergence de cette série entiere est infini, cette série de fonctions converge

et les z,, appartiennent tous a ce disque fermé, on a donc, pour tout k € NN,

|exp(€) — P, (zn,)| < |exp(t) —exp(zn,)| + | exp(zn,) — P, (zn, )]
< [exp(t) —exp(zn, )| + llexp —Pu, ||

ol la borne supérieure est prise sur le disque fermé [|z| < R]
Comme z,,, converge vers { et que exp est continue sur C, on a bien

k1—1>11100 |exp(0) — exp(zn, )| = 0.

Comme la suite des fonctions (P, Jxen converge uniformément sur le disque fermé [|z| < R],

imlexp—Pu, [, = 0.

Par encadrement, on a donc démontré que

exp(l) = kgrp Py (zny ).

Or, par définition, P, (zn, ) = 0 pour tout k € N. Donc exp({) = 0 : impossible!
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Déterminer le rayon de convergence de la série entiére

Zn(_”“x“

et calculer sa somme.
11 faut d’abord comprendre que la série entiére étudiée est la somme de deux séries entieres :

1
2k 2k+1
E (2k)x et E T Tx .

11 est clair que, pour |x| < 1, les deux termes généraux sont des suites bornées, donc le rayon de
convergence de la somme est au moins égal a 1.

D’autre part, pour x| > 1, la suite de terme général n{~1)"x™ n’est pas bornée (par crois-
sances comparées d’une suite géométrique divergente et d’une suite de puissances). Par conséquent,
le rayon de convergence de la série entiere est inférieur a 1.

En conclusion, le rayon de convergence est égal a 1.

@ Fixons x € R tel que |x| < 1. Alors

+oo +oo
S1(x) = Z 2kx?* =x Z 2kx?* T,
k=0 k=1

(Le terme en k = 0 est nul!)
On reconnait ici la série dérivée de Y x?*. Comme le rayon de convergence est strictement
positif, on peut dériver terme & terme sur l'intervalle ouvert de convergence |1, 1[ :

d +oo

_ .4 21k
vxel-L1L S0 =x— (Y 0))
k=0
d 1
_Xa(1—x2)
B 2x
BT
D’autre part,
+oo x2k+1
S2(6) =) vt
k:OZk+1

et on reconnait cette fois la série primitive de 3~ x?*. On peut primitiver terme a terme sur l'intervalle
ouvert de convergence (toujours parce que le rayon de convergence est strictement positif) et comme
S2(0) =0, on en déduit que

x 0o
Vxel-1,1[, Sz(x) :J Ztdet

0 k=0
* 1™ 1 1
= t= —— +——dt
Ll—tzd Zjol—t+1+td
_len1+x
T2 1—x
Finalement,
+oo
n 2x2 1 1+x
(=" _
2 nx G—x2)2 27

pour tout x € ]—1,1[.
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On note
+oo 1
S(X) = nE:1 Sin ﬁ Xn

et D, I'ensemble des réels x pour lesquels la somme S(x) est définie.
[1. ] Identifier I'ensemble D. La somme S est-elle continue sur D ?
[2. ] Démontrer que la série entiere

n

Z(Sin\/]ﬁ —sin \/T%) X

converge normalement sur [—1,1].
[3. ] Endéduire la limite de (1 —x)S(x) lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures.

[1. ] Lorsque n tend vers +oo, le quotient '/, i tend vers 0, donc

mn
sin — x™ ~ X—.
VX ni/2
Par croissances comparées, le terme général de la série entiere
— tend vers O pour x| < 1;
— tend vers l'infini pour [x| > 1.
Le rayon de convergence de la série entiére est donc égal a 1 et, d’apres le cours,

I-1,1{c D c [-1,1].

_ 2 . 2 o . 1 . .
Pour x = 1,1’"équivalent calculé plus haut prouve que la série ) _sin = diverge (comparaison
avec une série de Riemann divergente).
Pour x = —1, la série )_sin %x“ est alternée, la valeur absolue sin !/ /= du terme général
tend vers 0 en décroissant, donc la série converge d’apreés le Critére spécial des séries alternées.

%  On ne peut pas appliquer le Théoréeme de comparaison avec une série semi-convergente, mais seule-
ment avec une série absolument convergente.

Dans le cas x = —1, I"équivalent prouve seulement que la série n’est pas absolument convergente et il

faut étudier le comportement du terme général (et non pas celui de I'équivalent trouvé) pour pouvoir conclure.

En conclusion, D = [—1, 1[ et, d’apres le Théoréme d’Abel, la somme S est continue sur D.

#  D’apres le cours, la somme d’une série entiere est toujours continue sur l'intervalle ouvert de conver-
gence.

Le Théoreme d’Abel nous dit que : si R > 0 est le rayon de convergence de la série entiere )  anx™
et sila série ) anR™ converge, alors la convergence est uniforme sur [0, R] et la somme est donc continue sur
[0, R].

Pour x = —1, on peut donc appliquer le Théoreme d’Abel avec

1
an = (—1)"sin——, R=1

\/H)

ou vérifier directement que la série de fonctions converge uniformément sur [—1,0] en exploitant le Critere

spécial des séries alternées (domination du reste d’ordre n) : pour —1 < x < 0, la série Y_sin #x“ est

alternée et la valeur absolue

A R
sin — |x
\/ﬁH

du terme général tend vers O en décroissant, donc

Yyn>1,Vxe[-1,0], ]Rn(x)| < |un+1(x)] < sin

oit le majorant est indépendant de x et tend vers 0.
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#  Comme la série )_sin \F est une série divergente de terme général positif, on peut démontrer que
lim S(x) = 400,
x—1
ce qui justifie qu’on cherche un ordre de grandeur de S(x) au voisinage gauche de 1.

@ Considérons une série y_ a,, de terme général positif, qu’on suppose divergente.
Pour A > 0, il existe un rang No € N tel que

No
Zan >A+1.
n=1

Une fonction polynomiale étant continue, on en déduit que

x—1

No
lim Z anx™ > A

et donc qu'il existe un seuil 0 < xo < 1 tel que

No
Vx € [xo,1[, Z anx™ > A.
n=1
Comme les a., et x sont positifs, on en déduit que
No
Vx € [xo, [, S(x)=> Z anx™ = A
n=1

et on a prouvé que
lim S(x) = 4o0.

x—1

[2. ] Comme sin’ = cos, on déduit de I'Inégalité des accroissements finis que la fonction sin est
lipschitzienne de constante 1 :

Va,beR, |[sina—sinb|<|a—b|.

Par conséquent, pour tout x € [—1,1] et tout n € N*,

‘(sm\r sin \/7) ‘<‘sin\/]ﬁ—sin\/%‘

<\ﬁ— —
1 Vn—T+yn
<(r=r- \F>F+\f

< TR

On a trouvé un majorant indépendant de x € [—1, 1] et ce majorant est équivalent a 1/,3/2, c’est donc
le terme général d"une série convergente.

On a ainsi démontré que la série entiére convergeait normalement sur le segment [—1, 1].
[3. ] On déduit de la question précédente que la fonction T définie par

“+oo . .I ) .I N
T(x) = nzz<sm ﬁ —sin \/ﬁ)x

est continue sur le segment [—1, 1].
Pour tout x € -1, 1],

(1—x)S Zsm Zsm

+oo
—sm1x+Z(sm — sin

v

=sinl.x+ T(x).
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Comme T est continue sur [—1, 1], elle admet en particulier une limite finie, égale a T(1), au voisinage
gauche de 1, ce qui prouve que

Iim (1 —x)S(x) =sin1+T(1).
x51
# [l se trouve qu’on peut calculer T(1)! En effet, il s’agit de la somme d’une série télescopique :
+o0

T(1) = Z(sirl\}?1 —sin \/T%) :nlﬂir}goosin\/]ﬁ —sin1=—sin]1.

n=2

On a donc en fait démontré que
Im (1T —x)S(x) =0

<,
x—1

et donc que

S = 0(1 1x)

<
x—1

On a bien calculé un ordre de grandeur de S(x), mais pas un équivalent !
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Pour tout n € N, on pose
/2
u, = (-1 )”J cos™ x dx.
0

Justifier la convergence de la série )_ 1wy, et calculer sa somme.
Pour tout n € N, la fonction [x — cos™ x| est continue sur le segment [0, /2], donc I'intégrale est bien
définie.
Comme 0 < cosx < 1 pour tout x € ]0, /2],

v x €10,7], lim cos™x=0 3)
n—-+oo
et
VneN,Vxel0,7], 0<cos™!x<cos™x< 1 4)
donc, en intégrant (4),
/2

VneN, 0<J

cos™ T x dx < JO"/Z cos™x dx
0

et, par convergence dominée [(3) et (4)],

lim |ju,| =0.
n—-+oo

On peut donc appliquer le Critére spécial des séries alternées et en conclure que la série alternée
> u, est convergente.

#  L'étude classique des intégrales de Wallis montre que

s

‘LL JE—
| nl Tl*)rjroo n

et donc que la série ) _u, n’est pas absolument convergente (par comparaison a une série de Riemann,).

w  Pour tout entier n € IN, on pose
n
Vxel[0,7], fn(x)= Z(—Ukcosk X.
k=0

Chaque fonction f,, est continue sur le segment [0, 7] et par conséquent intégrable.
Pour x € ]0,7%,], on reconnait une série géométrique :

1= (—cosx)™ !

f
n(x) 1+ cosx

ce qui justifie la convergence simple vers une fonction continue :

T 1
< — i -
VO0<x< 2’ ngrfoof“(x) 14 cosx

mais aussi que la convergence est dominée :

14 cos™ ! x 2

VneN, VO<x< < .
1+ cosx 1+ cosx

y |fn(x)| <

Nl A

#  Le majorant trouvé est indépendant du parametre n et intégrable sur 10,75] (puiqu’il admet un
prolongement continu sur le segment [0, 7/2]).
On peut remarquer que la domination est vraie sur le segment [0, /5] puisque 1, (0) = 1 ou 0 selon
la parité de n, mais pas la convergence simple : la suite de terme général f,,(0) est divergente. C’est sans
importance pour appliquer le Théoreme de convergence dominée.

On en déduit que

7'[/2 7T/2 d
lim J fn(x)dx = J 77(.
n—+oo J, o 1+cosx
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Par linéarité de l'intégrale,

/2 n
VneN, J fu(t)dt = > wy
0 k=0
donc on a démontré que
+oo /2 dx
g = —_—
Z K J 1+ cosx

@ ]l reste a calculer I'intégrale. On pose pour cela

X
t:tanz,
ce qui nous donne
cosx—1_t2 et dx= 2dt
1+t IR

Apres simplifications, il ne reste que

n/2 4 1
| e ] @
o T1+4cosx 0

Donc
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Soit f € €' (R).
[1. ] Onsuppose que
VxeR, f(x)+f'(x)=e ™

Démontrer que f tend vers 0 au voisinage de +oco.
[2. ] Plus généralement, on suppose que

lim f(x) +f'(x) =0.

X—+00

Démontrer que f tend vers 0 au voisinage de +co.

[1. ] Lafonction f est une solution de I’équation différentielle
VxeR, y'(x)+ylx)=e ™.
Les solutions de 1’équation homogene sont de la forme
y(x) =Ae ~
et une solution particuliére est de la forme
Yo(x) = Bxe ™
donc il existe deux réels A et B tels que
VxeR, f(x)=(A+Bx)e ™.
On en déduit (par croissances comparées) que

lim f(x) =0.

X—+00

# Un calcul rapide montre que B = 1, mais on n’a méme pas besoin de connaitre la valeur de B pour
conclure!

[2. ] Puisque la fonction f est donnée, on peut définir une fonction auxiliaire g en posant
Vx € R, g(x) = f'(x) + f(x).

Comme f est de classe ¢!, la fonction g est bien continue sur R et, par hypothese, elle tend vers 0 au
voisinage de +oco0.
On peut alors voir la fonction f comme une solution de 1’équation différentielle suivante.

VxeR, y'(x)+y(x)=gx). (*)
Les solutions de 1’équation homogene associée a (x) sont de la forme
y(x) =Ae ™.
On en déduit la solution générale de (x) en faisant varier la constante :
y(x) = A(x)e ™ avec Al(x)e™ = g(x),

donc A est une primitive de [x — g(x)e*].
Comme la fonction f est une solution de I'équation différentielle (x), il existe une constante
K telle que

VxeR, f(x)=e* (K +JX g(t)et dt).
0

La valeur de K importe peu, il reste a démontrer que

lim e’XJ g(t)et dt =0.

X—+00 0
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#  Tout cela est particulierement astucieux et aussi classique qu’astucieux... Impossible de traiter cet
exercice sans connaitre I'astuce!

@  Soit ¢ > 0. Comme la fonction g tend vers 0 au voisinage de +o0, il existe un seuil A > 0 tel
que
Vx> A, |g(t)| <e.

Sur le segment [0, A], la fonction g est continue, donc elle est bornée : il existe un réel M > 0 tel que
vx e 0,A], [g(t)] <M.

Pour tout x > A, la relation de Chasles et I'inégalité triangulaire nous donnent :

0

0

A
J g(t)et dt’ +
A

J g(t)et dt‘ <

JX g(t)et dt‘

A x
gJ /g(t)|etdt+J lg(t)|e* dt
0 A

A X

etdt—i—aJ et dt

-
A

0
< Me? + ee™.

On en déduit alors que

Vx> A,
0

e*"J g(t)et dt’ <Mere ™ +e¢.

Comme Me”.e > tend vers 0 lorsque x tend vers 400, il existe un seuil A’ > 0 tel que
Vx> A, 0< Mete *<e

et finalement
¥V x > max{A,A’},

X
e_XJ g(t)et dt‘ < 2e,
0

ce qui prouve le résultat attendu.
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La probabilité pour qu’une personne passant sous I'échafaudage d'un peintre en bitiment regoive une
goutte de peinture est p € 10, 1[. On note X (resp. Y), le nombre de passants ayant recu une goutte de
peinture (resp. n’ayant pas recu de goutte de peinture).

[1. ] Onsuppose que n personnes sont passées. Donner les lois de X et de Y. Calculer Cov(X,Y). Ces
deux variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

[2. ] Omnsuppose que N personnes sont passées, oit N est une variable aléatoire qui suit la loi de
Poisson de parametre A > 0. Donner les lois de X et de Y, ainsi que I'espérance et la variance de X. Ces
deux variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

#  Nous allons commencer par traiter ces deux questions dans un méme cadre général, avant de passer
aux applications numérigues.

On modélise la situation décrite par I’énoncé de la maniére suivante :
— il existe trois variables aléatoires N, X et Y définies sur un méme espace probabilisé
(Q, A, P) a valeurs dans N, qui vérifient la relation suivante :

Vwe, Xw)+Yw)=Nw);

— pour tout entier n € N, la loi conditionnelle de X sachant [N = n] est la loi binomiale
B(n,p).

#y  Cette derniere hypothese est justifiée par le fait qu’on reconnait ici un schéma de Bernoulli et que X
représente, d'une certaine maniere, le nombre de succes lors d’une succession de n tentatives (et Y représente
alors le nombre d’échecs).

@ Onendéduit avant toute chose que, pour tout entier n € IN, la loi conditionnelle de Y sachant
[N = n] est la loi binomiale #(n, q) avec ¢ = 1 — p. En effet,

P(Y=Kk|N=n)P(N=n)=P(Y=k,N =n)
=P(N—-X=kN=n)
—P(X=n—kN=n)
=PX=n—-k|[N=n)JP(N=n)
:<n k) n—kgqn-(=k p(N =n) (pour0 <n—k<mn)
( ) nkp(N =n) (soit0 <k <n)

par symétrie des coefficients binomiaux.
[1. ] Onsuppose pour commencer que la variable aléatoire N est presque stirement constante :

Dans ces conditions, 'évenement [N # n] est négligeable et

VkeN, PX=k)=PX=k,N=n)+P(X=%kN #n)
=PX=k|N=n)P(N=n)=P(X=k|N=n).
La variable aléatoire X suit donc la loi binomiale #(n, p).
De méme, la variable aléatoire Y suit la loi binomiale #(n, q).

@ Comme N est presque sirement constante, elle est indépendante de X. (Voir ci-dessous en
cas de doute.) Comme Y = N — X et que la covariance est linéaire a droite,

Cov(X,Y) = Cov(X,N) = V(X) =0—V(X) = —npq < 0.

Comme la covariance de X et Y n’est pas nulle, ces deux variables aléatoires ne sont pas indépen-
dantes.

#  Comme P(N =n) =1, onaaussi P(N = k) = 0 pour tout entier k # n.
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Pourk #netl € N, onadonc
0KPX=¢{(N=kK)<P(N=k)=0

et donc
PX={(N=k)=0=P(X=0P(N=k).

Pour k =net ¢ € N, on a aussi (voir plus haut)

P(X=t(N=n)=P(X=0)=P(X=0)P(N =

Ces calculs prouvent que X et N sont indépendantes.

[2. ] Onsuppose maintenant que la variable aléatoire N suit la loi de Poisson &(A).

D’apres la formule des probabilités totales, pour tout k € N,

+o00
PX=k)=) P(X=k|N=n)P(N=n)

n=0

=

+o0 +
AAY _ A (p)E
_ A k  n—k __ A
=) n!'(k)pq =e "N )

n=k n=

k!

et comme —1 4 q = —p, la variable aléatoire X suit la loi de Poisson &2 (Ap).

De méme, Y suit la loi de Poisson Z(Aq).
En particulier, E(X) = V(X) = Ap.

Aq)n X
(n —k)!

a  Quels que soient les entiers k et {, d’apres la formule des probabilités totales,

PX=kY=0=) PX=kY={N=n)
n=0
+o0
=Y PX=k,N—X={N=n)
n=0

(puisque X +Y =N)

(contrainte n = k + ()

Pae G T Kl
(X =k)P(Y = 0).

Cela prouve bien que X et Y sont indépendantes.
En particulier, cette fois, la covariance de X et Y est nulle.

P
P
K+t K ¢
_ <k+€> KA AT —e’”’()\p) e M (Aq)
P

(!
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Soit f : Ry — R, une fonction de classe €. On suppose que f et ' sont bornées.
[ 1. ] Justifier I'existence des réels

Mo(f) = sup |f(x)] et My(f) = sup |f"(x)|.
xeR 4+ xER 4

[2. ] Soit x € Ry. En utilisant I'inégalité de Taylor-Lagrange, démontrer que

Vh>0, |f'(x)]< ZM];’”) + hMZZ(f).

[ 3. ] Justifier alors I'existence de
M; (f) = sup |f'(x)]
x€R

M (f) < 2 Mo (f)M2 (f). *)

[4. 1 Pourtout e > 0, on définit une fonction f. : R4y — R en posant

et démontrer que

VO<x<2, fe(x)=2—(2—x)*"¢

et
Vx>2, f.(x)=2

Démontrer que f¢, T, et . sont bornées sur R.. Préciser les valeurs de My (fe), de M (f¢) et de M (f.).
[5. 1 Endéduire que le facteur 2 est la meilleure constante possible dans l'inégalité ().

[1. ] Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure réelle (Axiome de la
borne supérieure). Comme f et f”/ sont définies sur R, les ensembles

{fx)], xe Ry} et {|f"(x)], x € Ry}

ne sont pas vides. Comme f et f”/ sont supposées bornées, ces deux ensembles sont également majo-
rés. Par conséquent, les deux réels M (f) et M (f) sont bien définis.
[2. ] D’apreslinégalité de Taylor-Lagrange,

Va,beRy, |[f(b)—fla)—(b—a)f(a)] < ——

En particulier, poura=x € Ry etb=x+havech € R%,
2

[f(x+h) — f(x) — hf'(x)| < h? M, (f).

On en déduit par inégalité triangulaire que

IRt (0] = 0+ 1) = £l | < 5 Ma(f)

et donc que

2
R 00)] < o Ma() + [f(x+ 1) — ()
hZ
< 2ZMo(f) + 5 M (f)

(2 nouveau par inégalité triangulaire). Comme h > 0, on en déduit que

2Mo (f) i th(f).

Vx 20, [f'(x)]< o 3

[3. ] Dansl'encadrement précédent, le majorant est indépendant de x. Cela prouve que la dérivée
f’ est bornée sur R et par conséquent que le réel M; (f) est bien défini (pour les raisons données
plus haut).
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Dans cet encadrement, le minorant est indépendant de h > 0, on peut donc passer a la borne

inférieure : 2Mo(f)  hM;,(f)
> ! < 1 0 2 .
Vx>0, ‘f (x)|\}111‘>11(:) h + 2

Une étude (rapide!) des variations de la fonction

o {hH 2Molf) th(f)}

h 2

montre que

inf @(h) = <p( 4%0((:))) = 24/ Mo (f)M(f).

h>0

Par conséquent, on a bien

Vx>0, [f(x)] <2yMo(fIMa(f).
Le majorant est indépendant de la variable x, on peut cette fois passer a la borne supérieure et trou-
- M (1) < 20/Mo (MM (F).
[4. ] Ilestclair que f. est strictement croissante sur [0, 2]. Comme

fe(2) =2, f(0)=2—-2?"¢=2-428 <2
et que f¢(x) = 2 pour tout x > 2, on en déduit que
Mo(fe) =4.2° — 2.
@ Pourtout0<x<2,ona

fl(x) = (2+¢e)(2—x)"T=.
Il est aussi clair que la dérivée f. est décroissante sur [0, 2] (et nulle sur ]2, +oo[!) avec

f1(0) =2""¢(2+¢), f.(2)=0.

Par conséquent,
M (fe) = 2.(2+¢).25.

e=0,25
5 | - e=0,12
................. 5‘:0705

@ Enfin, f/’ est nulle sur |2, +oo[ et
Vxe€l0,2], fl(x)=—(24¢)(1+¢)(2—x)".
La dérivée seconde est donc négative et croissante sur [0, 2] :

f20)=—(2+¢e)(1+¢€)25, f/(2)=0

€ £
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d’ot1 finalement
My (fe) = (24 €)(1 + ¢€)2°.

@ Un détail a ne pas perdre de vue : pour tout € > 0, la fonction f. est bien de classe €% sur R.

En effet,
— elle est clairement de classe €2 sur [0, 2[ et sur ]2, +oo[;

— elle tend vers 2 a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord est continu);

— sa dérivée tend vers 0 a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord est de classe € 1);

— sa dérivée seconde tend vers 0 a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord est de classe €2).
En revanche, la fonction fo définie par

Vxel0,2], folx)=2—(2—x)% et Vx>2, folx)=2

n’est pas de classe €2 : sa dérivée seconde est égale a —2 sur [0, 2[ et identiquement nulle sur 12, +ool.
Cette fonction ne peut donc pas servir de contre-exemple alors méme que

M (fo) = 24/ Mo (fo)M2(fo).

[5. ] Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe un réel « < 2 tel que

M, (f)
Mo (f)M2(f)
pour toute fonction f bornée et de dérivée seconde bornée.
En particulier, pour tout ¢ > 0, on a donc
M, (fe) 2.(2+¢).2°

VMo(fe)Ma(fe) /4.2 = 20[(2+€)(1 +€)2¢] s

En faisant tendre ¢ tend vers 0, on obtiendrait alors
2.2.1 4

JA—2210 VA

(puisque les inégalités larges sont conservées par passage a la limite), ce qui est absurde puisqu’on a
supposé que o < 2.
Le facteur 2 est donc optimal (minimal).

2<
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Soient a < b, deux nombres réels, et f, une application de classe ¢ 2 surle segment [a, b, a valeurs réelles,
telle que

fla) =f(b) =0
et on considere le polyndme
(X—a)(X—b)
Po = > .

[1. ] Trouver une relation simple entre les deux intégrales suivantes.

b b
J f(t) dt J £ (t)Po(t) dt

a a

[2. 1 Endéduire que

b (b _ (1)3

a

"
171 -

[1. ] Ilestclair que les deux intégrales sont bien définies (fonctions continues sur un segment).
La fonction f et la fonction polynomiale associée a Py sont de classe 62, ce qui nous permet
d’intégrer deux fois par parties aprés avoir remarqué que P§(t) = 1 pour tout t € [a, b].

b b
J f(t) dt:J f(t)PY(t) dt

a a

b
— [f()P§(1)]" fJ f/(t)P4(t) dt

a
a

b
:—J /()P4 (1) dt (car f(a) = f(b) = 0)
b

=— [f’(t)Po(t)]Z +J 7 (t)Po(t) dt

a

b
:J f(t)Po(t) dt (car Po(a) = Po(b) = 0)
a
[2. ] La fonction f étant de classe €2 sur [a, b], sa dérivée seconde f” est continue sur le segment
[a, b], donc elle est bornée :

VvVt e la,b], ]f”(t)‘ <INl o

On déduit de la question précédente que

b
J £ (t)Po(t) dt‘

a

Jb f(t) dt‘ =

a

b _ )
<[ lrrwpow) < e, [ B e

a a

#  On doit immédiatement se rendre compte que la fonction associée a Py est négative sur le segment
[a, b] (signe d’un trindme entre ses racines).

On effectue ensuite le changement de variable affine usuel pour se ramener a l'intervalle
[0, 1] (cf 1le cours sur les fonctions convexes).

t=(1—u)a+ub dt=(b—a)du

On obtient ainsi

> u(l—u)du=

Pt—a)b—t) .. (b—a) [ (b—a)?
J =, B

a

# Il est plus efficace de changer de variable avant de développer la fonction intégrande : le facteur (b—a)3
apparait sous forme factorisée et le calcul de I'intégrale est alors immédiat.
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Complément
On vient d’effectuer le calcul qui donne l'efficacité de la méthode des trapezes pour appro-
cher une intégrale au moyen d’une somme de Riemann.
¢ Sila fonction f est de classe € sur [a, b], alors il existe une fonction affine ¢ telle que

¢(a)="f(a) et  @(b)="f(b).

L'existence (et 1'unicité) de ¢ découle du théoreme sur l'interpolation de Lagrange et I'expression de
¢ présente peu d’intérét. En effet, comme ¢ est affine, son intégrale sur le segment [a, b] est 1'aire
d’un trapeze et donc

Jb o(t) dt = 2@+ @) ; @®)  (p—q) = A Ffb) ;f(b) « (b—a).

@ On peut alors appliquer ce qui précede a la fonction g = f — ¢ : il est clair que g est de classe
%2, on a fait ce qu'il fallait pour que g(a) = g(b) = 0 et de plus g” = f” (puisque la fonction ¢ est
affine), si bien qu’on a en fait déja démontré que

f(t) dt — (b—a)| < (b—a)’

b f(a) + f(b) Hf//H
a 2 = 12 oo

Il reste & découper le segment [a, b] au moyen d'une subdivision

b—a

a=xp < <---<xn=Db avec axi1— X =

Chaque segment [0y, x4 1] étant contenu dans le segment [a, b], on a

sup  |[f"(0)] < sup |[f"(1)] = [If"]

te ok, o041 tela,b]
et le duo habituel (relation de Chasles et inégalité triangulaire) nous donne

n—1

b i n—1 B 3
|| s ae— 258 5 friend) +f(ock+1)}’ <y e O ey
k=0

a k=0
(b—a)? 1 K
< - . =

nz’

@ L'erreur commise en approchant I'intégrale de f par la méthode des trapezes avec une sub-
division en n sous-intervalles est donc O(1/n2), c’est-a-dire un ordre de grandeur plus précise que la
méthode des rectangles.

a  (C’est d’autant plus remarquable que les expressions simplifiées des deux méthodes sont tres
semblables!

Ra= 20y fla) =20 flo)

k=0 k=1
b—a[f(xo) ! flom)
Th = - [ 20 +Zf(ock)+ > }
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[1. ] Soit C € M, (K) telle que
¥YMe M, (K), det(C+ M)=det(M).

Démontrer que C = On.
[2. ] Soient A et B dans M, (IK) telles que

VM € M (K), det(A+ M) =det(B+M).

Démontrer que A = B.
[3. ] Soient A et B dans 9, (IK) telles que

VM e My(K), det(A+M)=det(B4+MT).

Quedirede A et B?

[1. ] Raisonnons par l’absurde.
Si C # 0n, alors il existe un entier 1 < r < n tel que C soit équivalente a J, : il existe deux
matrices P, Q inversibles telles que

Q'CP=],.

Dans ces conditions, la matrice M définie par
M = Q(In —Jr)P~!

n’est pas inversible et det(M) = 0.
#2  La matrice (I, — ]) est diagonale et I'un de ses coefficients diagonaux (au moins) est nul.
Mais la somme C + M = QI,P = QP est inversible (produit de matrices inversibles), donc

det(C + M) # 0 : c’est impossible.
Par conséquent, la matrice C est nécessairement la matrice nulle.

#  La propriété étudiée est évidente pour la matrice nulle, faut-il le dire ?

[2. ] Lapplication M — B + M réalise une bijection de M, (KK) sur lui-méme. On suppose donc
ici que
vYM' € M (K), det(C+ M’')=det(M’) avec C=A-B.

On déduit de la question précédente que C = 0,, et donc que A = B.
[3. ] Une matrice et sa transposée ont méme déterminant. Par conséquent, on suppose ici que

VM e M, (K), det(A +M) =det(B" + M)

et on déduit de la question précédente que A = B'.
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Démontrer I'existence de l'intégrale

“+00 1
J 1 —t Arctan — dt
0 t

puis calculer sa valeur.

Il est clair que la fonction f = [t — T — t Arctan !/4] est continue sur l'intervalle ]0, +ool.

Comme la fonction Arctan tend vers une limite finie au voisinage de +oo, la fonction f tend
vers 1 au voisinage de t = 0. Admettant une limite finie au voisinage de 0, elle est donc intégrable au
voisinage de 0.

D’autre part, d’apres le développement limité a 1’ordre trois au voisinage de 0 de la fonction

Arctan,
U S BN
retan t totoo t 3t3 © 3
donc
1
t—»:oo ﬁ’

f(t)

ce qui prouve que f est intégrable au voisinage de +oo.
La fonction f est donc intégrable sur ]0, 400, ce qui prouve que l'intégrale généralisée est
bien définie ("convergente", comme on dit).
@ On connait I'identité classique :

1
Vt>0, Arctan = 72£ — Arctan t. (*)

On en déduit que

Vt>0, f(t)=1-— g t 4+ t Arctan t.

En intégrant par parties,

t? 2 dt t? 1 1 t? t 1
JtArctantdt:— Arctant—J— = — Arctant—fjl dt = — Arctant— = + = Arctant

2 2 1+ 2 2] 1++¢2 2 22

donc une primitive de f est

t w2 t? 1
F(t) = 5~ WT + > Arctant + 5 Arctant.

Par définition,

J+Oo f(t)dt= lim F(t)—F(0) = lim F(t).

0 t—+o0 t—+o00

Avec l'identité (x) rappelée plus haut,

t w2 t? t t? 1Tt t2]1 1
2 1 + 7 rctant 7 7 1‘ctant > 7 [t +o< )} o(1)

donc
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[1. | Démontrer que I'intégrale généralisée

J‘ in(t?) n(1 — t2) &

0 t2

est convergente.
[2. ] Calculer l'intégrale

1
Un :J 22 ¢n(t?) dt
0

pour tout n € IN*.
[3. ] Aumoyen d'un développement en série entiere, en déduire que

1 2 2 +oo
n(t7) In(T—1t2) , 2
J'O 12 dt_ng] n2n—-1)2°

[1. ] Ilestclair que la fonction f définie par

n(t?) In(1 — t2)

Vo<t<l, f(t)= =

est continue sur l'intervalle ouvert ]0, 1[.

& On sait que {n est intégrable au voisinage (droit!) de 0. On sait aussi que ¢n(a —u) est intégrable au
voisinage (gauche!) de a pour tout a € R (changement de variable affine).

a  Lorsque t tend vers 0, on a f(t) ~ —2{nt, donc f est intégrable au voisinage de 0.
@w  Lorsque t tend vers 1,

)= 220 g a1 1) = o1~ v),

donc f est intégrable au voisinage de 1.

Ainsi, la fonction f est intégrable sur l'intervalle ]0, 1[ et I'intégrale généralisée est (absolu-
ment) convergente.
[2. ] Pour toutn € N*, la fonction ¢, = [t — t*™ 2 {n(t?)] est continue sur l'intervalle ]0, 1] et
dominée par {nt au voisinage de t = 0.

#  Onaen fait 1(t) =2ntet pn(t) =o(fnt)pourn > 2.

Par conséquent, I'intégrale généralisée 1, est bien définie pour tout n € IN*.
@ Pour tout 0 < ¢ < 1, en intégrant par parties,

1 2n-1.1 1 2n—1 !
2 5 3 t J 2t 2 J 2n—2
_ | =. 0— t dt.
Lt t(t?) dt = |tn(t?) 57— e Kieni e g i

Par définition des intégrales généralisées convergentes, on en déduit que

1

-2
N* n: s anz 2 — .
VyneN* u llir(l)J;t In(t7) dt Gnoi2

[3. ] D’apresle développement en série entiere de {n(1 —u) au voisinage de 0,

2 m(t?) -1

—+o00
vtelo ], f(t):;wn(t) o P (t) = ——————= = — - oult).

D’apres la question précédente, la série >_ 1, est une série de fonctions intégrables sur 10, 1[; cette
série converge simplement sur ]0, 1[ et sa somme, la fonction f, est continue sur cet intervalle.
De plus,

2
22n—1)2°

1 1l
Vn e N*, J ytbn(t)|dt:—]J Qn(t)dt =
0 n Jo
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donc la série Y_ f; [bn ()] dt est convergente.
On déduit alors du Théoreme d’intégration terme a terme que la fonction f est intégrable sur
10, 1[ (ce qu’on avait déja prouvé) et que

+oo +o0 1

1 1
J flt)dt=) JO Pn(t)dt=-23 n2n—172"

0 n=1 n=1
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On considere I'équation différentielle
—Ny" () = (x+ Ny’ (x) + y(x) =0. (®)

[1. ] Déterminer les solutions polynomiales de (E).
[2. ] Déterminer une équation différentielle (E') vérifiée par z(x) = Y(x)/;.
[3. 1 Calculer les réels a, b et c tels que

(x*

2-4¢ _a b
X(X2—-1) X X—-1 X+41°

[4. ] Endéduire les solutions de (E'), puis les solutions de (E).

[1. ] L'équation étant linéaire et homogene, on peut supposer que la solution y est une fonction
polynomiale unitaire de degré d :
y(x) = x& ...

ot les termes absents constituent une fonction polynomiale de degré strictement inférieur a d.
On en déduit que

Xy/(XJZdXd‘f'"' et (X2—1)y1/(x)Zd(d—])Xd—‘r--- )

Par conséquent,
(¢ =Ny () = (x+ Dy’ () +y(x) = (@ +d = 2)x + -

et comme le second membre est identiquement nul, il faut que
0=d’+d—2=(d—1)(d+2)

etdoncqued =1.
En substituant y(x) = x + a dans 1’équation, on trouve a = 0.
Par conséquent, y est une solution polynomiale de 1’équation (E) si, et seulement si, il existe
une constante réelle K telle que
Vx€R, y(x) = Kux.

[2. ]

# L'énoncé suggere simplement d’achever la résolution de Iéquation en appliquant la méthode de varia-
tion de la constante!

On cherche une solution y de la forme y(x) = xz(x). En supposant que z soit de classe ¢,
on en déduit que

xz(x)
y'(x) =xz'(x) +z(x)
xz" (x) + 22'(x)

et donc que
(x* = y" (x) + 2xy"(x) = 2y(x) = (x* = 1)xz" (x) + (4x* = 2)z'(x).

La fonction z est donc une solution de 1’équation
(x%2 —1)xz" (x) + (4x* —2)z'(x) = 0. (E')

On remarquera que cette équation est en fait une équation du premier ordre en I'inconnue z’(x).
[3. ] Avecles méthodes usuelles, on trouve rapidement

2—4x? -2 1 1

X(X%2—-1) X X=1 X+41

[4. ] En considérant (E’) comme une équation d’inconnue z’(x), on déduit de la décomposition
en éléments simples précédentes que z est solution de (E’) si, et seulement si, il existe une constante
réelle K telle que

Kj

2'(x) = X2(x+1Dx—-1)
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Nouvelle décomposition en éléments simples :

! -1 '/

XCX+T)X—1) X2 X+1 X1

et on en déduit que z est solution de (E’) si, et seulement si, il existe deux constantes réelles K; et K;
telles que

z(x) = Ka + K; (% + %(&n %D

@ Par conséquent, y est solution de (E) si, et seulement si, il existe deux constantes réelles K; et
K; telles que

y(x) =Ky (1 + %fn‘}%‘) + Kox.

# On a passé sous silence la question des intervalles de définition. Il y a ici trois singularités : x = £1
(qui se voient sur I'équation différentielle elle-méme) et x = O (qui apparait lors de la mise en ceuvre de la
méthode de variation de la constante). Par conséquent, il y a quatre intervalles de résolution :

I =]—o0,—1[, Io,=1-1,0[, I3=10,1[, Ls=11,400[

et, pour chacun de ces intervalles, il y a deux constantes d’intégration — soit en tout huit constantes d’inté-
gration!
Plus précisément, pour tout k € {1, 2, 3,4}, il existe deux constantes réelles Ay et By telles que

]_
Vxely yx) :Ak<1 +§en]ﬁ‘) + Bix.

u'(x)
w(x)

w Je rappelle que tn [u(x)| est une primitive de sur tout intervalle sur lequel la fonction u ne
s’annule pas.
11 est donc inutile de discuter sur l'intervalle pour calculer les primitives, c’est seulement pour sim-

plifier I'expression des primitives (= éliminer la valeur absolue) que la discussion est nécessaire.

# On peut ensuite se pencher sur la question des raccordements en x = 0 et en x = £1.

@ Pour que les solutions sur 13 et 14 se raccordent par continuité en x = 1, il faut d’une part que
Az = Ay = 0 (pour qu’il y ait une limite finie) et d’autre part que B3 = By (pour que les limites a gauche et a
droite coincident).

11 est clair que la fonction [x — Bx] est solution sur 10, +ool.

@ Idem pour le raccordement autour de x = —1.

@ Pour le raccordement en x = 0, il faut que A, = Az (égalité de la limite a gauche et de la limite
a droite pour la continuité) et que B, = Bz (égalité de la dérivée a gauche et de la dérivée a droite pour la
dérivabilité).

Réciproquement, quelles que soient les constantes A et B, sur l'intervalle ]—1, 1, les solutions de la
forme

i 3m(15)

sont clairement développables en série entieres sur 1—1, 1] : on aurait donc pu trouver ces solutions en cherchant
les solutions développables en série entiere (ce qui aurait masqué la singularité en x = 0).

& Avec N
yx) =) anx",
n=0

on obtient la relation de récurrence
n—1

YyneN = —
y  Qny2 S

an.
@ Pour les indices impairs, le coefficient ay peut étre choisi arbitrairement et comme a3z = 0 X ay, tous
les autres termes d’indice impair sont nuls.
@ Pour les indices pairs, on trouve

—ap

VpeN, azP:Zp—1
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donc

+oo sz
y(x) :a1x+ao(1 pZ]Zp—J’

ce qui est conforme aux résultats trouvés plus haut.

#  Enfin, pour I'anecdote, les solutions sur R sont les fonctions [x — Ax] (pour A € R quelconque).
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On considere le systeme différentiel

x' = y-—z
y = —x +z (S)
2= x—y

avec les conditions x(0) =1 et y(0) = z(0) = 0.

[ 1. ] Discuter l'existence et I'unicité des solutions de (S).

[2. ] Omnsuppose que (x,y,z) est une solution de (S). Démontrer que les fonctions x +y + z et
x% +y? + z? sont constantes. Que peut-on en déduire pour la trajectoire ?

[3. ] Résoudre le systeme (S).

[1. ] Lesystéme (S) peut aussi s’écrire sous la forme d’une équation différentielle linéaire homo-
geéne du premier ordre a coefficients constants sous forme résoluble :

0 1T -1
VteR, X'(t)=AX({t) avec A=|—-1 0 1
1T -1 0

Comme I = R est un intervalle, la Théorie de Cauchy-Lipschitz nous assure que, pour la condition
initiale particuliere

(t = O)X(O) = (]’030)))
le systeme (S) admet une, et une seule, solution.
[2. ] En tant que fonctions polynomiales des fonctions x, y et z (qui sont de classe € sur 1), les
fonctions f = x +y + zet g = x* + y? + z* sont de classe ¢"' et, d’apres (S),

VteR, f'(t)=x"(t)+y'(t)+z'(t)=0
g’(t) = 2(x(t)x(t) + y(t)y'(t) + z(t)z'(t)) =0

donc les fonctions f et g sont constantes sur l'intervalle 1.
D’apres la condition initiale, f(0) = g(0) = 1.
La trajectoire
M= {(x(t),y(t),z(1)), t € R}

est donc contenue dans l'intersection du plan affine d’équation [x +y +z = 1] et de la sphére d’équa-
tion [x? +y?2 + z? = 1] : elle est donc contenue dans un cercle.
REMARQUE.— Il est trop t6t pour établir que l'inclusion réciproque est vraie.

#y  Variantes
@ Si AX =AX, alors A™X = A" X pour tout entier n € N et par conséquent,

1l est clair que le second membre tend vers et - X. Comme I'application
M — MX]

est continue (application linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension finie), on déduit du théoréeme de
composition des limites que

lim (Mp.X) = ( lim Mn) X
N—+o00 N—+o0
et donc, par unicité de la limite, que
VteR, exp(tA) -X=e . X
Ce qui vaut pour les colonnes vaut aussi pour les lignes : comme

(11 1).A=0 0 0)=0-(1 1 1),

VteR, ft)=(1 1 1)-X()=(1 1 1)-exp(tA)-X(0) =e>t- (1 1 1)-X(0) = f(0) =1.
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@ On peut aussi remarquer que g(t) = X(t) ".X(t).
» On en déduit que

VteR, g¢'(t)=[X"(t)]

puisque la matrice A est anti-symétrique.
» Mais on peut procéder d'une autre maniere! Comme X(t) = exp(tA).X(0), alors

ce qui prouve que I'expression g(t) = X(t) T.X(t) est bien indépendante de t.

[3. ] Lamatrice A étant anti-symétrique, elle n’est pas diagonalisable dans 913 (IR) mais elle I'est
dans M3(C) (un peu de culture mathématique ne peut pas nuire).

Comme je n’ai pas envie de calculer dans C, je vais calculer le polynéme minimal de A pour
en déduire 1'expression générale des puissances de A.

» On vérifie sans peine que
-2 1 1
AP=(1 =2 1 etque A% =-3A.
T 1 =2
On en déduit (de proche en proche, par titonnements) que

VpeN, AP =(-3)PA etque VpeN*, A% = (=3P 'A%

#  Le polynome X3 + 3X = X(X? + 3) est un polyndme annulateur de A, c’est méme son polynome
minimal et son polyndme caractéristique — mais c’est inutile de le savoir, ¢a ne simplifierait pas nos calculs.

On en déduit que
+o00 p 1t2‘p s ptZ‘P-H
VteR, exptA—13+(Z ) (Z (2p +1)! )'A
p=1 p=0
00 2p+1 —1)P 2p
=Is+]'(z zxf]t > ( (”2(\@'”)/\2

\/g p:O p+ b= 1 ( p)

[ 1 2} sm\ft COS\[
3 V3

En tenant compte de la condition initiale,

X(t) = % (:5}) +\/§- {COS\[ V3 (_}2) +sinV3t- 7 (—T])}

pour tout t € R.

Comme les deux vecteurs qui apparaissent dans le crochet sont unitaires et orthogonaux, on
reconnait bien le paramétrage d'un cercle de rayon \/% et de centre % - (5,—1,-1).

On vérifie sans peine que ce cercle est contenu dans le plan [x +y +z = 1].
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Soient X et Y, deux variables aléatoires a valeurs dans IN, définies sur un espace de probabilité (Q, A, P),
indépendantes et de méme loi. On suppose que X admet un moment d’ordre deux et que la variable aléatoire

L=X+Y+1

suit la loi géométrique 4 (p).

[1. ] Calculer E(X) et V(X) en fonction de p.
[ 2.a. ] Calculer la fonction génératrice de X.

[ 2.b. ] Endéduire la loi de X.

[1. ] Comme Z suitlaloi ¥(p), alors E(Z) =1/, et V(Z) = d/p2.
@ Comme X et Y ont méme loi et par linéarité de 1’espérance,

E(Z)=EX)+EY)+1=1+4+2E(X)
et donc 1
—P q
E = —
(X) g 7p
@ Par ailleurs, comme X et Y sont indépendantes,

V(Z) = V(X +Y) = V(X) + V(Y) =2V(X)

et donc V(X) = 2_%.

[2.a. ] Comme Z suitla loi 4(p), alors

pt
1—qt’

Vtelo,1], Gz(t)=
OrZ =X+Y +1etcomme X et Y sont indépendantes,

Vtel0,1], Gz(t)=E(t?) =EtXt t") =EtX*).E(tY).t = t[Gx(t)]z.

Or Gx(t) > 0 pour tout t € [0, 1] (somme de termes positifs), donc

P
t 1 t) = .
v E[O» L GX() 1_qt
[2.b.] Onsait que
1 iz —1/2)(=3/2)-- [k = 1)/2]
Vuel-1,1[, ﬁ_(1+u 1+Z o uk.
Par conséquent, avecu = —qt (o1 0 < q < 1),

+o00 k
Vte o], Gx(t):\/ﬁ{z (215) jk tk}

k=0

Comme le rayon de convergence d'une série génératrice est au moins égal a 1, on peut identifier les
coefficients terme a terme. On en déduit que

VkeN, P(X=k) = \/;kq (k)
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Soient u et v, deux endomorphismes de E, espace vectoriel complexe de dimension finie. Démontrer que
toute valeur propre A de w o v est aussi une valeur propre de v o u.
Indication : on distinguera les cas A = 0 et A # 0.
w CasA=0
Puisque E est un espace de dimension finie, le réel 0 est une valeur propre de u o v si, et
seulement si, det(uov) = 0. Or

det(vou) = detv.detu =det(wov) =0

donc 0 est aussi une valeur propre de v o u.

& Variante sans déterminant.
Si 0 n’est pas une valeur propre de v o u, alors v o w est injectif, donc u est injectif, donc (Théoreme
du rang, puisque u est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie) u est inversible. De ce fait,

I'endomorphisme

v=(vou)ou~!

est injectif comme composé d’endomorphismes injectifs et w o v est alors injectif (pour la méme raison).

@ CasA#0
Soit x € E, un vecteur propre deuovassociéa A # 0 :

u(v(x)) =A-x # 0

(puisque A # 0 par hypothese et x # O en tant que vecteur propre). Par conséquent, v(x) # Og et en
composant par v 1’égalité précédente, on obtient

vu(v(x))] =v(A-x)

c’est-a-dire
(vou)(v(x)) =A-v(x).

Comme v(x) # Og, on en déduit que v(x) est un vecteur propre de v o u associé a A.
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Soit E = €°(R,R). Pour f € E, on définit T(f) en posant T(f)(0) = f(0) et

Vx£0, T)(x) = % r f(t) dt.

[1. 1 Démontrer que T(f) est de classe €' sur R* et que
Vx>0, x[T()]'(x)+TH)(x) = f(x).

[2. ] Démontrer que T(f) est continue en 0. En déduire que T est bien un endomorphisme de E.

[3. ] Soit A € R, une valeur propre de T.

[ 3.a. ] Démontrer que A # 0.

[ 3.b. ] Démontrer qu’un vecteur propre de T associé 4 une valeur propre A est une solution de I'équation
différentielle suivante.

Vx>0, y'(x)= y(x)

En déduire que le spectre de T est contenu dans 10, 1].

[1. ] Comme f est continue sur R, on déduit du Théoréme fondamental que T(f) est de classe %’
sur R* et que

x 1 —T(f)(x) + f(x)

YV x %0, [T(f)]’(x)z;—gj fdt+ f(x) = -

0
[2. ] Onrecommence avec le Théoreme fondamental !

En notant F, une primitive de f sur R,
Vx#0,  T()(x) = w

Comme F est une primitive de f, on en déduit que
lim T(f)(x) = F'(0) = f(0) = T(f)(0),
x—

ce qui prouve que T(f) est continue en 0.

@ Onadéja démontré que T(f) était continue sur R*, donc T(f) est bien continue sur R et T est
bien une application de E dans E.

@ Lalinéarité de l'intégrale permet de vérifier facilement que

VxeR, TAf+g)x)=AT(f)(x)+ T(g)(x)

quelles que soient les fonctions f et g dans E. Par conséquent, T est bien un endomorphisme de E.
[3.a. ] SoitA € R, une valeur propre de T. Il existe donc une fonction f € E non identiquement nulle
telle que T(f) = Af. D’apres la premiere question,

Vx#£0, Axf/(x)+Af(x) = f(x). (%)

SiA =0, alors f doit étre identiquement nulle sur R* et comme f est continue sur R, il faudrait que f
soit identiquement nulle sur R : c’est impossible par définition des vecteurs propres.
Donc 0 n’est pas valeur propre de T et ’application linéaire T est injective.
[ 3.b.] Onreprend les calculs précédents. Comme A # 0, 'équation différentielle (x) donne :
1 =A f(x) 1T—A

Vx>0, f'(x) = o -f(x):a-T avec a=-——.

Une fonction f est solution de 1'équation différentielle y'(x) = $y(x) sur J0, +ool si, et seule-
ment si, il existe une constante K € IR telle que f(x) = Kx® pour tout x > 0. On impose ici f € E, donc
il faut que f ait une limite finie au voisinage de 0 et donc que a € R,..

L'étude du signe de a = '5» montre que : si A est une valeur propre de T, alors 0 < A < 1.

# 1l est facile de vérifier la réciproque : pour tout réel 0 < N < 1, le parametre a = 52 est positif

et on déduit de I'équation différentielle () que f est un vecteur propre de T associé a la valeur propre A si, et
seulement si, il existe deux constantes K et K_ telles que

Vx <0, f(x)=K_[x|* et Vx>0, f(x)=K.x

La continuité de f n’impose aucune contrainte sur les constantes K_ et K., donc le sous-espace propre de T
associé a A est un plan.
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Soit @ € €*(R,R). Pour (x,y) € U=R* x R, on pose

f(x,y) = @(VA).

[1. 1 Démontrer que U est un ouvert de R?.

[2. 1 Démontrer que f est de classe €% sur .

[3. ] Calculer le laplacien de f.

[4. ] Omnsuppose que f est harmonique sur U (soit Af(M) = 0 pour tout M € U). Que dire de ¢ ?

[1. ] L'ensemble U est le complémentaire de la droite vectorielle [x = 0]. Un sous-espace de di-
mension finie est toujours fermé, donc U est ouvert (en tant que complémentaire d'une partie fer-
mée).

#  Variantes

@ Siunesuiteu, = (Xn,Yn) de points dans U converge vers un point € = (€, ), alors en particulier
Yn converge vers by. Or yn = 0 pour tout n € N (par définition de U°), donc Ly = O et par conséquent
¢ € UC. Ainsi, la partie UC est fermée (car stable par passage a la limite) et son complémentaire U est donc
ouvert.

@ On peut aussi interpréter U comme I'image réciproque de R* par I'application

n=[(x,y) —x] : R?> > R.

L’ensemble R* = ]—o00,0[ U]0, +-oc0[ est ouvert (en tant qu'union de deux ouverts de R) et I'application m est
continue (application linéaire définie sur un espace de dimension finie), donc U est ouvert (image réciproque
d’'un ouvert par une application continue).

Autre variante

On peut aussi représenter graphiqguement U (c’est le complémentaire de I'axe des ordonnées) et consta-
ter I"évidence : on voit bien que U est un voisinage de chacun de ses points (a montrer sur la figure!).

[2. ] Analysons la définition de f:

Uu — R — R
(X»H) — Yh f(xay)

la fonction f est la composée d'une fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas sur
l'ouvert U par la fonction ¢ : c’est donc la composée d"une application de classe € par une appli-
cation de classe €2, donc f est de classe €2 sur U.

[3. ] Onapplique la formule de dérivation des fonctions composées.

RIS AL

2 3 5

BB ) 1)
et par conséquent

st g0+ S0 = B0 (1) + 52w )

pour tout M = (x,y) € WL

# Laregle de la chaine est inutile ici, car la fonction ¢ est une fonction d’une seule variable réelle.

[4. ] Sur U, on a toujours x # 0, donc f est harmonique si, et seulement si,

V(xy) €U, XzAf(X)U) =0,

den [ (2] (2) 02 (2) (%) =0

Comme 'application (x,y) — Y/x est surjective de U dans R, on en déduit que f est harmonique sur
U si, et seulement si,

c’est-a-dire

ViteR, (1+t3)e”(t)+2te'(t)=0. (E)
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Il s’agit en fait d’une équation du premier ordre en ¢’, donc sa résolution se fait en deux étapes.
L’'application ¢ est solution de I'équation (E) si, et seulement si, il existe deux constantes K
et K, telles que
vVteR, o(t)=K;+K;Arctant.

Par conséquent, la fonction f(x,y) = ¢(¥/x) est harmonique sur U si, et seulement si, il existe
deux constantes K; et K; telles que

v (X»U) S U, f(ny) = K] + Kz Arctan %
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Soit X, une variable aléatoire suivant la loi géométrique G(p) définie sur I'espace probabilisé (Q, A, P).
[1. ] Calculer la probabilité pour que X soit paire et la probabilité pour que X soit un multiple de 3.
[2. ] Ces événements sont-ils indépendants ?

[1. ] Comme X est, par hypothese, une variable aléatoire a valeurs dans N et définie sur (Q, A, P),
alors
YynelN, [X=n]eA

Par conséquent,
A= || X=2K et B= | | X=3K
keEN* keEN*

sont deux événements (= des éléments de la tribu A).
Par o-additivité de P, on en déduit que

+00 too
PA)=) PX=2k)=) p(1-p)* " =p(1—p) (]1]9)2 = ;_E’
k=1 k=1

1 ~ (—p)
1—(1—=p)3 3-3p+p?

400 +o00
P(B)=) P(X=3k)=) p(1—p)* " =p(1-p)*
k=1 k=1

[2. ] Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, X est simultanément multiple de 2 et multiple de 3 si,
et seulement si, X est multiple de 6 :

ANB= |_| X = 6K]

KEN*
et, comme précédemment,
= 1
P(ANB) = ]; P(X=6k) =p(1—p)°- [Er——

Or
1-q°=(1-q)(1+¢>) =0-¢>1+q)(1—q+q?).

# Cest toujours utile de bien connaitre les racines sixiemes de l'unité...

Donc ( e ( 2
1—p 1—p
P(ANB) = =P(A)P(B) ———.
B3 vz P pipd) AR
Comme (1—p)? = 1-2p+p? # 1—p+p? pour tout p € 10, 1[, on en déduit que P(ANB) # P(A).P(B)
et donc que ces deux événements ne sont pas indépendants.
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On considere une suite (Un )nen définie par la donnée de 0 < wy < ™5 et par la relation de récurrence
suivante.
vVneN, Un41 = SINUyp.

[1. ] Démontrer que la suite (un )nen converge. Préciser sa limite.
[2. | Etudier la nature de la série Y_(un 1 — Wn). En déduire la nature de la série 5_ u3.
[3. 1 Etudier la nature de la série
Z n Un+1 )
Un

En déduire la nature de la série 3 uZ.
[1. ] Parhypothese, 0 < up < /2 et on sait que
vV x € [0, 2], 0 < sinx < min{x, 1}.
Par conséquent, u,, € [0, 1] pour tout n € N* et
Vn>1, 0 < Uupyg =sinuy < Un.

En tant que suite décroissante et positive, la suite (1, )nen est convergente.
La suite extraite (un+1)nen converge elle aussi, vers la méme limite. Or u, 41 = sinu, pour
tout n € N et sin est continue sur IR, donc la limite { vérifie sin{ = {, c’est-a-dire £ = 0.

#  On doit connaitre quelques propriétés de sin.

[2. ] Lasérie } (uni+1 —un) est une série télescopique. Comme la suite (i, )nen est convergente,
la série ) (un41 — Un) est convergente.
Le terme général de cette série est négatif (puisque la suite (un )nen est décroissante), donc
cette série est en fait absolument convergente.
a  Comme u, tend vers 0, on déduit du développement limité de sin au voisinage de 0 que

3
. un 3
u =sinu Uun, — — +olu
n+1 n ntoo n 6 ( n)
et donc
3
u, o~  —6(upyr —un).

n—-+oo

Comme la série Y (un41 — Un) est absolument convergente, on en déduit que la série S ud est
absolument convergente.

#  On ne peut appliquer AUCUN théoréme de comparaison i une série semi-convergente.

[3. ] Comme u, tend vers 0 par valeurs strictement supérieures, la suite de terme général {nu,
tend vers —oo. Or

Unt1
Vn>1, in 2 = fnungg — Mun.
Un

Il s’agit a nouveau d’une série télescopique, mais elle est divergente.
@ On sait que

: 2
sinx X
= 1——+o(x?)
X x—0 6
et donc que
: 2
sinx X
{n = —— +o(x?)
X x—0 6
Par conséquent, comme u,, tend vers 0,
2
Un+1 —Un
{n ~ —
U, n—o+oo 6
c’est-a-dire u
1
uw ~ —6n =
n—+oo un

Le second membre est le terme général positif d'une série divergente, donc la série 3 u? est diver-
gente.

#  On peut démontrer a I'aide du Théoreme de Cesaro que Wy, ~ +/3/n. Cet équivalent explique les
résultats précédents.



