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rms130-319

Soit (Wn)nen, une suite complexe de limite nulle. On pose
“+o0o
f(t) =) unt™
n=0

[1. ] Démontrer que f est définie sur ]—1,1[.
[2. ] Démontrer que
lim (1 —t)f(t) =0.

t—1—

[1. ] Comme la suite (1, )nen tend vers 0, alors

Viel-1,1,  unt® = oft")

n—-+oo

et comme la série géométrique ) t™ est absolument convergente pour tout t € ]—1,1[, la série
> unt™ est (absolument) convergente. Donc la somme f est définie (au moins) sur |1, 1[.

[2. ] Silerayon de convergence R de la série entiéere ) u,t™ est strictement supérieur a 1, alors la
somme f est continue sur ]—R, R[ et en particulier continue en 1. Le résultat est alors évident.

% La démonstration ci-dessous suit les grandes lignes de la démonstration du Théoreme de Cesaro.

@ Soit e > 0. Il existe un rang N, € N tel que
Vn > N, lunl < e.
Par conséquent, pour tout 0 <t <1,

N 400 N c
\f(t)\g‘Zuktk‘Jra > t“g‘Zuktk‘+]_t
k=0 k=N, +1 k=0

donc

Ne
vo<t<l, [0-0f]<(-1| Y wt|+e.
k=0

@ L’expression étant une fonction continue de t € IR, il est clair que
N €
lim (1 - 1)| K=o
t—1 ( ) Z Uit 0
k=0
Par conséquent, il existe un réel 0 < < 1 tel que
N €
Vi—a<t<l, O<(1—t)’Zuktk‘<£.
k=0

@ On a ainsi démontré que, pour tout € > 0, il existait un réel 0 < o« < 1 tel que
Vtell — a1, |(1—t)f(t)| < 2e.

Autrement dit :
lim (1 —t)f(t) = 0.

t—1—

#  Variante. Merci VO-D!
Développons le produit :

+00 “+o00 +o00 “+00
Vo<t<, D=0f() =) unt™ =D upt™ =3 upt™ = ) up "
n=0 n=0 n=0 n=1

+oo

=uo— ) (up—up )t

n=1
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Comme la suite (un)nen est convergente, la série télescopique Y (un — un_1) est convergente. D’apres le
Théoréeme d’Abel radial, la somme de la série entiere ) (Wn —un—1)t™ est continue sur [0, 1] et en particulier

“+o0 “+o0
Hm ) (un —un )" =) (Un —un 1) = —o.
t—1—

n=1 n=1

Par conséquent,
Iim (1 —t)f(t) =up—ug =0.
t—1—
- Cette démonstration est beaucoup plus courte que la précédente car la démonstration du Théoréme
d’Abel radial contient beaucoup d’informations.
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| Soient n € N* ety € G, un cycle. Ecrirey comme un produit de transpositions.

#  Une chose est de savoir comment le groupe symétrique &Sy, est engendré (par les transpositions, par
les cycles...), autre chose est de savoir expliciter une factorisation d'une permutation o!

Soit 0 € &,,.
a  Sio(n) =n,alors on pose 07 = 0. Sinon, on considére la transposition

= (n on))
et on pose 01 = T, o 0. Dans les deux cas, on observe que
o1(n)=n.

a ]I ne reste plus qu’a continuer le processus, en augmentant a chaque étape le nombre de
points fixés par la permutation.
@#  (HR) En supposant connue une permutation oy telle que

Vyn—k+1<i<n, ox(i) =i,

— ou bien o (n — k) = n — k, c'est-a-dire que oy fixe k + 1 points (tous les entiers compris
entre n et (n — k) inclus) et on pose directement oy1 = oy ;

— ou bien ox(n — k) # n —k, donc ox(n — k) < n — k (HR et injectivité de o}) et on pose
alors ok1 = Tn_x © O OU Tn_x est la transposition définie par :

Tk =(n—k ox(n—Xk).
Dans les deux cas, on dispose d'une permutation oy qui fixe (k + 1) points :
Vn—(k+1)+1<i<n, o (i) =i

a  Le processus s’arréte avec la permutation o, qui fixe (n — 1) points : les entiers 2, ..., n et
qui fixe par conséquent aussi 1 (puisque 1 < on—1(1) < 2).
En notant T;,, ..., Ty,, les transpositions introduites dans ce processus (avec 0 < r < m), ona
donc
On—1 =Id= (1, 0---013,) 00
c’est-a-dire

0! =Tj, 0+ 0Ty,

et par conséquent

_ 1 —1
U_Ti1 O'”OTir

:Ti1 O"'OTiT
puisqu’une transposition est son propre inverse (élément d’ordre deux).
@ Variante facile a retenir
On peut vérifier qu’on peut décomposer un cycle en produit de transpositions rien que par

la puissance de la relation de Chasles :
(ar,a2,a3,...,an-2,0n-1,an) = (a1,az2) o (az,az) oo (An—2,an—1) o (An_1, an).
(Démonstration par récurrence sur n, bien entendu.)

#  L'exercice [130-470] montre que toutes les transpositions de Sy, sont conjuguées. En particulier, pour
quels que soient les entiers i # j, les transpositions

i) et (1)
sont conjuguées. En suivant au plus pres les explications du [130-470], on constate que
Vizj, (i §) =0 i)o(1 j)o(1 i),

ce qui prouve que le groupe symétrique est aussi engendré par les transpositions de la forme (1 1).

#  On rappelle la méthode pour factoriser en produit de cycles de supports deux a deux disjoints.

Les supports des différents cycles sont les orbites de la permutation o : chaque entier 1 < k < n
appartient a une, et a une seule, orbite sous 'action de o et la restriction de o a chacune de ces orbites est un
cycle.

On commence par identifier I'orbite de 1, ce qui définit un premier cycle. On continue en identifier
Uorbite du plus petit entier qui n’appartient pas a I’orbite de 1, ce qui définit un second cycle. Etc.

Merci au Chasles fan
club!
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|| Soit n € IN*. Déterminer les morphismes de (Sy,, o) dans (C*, x).

#  On connait un morphisme trivial de (&y, o) dans (C*, x) : l'identité! Et aussi un morphisme beau-
coup moins trivial : la signature. Nous allons démontrer qu’il n’en existe pas d’autre.

On considére un morphisme de groupes
¢ 1 (6n,0) = (€7 x).

@ Soit T, une transposition (ou 2-cycle). Comme 1> = Id et que ¢ est un morphisme de groupes,
on a donc

[o(1)] = @(1d) =1

et donc (1) = +1.
@ Nous allons maintenant vérifier que la valeur de ¢ (1) est la méme pour toutes les transposi-
tions.
Considérons quatre entiers i # j et k # £ compris entre 1 et n et les transpositions

=01 j) et m=(k 0.
Comme i # j et k # {, il existe une permutation o € &,, telle que
olk)=1 et o(f)=j
et nous allons vérifier que

T2=0“7] 0Ty 0O0.

#  La transformation

Ti—>0‘71o’roo-

est la conjugaison par o et est I'analogue exact de la relation de similitude sur les matrices carrées

M — P~ TMP.

1

11 est en particulier intéressant de comparer les points fixes par T et les points fixes par ' o To 0 — de méme

qu'il est intéressant de relier les vecteurs propres de M aux vecteurs propres de P~ MP.

Tout d’abord,
S R B S

12
lq
~

e
et d’autre part, pour tout x ¢ {k, £}, comme o est injective,
x = o(x) {i,j}
puis
T7 0 0(x) = o(x)
car o(x) ¢ {i,j} et donc finalement

1

o 'otio0(x)=0""oo(x) =x.

Tout cela montre bien que 1, = o 'oTio00.

@ Revenons au morphisme ¢ : puisque c’est un morphisme,

0(12) = [0(0)] " x @(T1) x [0(0)] = @(T1).

Ainsi, il n'y a que deux possibilités :
— oubien ¢(1) =1 pour toute transposition T;
— ou bien ¢ (1) = —1 pour toute transposition T.
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@ Or le groupe symétrique &,, est engendré par les transpositions : pour toute permutation
0 € G, il existe un certain nombre p de transpositions 1, ..., T, telles que

0O=Tpo0---0Ty.
Comme ¢ est un morphisme, on en déduit que
P
e(0) =] elmo).
k=1

Par conséquent,
— si @(T) = 1 pour toute transposition T, alors ¢ = Id;
— si @(T) = —1 pour toute transposition T, alors ¢ est la signature.
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|| Soit G, un sous-groupe fini de GL, (C) tel que G N SL,(C) = {1,}. Démontrer que G est cyclique.

L’application det : GL,(C) — C* est un morphisme de groupes (multiplicatifs) et son noyau est, par
définition, le sous-groupe SL,(C) :

SL, (C) = {M € GL2(C) : detM = 1}
@ Par conséquent, 'image par det du sous-groupe fini G :
D = {detg, g € G}

est un sous-groupe fini de (C*, x).
Comme G N SL,(C) = {I,}, la restriction du morphisme det a G est injective :

detg =1
{ geG & ge GNSL,(C)

donc #(D) = #(G).
@ Soitn € N*, 1'ordre de G (et donc celui de D). Comme 'ordre d’un élément divise I'ordre du
groupe,
VYge G, (detg)"=1

ce qui prouve que det g est une racine n-iéme de l'unité.
On a donc
D cUn et  #D)=#U,)=n

ce qui prouve que D = TU,,.
@ En particulier, il existe go € G tel que
detgo = (n = 2™/
et par conséquent
U, = {det(g§), 0 <k <n}.

On a justifié que le morphisme det : G — D = U, était injectif et comme il est surjectif par
construction, on en déduit que
G ={g5,0 < k <n}=(go).

# On aurait pu conclure plus vite : ayant établi que det était un isomorphisme de groupes de (G, x) sur
(Un, %), on savait que G était cyclique (tout groupe isomorphe a un groupe cyclique est lui-méme cyclique).
On aurait également pu invoquer le premier résultat du [468] : comme det est un isomorphisme de G
sur Un, alors go est un générateur de G si, et seulement si, det go est un générateur de Us,.
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Soient n € IN* et IK, un corps. On considére une application non constante
f:Ma(K)— K

telle que
vV A,B € M, (K), f(AB) = f(A).f(B).

Démontrer que M € I, (KK) est inversible si, et seulement si, f(M) # 0.

#  L'application f vérifie une propriété de type morphisme de groupes mais ce n’est pas un morphisme
de groupes ! L'ensemble de départ : Iy, (IK) est un groupe additif, certes | mais ce n’est pas un groupe multi-
plicatif...

L’idée générale pour résoudre un tel exercice consiste a choisir les matrices A et B de maniére variée
pour exploiter au mieux les propriétés de M, (K).

a AvecA=1,,0na
VB eMm,(K), f(B)="F(L,)f(B).

Comme f n’est pas constante, il existe au moins une matrice B telle que f(B) # 0, donc
f(In) = 1.
.  Sj la matrice M est inversible, alors
fIMFM™) = f(MM ™) = £(I,) = 1,
ce qui prouve d'une part que f(M) # 0 et d’autre part que
VM e GL,(K), fM")=[fM)] "

# Avec A =0,,0na
VB e M, (K), f(0n)f(B)="~(0n).

Comme la fonction f n’est pas constante, il existe au moins une matrice B telle que f(B) # 1 = f(I,,),
donc
f(0n,) = 0.

@ Considérons la matrice de rang r de référence :
Jr = Diag(lh On—r) € M, (K).
1l s’agit d"un projecteur : J2 = J, donc
[F(J:)1% = £(r)

et par conséquent
V1<T‘§ﬂ., f(JT):O ou f(]r):]

@ Toute matrice M, de rang 1 est équivalente a cette matrice J, : il existe deux matrices inver-
sibles P et Q telles que
Jr = Qi1 M. P

et par conséquent (f(P) # 0 et f(Q) # 0 car P et Q sont inversibles)

f(J,) = ff((g)) FM,).

Cela prouve que f(J,) = 0 si, et seulement si, f(M,) = 0 pour foute matrice M, de rang r.
@ Onsait donc que f(Jn) = f(In) =1 et que

Y1<k<n, f(J,)e{0; 1}

Considérons donc
p=min{T <r<n: f(J,) =1}
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(Il s’agit d'une partie non vide de N — elle contient au moins r = n — donc I’existence du minimum
est donc assurée.)
Par définition, f(J,) = 1 et, comme la matrice

Ji, = Diag(0n—p, Io)
est aussi une matrice de rang p, alors f(J,) # 0. On en déduit que
f(JoJ4) = FJo)E(J4) # 0.

Or le rang de la matrice
]P]é = Diag(oﬂ—pv Lp—n, On—p)

estégal a 2p —netsip < mn,alors
2p—m=p—(n—p)<p.
Par définition de p, on a f(M,) = 0 pour toute matrice M, de rang r < p et donc en particulier
f(JoJp) = 0.
II faut donc que p = n, ce qui signifie que
Vi<r<n, f(J;) =0

et par conséquent que
f(M) =0

pour toute matrice non inversible M.



rms130-498

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et f, un endomorphisme de E tel que 2 soit
un projecteur.

[1. ] Démontrer que f est trigonalisable.

[2. 1 Démontrer que f est diagonalisable si, et seulement si, rg(f) = rg(f?).

[1. ] Par hypothese, f* = 2, donc
X=X =X*X=1)(X+1)

est un polyndme annulateur de f.

Comme I'endomorphisme f admet un polynéme annulateur scindé, il est trigonalisable.
[2. ] Onsait que XZ2(X —1)(X + 1) est un polyndéme annulateur, produit de trois facteurs deux a
deux premiers entre eux. D’aprés le théoréme de décomposition des noyaux,

E = Ker f? @ Ker(f — Id) & Ker(f +1d). 1)

» Pour tout endomorphisme f, on sait que Ker f C Ker 2.
Sirgf = rg 2, alors dim Ker f = dim Ker f? (Théoréme du rang) et par conséquent Ker f =
Ker 2 (inclusion et égalité des dimensions).
On en déduit que
E =Kerf @ Ker(f —1d) ® Ker(f + Id)

et donc que f est diagonalisable.

» Supposons que f soit diagonalisable. Le polyndme minimal de f est alors scindé a racines simples
et il divise X?(X — 1)(X + 1), donc il divise aussi X(X — 1)(X + 1).

Par conséquent, X(X—1)(X+1) estannulateur. Comme ce polynome est le produit de trois fac-
teurs deux a deux premiers entre eux, on peut appliquer le théoreme de décomposition des noyaux
et en déduire que

E = Ker f @ Ker(f —1d) ® Ker(f + 1d). (2)

Comme E est de dimension finie, on en déduit de (1) et de (2) que

dim E = dim Ker f + dim Ker(f — Id) + dim Ker(f + Id)
= dim Ker % + dim Ker(f — Id) + dim Ker(f + Id)

et donc que dim Ker f = dim Ker f2. D’apreés le Théoréme du rang,

rg f = rg 2.

#  L'endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si, il admet un polyndme annulateur scindé a
racines simples.
Comme X2(X — 1)(X + 1) est annulateur, on en déduit que f est diagonalisable si, et seulement si, le
polynome
X(X=1(X+T1)

est annulateur de f.
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Soient E, un espace vectoriel complexe de dimension finie (non nulle) et u, v, deux endomorphismes de E.
Démontrer que u et v admettent un vecteur propre commun dans chacun des trois cas suivants.

[1. ] wuov=0

[2. ] uoveC-u

[3. ] wove Vect(u,v)

#  On considere ici un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle. Sur un tel espace, un
endomorphisme admet toujours un polyndme annulateur scindé (polyndme minimal ou caractéristique par
exemple) et par conséquent, il admet nécessairement au moins un vecteur propre.

Cette remarque est fondamentale, elle sert de nombreuses fois dans cet exercice.

[1. ] Considérons un vecteur propre xo € E pour 'endomorphisme v : il existe un scalaire u € R
tel que

V(x0) = K- xo.
On sait alors que

u(v(xo)) =0.

a  Sip # 0, le probleme est réglé! En effet, dans ce cas, le vecteur v(xo) n’est pas nul (ni le
scalaire p, ni le vecteur xo ne sont nuls), donc v(x) est un vecteur propre de u associé a la valeur
propre A = 0 et, par linéarité de v,

v(v(x0)) = V(- x0) = - v(xo)
donc v(x¢) est aussi un vecteur propre de v associé a la valeur propre p.

@ Fort bien, mais si u = 0? Dans ce cas, v(xo) = 0 n’est pas un vecteur propre!
» Siv est 'endomorphisme nul, alors on considére un vecteur propre x; de u et comme

v(ix1)=0=0"-%

ce vecteur x; est bien un vecteur propre de v aussi.

» Supposons que Vv ne soit pas I'endomorphisme nul. Dans ce cas, Imv est un espace vectoriel com-
plexe de dimension finie non nulle qui est stable par v.

Il existe donc un vecteur propre yo = v(zo) € Imv pour I'endomorphisme de Im v induit par
restriction de v. C’est bien entendu un vecteur propre pour v!

Et comme u(yo) = (uwov)(zo) =0, on en déduit que yo est un vecteur non nul du noyau de
u, c’est donc un vecteur propre de u (associé a la valeur propre 0).

Le vecteur yo est donc un vecteur propre commun a u et a v.
[2. ] Onsupposeici qu'il existe un scalaire a € C tel que

uov=a-u.

Autrement dit, par linéarité de u,
uo(v—a-Id)=0.

D’apres la question précédente, les endomorphismes u et v — a Id admettent un vecteur propre com-
mun. Comme les vecteurs propres de v — ald sont aussi des vecteurs propres de v :

(v—ald)(xo) =A-x0 & v(xo) =(A+a)-xo

on en déduit que u et v admettent un vecteur propre commun.
[3. ] Onsuppose enfin qu'il existe deux scalaires a et b dans C tels que

uov=a-u+b-v.
Par linéarité de u et de v, on en déduit que

(u—bld)o(v—ald) = abld.
~————— ——

Up Va

On distingue alors trois cas.
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» Si ab # 0, alors les endomorphismes uy, et v, sont inversibles et, a un facteur pres, réciproques
I'un de l'autre. En particulier, ces deux endomorphismes commutent et il en va donc de méme pour
uetv.

Les valeurs propres de uy (et donc aussi celles de v,) sont différentes de 0. Si xo est un
vecteur propre de uy, associé a A, alors xo est un vecteur propre de v, associé a ab/y :

Up(x0) =A-x0 = (ab)-xo =va(A-x0) =A-v(xo)
ab
= Valxo) = 5= Xo.

Cela prouve (par symétrie) qu'un vecteur xo est un vecteur propre de uy, si, et seulement si, c’est un
vecteur propre de vq.

On en déduit comme plus haut que x¢ est un vecteur propre de u si, et seulement si, xo est
un vecteur propre de v.

Et comme E est un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle, u et v admettent
au moins un vecteur propre en commun.

» Siab =0, on doit distinguer deux sous-cas :
> Sib=0,alorsuov=a-uetonest ramené au cas précédent.

> Sia = 0,alors up ov = 0 et on est cette fois ramené au premier cas : il existe au moins un
vecteur propre commun a up et a v et comme u et up ont les mémes vecteurs propres, on en déduit
qu’il existe au moins un vecteur propre commun a wetav.
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Soient E, un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2 et u, un endomorphisme de E. On suppose que
les seuls sous-espaces vectoriels stables par w sont {Og } et E. Démontrer que n = 2.

Supposons que u admette une valeur propre (réelle). Dans ce cas, il existerait aussi un vecteur propre
x (non nul...) et la droite R - x serait stable par u.
D’apres I'énoncé, seuls {0} et E sont stables par u avec dimE > 2.
Par conséquent, le spectre (réel) de u est vide et u n’admet aucun vecteur propre.
@ Considérons le polyndme minimal de u et factorisons-le en produit de polyndémes irréduc-

tibles unitaires :
.

P=T]rre
k=1

Les facteurs Py étant des polyndmes irréductibles deux a deux distincts, les facteurs P."* sont deux
a deux premiers entre eux. D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,

T
E= @ Ker P (u).
k=1

Pour tout indice 1 < k < 71, le sous-espace Ker Py (u) est stable par u, distinct de {0} (puisque Py est
un diviseur du polyndme minimal) et

Ker Py (u) C Ker P (u)

puisque my > 1.
@ D’apres I'hypothése de 1'énoncé,

Vi<k<r, KerPg(u)=E.

Mais comme les sous-espaces vectoriels Ker P,’"* (1) sont en somme directe, on doit en conclure que
T =1etque KerPy(u) =E.

Le polynéme minimal de u est donc irréductible : P = P;.

@ Dans R[X], les polynomes irréductibles sont d"une part les polyndmes de degré 1 et d’autre
part les polyndmes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

Les racines (réelles) du polynéme minimal sont les valeurs propres de u et on a constaté
pour commencer que u n’avait pas de valeurs propres. Par conséquent, son polynéme minimal est
un irréductible de degré 2.

¢ Notons X2 + aX +b, le polynéme minimal de u et considérons un vecteur xo # Ok.

Si les vecteurs xo et u(xo) étaient colinéaires, alors x¢ serait un vecteur propre de u : il n’en

existe pas, on I’a déja vu! Par conséquent, la famille (xo,u(xo)) est libre et le sous-espace

F = Vect(xo, u(xo))

est un plan.
Comme u? + au+ bl = wg, alors

u(u(xo)) =—b-xo —a-u(xe) € F

et par suite, le plan F est stable par u.
Or on a supposé que E était le seul sous-espace distinct de {0} qui soit stable par u. Donc
E = F est bien un plan vectoriel.
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Soient Ay, ..., Ay dans Sy (R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
matrice A € Sn(R) telle que
vV1<ig<p, A;eR[AL

Quelle que soit la matrice A € 9, (K), la sous-algebre K[A] est commutative.
Par conséquent, s'il existe une matrice A € Sy, (IR) telle que

v1<i<p, A € KI[A],
alors les matrices A; commutent deux a deux :
V1 <1,] <p, AiAj :Ain.

@ Réciproquement, chaque A; est une matrice symétrique réelle, donc (Théoréme spectral)
chaque matrice A; est diagonalisable :

¥1<i<p, 3P € On(R), P;'A;Pi =D;i € D,(R).

(On note ici Dy, (R) le sous-espace des matrices diagonales réelles.)
Si, de plus, les matrices A; commutent deux a deux, alors les matrices A; sont co-diagonalisables :

JPeO0,(R), VI<i<p, P TA;P=A;eD,(R).

# Autrement dit, la méme matrice de passage P convient pour toutes les matrices A; !

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur le nombre de matrices et, pour des raisons
de commodité, nous allons raisonner sur des endomorphismes symétriques plutot que sur des matrices symé-
triques réelles.

Le point clé de la démonstration qui suit est le suivant : si deux endomorphismes f et g commutent,
alors tout sous-espace propre de f est stable par g.

INITIALISATION.— Comme f; est un endomorphisme symétrique, il existe une base orthonormée
%, de E telle que Matg, (1) soit diagonale (Théoréme spectral).

HYPOTHESE DE RECURRENCE.— On suppose que, pour un certain entier p > 1, pour tout espace
euclidien E, pour toute famille (fy, ..., f,) d’endomorphismes symétriques de E qui commutent deux
a deuy, il existe une base orthonormée %, (E) de E telle que la matrice

Matz, () (fx)

soit diagonale pour tout 1 < k < p.
Ce n’est pas une hypothese de récurrence qui s'improvise...

HEREDITE.— On consideére une famille de (p + 1) endomorphismes symétriques

(f1)-~->fp>fp+l)

d’un espace euclidien E et on suppose que ces endomorphismes commutent deux a deux.
@ D’apres le Théoreme spectral, 'endomorphisme f, 1 est diagonalisable et ses sous-espaces
propres sont deux a deux orthogonaux :

€L

E= @ E.a-

Aesp(fp«l»l )

Comme f, 1 commute a chaque endomorphisme fy, chaque sous-espace propre Eé 41 est
stable par fy et 'endomorphisme de E% 1 induit par restriction de fy est un endomorphisme symé-
trique :

VYA ESP(fpi), VI<k<p, freSE) ).

#  Comme Eg 1 est le sous-espace propre de f, .1 associé a A, il est aussi stable par f,, 1 et I'endomor-
phisme de Eg 41 induit par restriction de f, 1 est un endomorphisme symétrique particulierement simple :
c’est une homothétie !

fg 11 =[x~ A
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Quels que soient T < j, k < p, comme fj et fx commutent, alors
VxeE, (fjofi)(x)=(frxofj)x)
et comme Eé 41 est stable par fj et par fy, alors
VxeEN,y, (fFFofR)(x)=(fofM)(x).

@ On peut donc appliquer I'hypothese de récurrence a 'espace euclidien Eg 41 et aux endo-

morphismes f}, ..., f}. Il existe donc une base orthonormée %), ; de E} ; telle que la matrice

Matg | (f2)

soit diagonale pour tout 1 <k < p.
Comme f; 41 est 'homothétie de rapport A, on en déduit que la matrice

Dﬁat%}é“ (fé_o_] ) =Al

est aussi une matrice diagonale.

a  Comme les sous-espaces propres Ei‘, 41 sont deux a deux orthogonaux et que leur somme est
égale a E, en concaténant les familles orthonormées %’]’3‘ 41 on obtient une base orthonormée %, , 1 de
E.

Pour tout T < k < p + 1, la matrice de fy relative a la base %, 1 est alors diagonale par
blocs :
Matzg, ,, (fi) = Diag(imatggg+1 (), A € Sp(fp+1))

puisque chaque sous-espace Eg 41 est stable par fy.
Et comme chaque bloc diagonal est lui-méme une matrice diagonale, on en déduit que
chaque matrice Matz_ , , (fx) est diagonale.
CQFD!
@ D’apres ce qui précede, il existe donc une matrice P € O, (IR) telle que

V1 <k<p,P AP =Diag(A,1y- -+, Men)-
On pose alors
A = PDiag(1,2,...,n)P""

de telle sorte que
P~'AP = Diag(1,2,...,n).

Comme les réels 1, 2, ..., n sont deux a deux distincts, on déduit de la théorie de Lagrange
que, pour tout 1 < k < p, il existe un polyndme interpolateur Ly tel que

V1 < i < n, Lk(l) = Ak,i-

On a alors
PTAP =L (PTTAP) = P 'L (A)P

et par conséquent
Ay = Lk(A) € RIA]L

» En conclusion : si Ay, ..., A, sont des matrices symétriques réelles, alors il existe une matrice
symétrique réelle A telle que
Y1<k<p, Ap€RIA]

si, et seulement si, les matrices Ay commutent deux a deux.

%  Complément culturel
Si E est un espace de dimension finie, on peut généraliser le résultat précédent.
On consideére une famille quelconque (fi)ie1 d’endomorphismes qui commutent deux a deux :

Vi,jel infj:ijfi.
Comme E est un espace de dimension finie, alors L(E) est un espace de dimension finie et

V = Vect(fi, 1 € 1)
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est aussi un espace de dimension finie (en tant que sous-espace de L(E)).
D’apres le Théoreme de la base incompléte (version base extraite), il existe une famille finie

(fin---)fir)

d’endomorphismes qui soit une base de V.
On peut alors appliquer le résultat précédent a cette famille finie d’endomorphismes : il existe une base

B =(e1y...,en)

de E qui est constituée de vecteurs propres communs aux endomorphismes fy,, ..., fi, :

VI<i<n VI<k<sr, fi(e)=Ay,- e

Or tout endomorphisme f; est une combinaison linéaire des endomorphismes fi,, ..., fi, :

T
fi = E o fiy
k=1

et les vecteurs de 98 sont donc des vecteurs propres de f; :

T T
vi<i<n, filg) =Y axfi(e) = (Z ckak,j) .
k=1 k=1

11 existe donc une base de vecteurs propres commune a tous les endomorphismes f;.
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[1. 1 Lamatrice S est symétrique et définie positive si, et seulement si, il existe une matrice inversible P
telle que S = P.PT.

[2. ] Quelles que soient S € S;i*(R) et T € Sy (R), la matrice ST est diagonalisable.

[3. ] SiA estdiagonalisable, alors il existe S € S5+ (RR) telle que

AT =S TAS.

Etudier la réciproque.

[1. ] SoitS € S;*(R). D’apres le Théoreme spectral, il existe une matrice orthogonale Q telle que
Q".S.Q soit diagonale et les valeurs propres de S sont strictement positives. Il existe donc des réels
ai, ..., an strictement positifs tels que

Q'.S.Q = Diag(as,...,an)?

c’est-a-dire
S = [Q.Diag(al,...,an)].[Diag(m,...,an)T.QT} =PPT

en posant P = Q.Diag(as,...,an), qui est inversible en tant que produit de deux matrices inver-
sibles.
@ Réciproquement, si P est inversible, alors la matrice S = P.P T est symétrique :

S'=(PPH =(PT)TPT=PP" =5
et pour toute colonne X,
XT.8.X = (PX)T.(P.X) = [PX|* > 0.

En outre, si XT.S5.X = 0, alors ||PX|| = 0, donc PX = 0 et comme la matrice P est inversible, alors
X=0.

Ainsi, la matrice P.P" est symétrique définie positive, quelle que soit la matrice inversible P.
[2. ] D’apresla question précédente,

ST=PP.T=PP .T(PP ") =P(PT.TP).P"
donc S.T est semblable a la matrice PT.T.P, qui est une matrice symétrique réelle :
(PT.TP)T =P".TT.(PT)T =PT.TP

puisque T € S (R).
D’apres le Théoreme spectral, toute matrice symétrique réelle est diagonalisable. Comme S.T
est semblable & une matrice diagonalisable, elle est elle-méme diagonalisable.

# A moins que S et T ne commutent, la matrice S.T n'est pas symétrique! Les matrices symétriques
réelles ne sont pas les seules matrices diagonalisables...

[3. ] Sila matrice A est diagonalisable, alors il existe une matrice inversible Q et une matrice
diagonale A telles que
A=Q.AQ ", C(esta-dire A=Q '.A.Q.

Par conséquent, comme A est symétrique (elle est diagonale!),
AT=(QAQ T =@Q N"AQT =@ N".Q"AQQT.
En posant S = Q.QT, on définit une matrice symétrique définie positive, dont l'inverse est égal a
QRN '=@H Q=@ NH.QT,
ce qui prouve que AT =S~ T.A.S.

# ]I faut savoir qu'une matrice Q est inversible si, et seulement si, sa transposée est inversible et que, le
cas échéant,
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puisque
QL N =Q'QT=L=QQNH =@NH".Q"

On ne doit pas perdre de temps a vérifier cette propriété a chaque fois qu’on doit s’en servir !

@ Réciproquement, s’il existe une matrice S € S *(IR) telle que
AT =S"TAS,
alors il existe une matrice inversible P telle que S = P.P" et
AT =(PPT)"A(PPT)=(PT) (P LAP).PT,
donc
PTAP=PTAT.(PT)T=(P AP

Cela prouve que la matrice P~'.A.P est symétrique réelle. D’apres le Théoréme spectral, cette matrice
est semblable a une matrice diagonale et par transitivité, la matrice A est elle aussi semblable a une
matrice diagonale.

#  On a ainsi caractérisé les matrices diagonalisables : la matrice A est diagonalisable si, et seulement si,
il existe une matrice S € S, (R) telle que AT = S~1.A.S.
Cela dit, ce critére ne me parait pas d'une utilité pratique particuliere!
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On considere deux suites (Ax)xen et (Bx)wen de matrices de 9, (IR) qui convergent respectivement vers
les matrices A et B.

[1. ] Omnsuppose que, pour tout k € N, les matrices Ay et By sont semblables. Les matrices A et B
sont-elles semblables ?

[2. ] Méme question en supposant cette fois que les matrices A et B sont orthosemblables ?

[1. ] Parhypothese, pour tout entier k € N, il existe une matrice inversible Py telle que

Ay Py = PyBx.

#y  Cette maniere, peu habituelle, d’écrire la propriété de similitude va nous affranchir des questions
relatives a la continuité de la fonction [P — P~1].

On sait que (Ax)ken et (Bi)ken convergent respectivement vers A et B. Si la suite (Pi)iken
converge elle aussi vers une matrice P et que cette matrice P est encore inversible, alors ona AP = PB
(par continuité de la multiplication matricielle, opération bilinéaire sur un espace de dimension finie),
donc les matrices A et B sont bien semblables.

# Mais le groupe GL, (IK) des matrices inversibles est un ouvert, pas un fermé, donc il se pourrait que
la suite (Py)xen convergedt vers une matrice P non inversible. Et il se pourrait aussi que la suite (Py)xen ne
fiit méme pas convergente...

@ Pour tout k € IN*, on pose

0 1 0 0
Ak_(o 1/k> et Bk_(o 1/k).

Pour tout k € IN*, ces deux matrices sont semblables : la matrice Ay est triangulaire, elle
admet n = 2 valeurs propres distinctes, donc elle est semblable & la matrice diagonale By.

Les deux suites (Ay)ken et (Bi)ken convergent pour la norme ||-|| , (et donc pour toutes les
normes sur M, (IK)), respectivement vers

0 1
A<O 0) et B=0,.

La matrice A est nilpotente d’indice 2 et la matrice B est diagonale, donc A et B ne sont pas sem-
blables.

#y  Une matrice de passage qui mene de Ay a By est, par exemple, la matrice

1 1
P=(o 11)-

La suite (Py)xen converge mais sa limite n’est pas inversible...
Une autre matrice de passage possible est

o= (o 1)

et cette fois, la suite (Qx )xen est divergente (car pas bornée).

[2. ] On suppose ici que toutes les matrices de passage appartiennent au groupe orthogonal
On(R). Comme le groupe O, (IR) est compact, il existe une suite extraite (P (j))jen qui converge
vers une matrice P € O,,(R).

En tant que suites extraites de suites convergentes, les deux suites (A (j))jen et (By(j))jen
convergent vers A et B respectivement.

Comme la multiplication matricielle est une opération continue et que

VieN, Agi)Poi) =Poi)Boin

on en déduit par passage a la limite que
AP = PB

et comme P est une matrice orthogonale, on en déduit que les limites A et B sont encore orthogona-
lement semblables.
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Soit (E, ||-||), un espace vectoriel normé réel. On considére un compact X (non vide) de E et une application
f : K — Ktelle que

Vx Ay, [0 — )] < Jx —yl.

[1. ] Démontrer que I'application f admet un unique point fixe, qu’on notera w.
[2. ] On considere une suite (xn)nen d’éléments de K telle que

VneN, Xni1 = f(xn).

Démontrer que la suite (xn )neN converge vers w.
[1. ]

#  Le vecteur w € Kest un point fixe de f si, et seulement si, f(w) = w, c’est-a-dire ||f(w) — w|| = 0.
Comme
Vx €K, ||f(x)fx|| >0,

on peut voir les points fixes de f comme les points de K ot ||f(x) — x|| atteint la plus petite valeur possible.
Vous avez dit minimum ?

@ Pour tout x € K, on pose
g(x) = f(x) —x.

En tant que différence de deux fonctions lipschitziennes, la fonction g est lipschitzienne.
En tant que fonction continue sur le compact K # &, elle atteint un minimum : il existe zp € K
tel que
VxeK, |[[f(x)=x| = [[f(zo) — zo]|-

#  Commef : K— K, alors z; = f(z9) € Ketz1 #+ 20, alors
|f(z1) — f(z0)|| < llz1 — 2ol

c’est-a-dire
Hf(z1) — 2z H < Hf(zo) fon = min Hf(x) fo.
x€eK

Comme z; € K, c’est une contradiction manifeste et par suite z; = zo : le point z¢ est donc un point
fixe.
a  Sizgetyp étaient deux points fixes distincts, alors
HZO*UOH = Hf(zo)ff(yo)H (points fixes)
< |lzo — yo| (car zo # Yo)

ce qui est a nouveau contradictoire.
L'application f admet donc un unique point fixe dans K.

#  L’hypothese de compacité est nécessaire. La fonction sin : 10,1[ — 10, 1[ vérifie les hypotheses de
I'énoncé mais n’a pas de point fixe dans 'intervalle considéré.
[2. ] Commef : K— K, lasuite (xn)nen est constituée de points de K.

4y Bien que K soit compact, une suite d’éléments de K n’a aucune raison de converger...
En revanche, une suite qui prend ses valeurs dans un compact et n’a qu’une seule valeur d’adhérence
est convergente.

a  Sil'un des x,, est égal au point fixe w, alors la suite est stationnaire : a partir d’un certain
rang, tous les termes sont égaux a w.
@ On suppose donc que les x,, sont tous distincts de w. Par conséquent, pour toutn € N,

VTLEIN, 0< HXnJr1 —(UH = Hf(xn)_f(w)H < Hxn_wH'
Une suite décroissante et positive converge vers une limite 8 > 0:

lim |jx, —w]| = 6.
n—-+oo
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a  Comme les x,, appartiennent tous au compact K, on peut en extraire une suite convergente
(Xn, Jxen qui converge vers £ € K. On en déduit que

{—w| = li —w| =0
le=wll = tm_[xn, =l

mais aussi que
[f(0) = f(w)]| = lim |[[f(xn,) — f(w)]|

k—+o0
(par continuité de f) et donc que
[f(0) — w]|| = Jim Xn,+1 — w| = 6.

Ainsi,
= wl| = [[f(0) — f(w)|
ce qui prouve que { = w (puisque 1'inégalité n’est pas stricte).
@ On vient ainsi de démontrer que w était la seule valeur d’adhérence de la suite (x Jnen. Or
une suite a valeurs dans une partie compacte qui n’a qu’une seule valeur d’adhérence est convergente,
donc la suite (xn )Jnen est convergente.
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[1. ] Soitf : [0,1] — R, une application dérivable. On suppose que
Vxel[0,1], (f(x), f'(x)) # (0,0).

Démontrer que 'ensemble des zéros de f est fini.
[2. ] Soit q : [0,1] = R, une fonction continue. On considere une fonction f € €2 (10,1]), non
identiquement nulle, qui vérifie I"équation différentielle

Vxel0,1, y”(x)+q(x)y(x) =0.

Démontrer que f n’a qu’un nombre fini de zéros.

[1. ] Onraisonne par I'absurde, en supposant qu’il existe une infinité (xn)nen de zéros distincts
dans [0, 1] pour la fonction f.
D’apres le Théoreme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une suite (x, (k) )ken qui converge
vers £ € [0, 1] et qui vérifie aussi
VkeN, f(X(p(k)) =0.

#  On peut aussi se permettre un peu de pédanterie et présenter [0, 1] comme une partie compacte de R.

@ Comme les x4, (k) sont deux a deux distincts, seul I'un d’entre eux peut étre égal a la limite {
et, a partir d'un certain rang, tous les x, (i) sont distincts de .
:  Par continuité de f,
f(E) = lim f(X(p(k)) =0.

k—+o00

Par dérivabilité de f (nouvelle application du Théoréme de composition des limites) :
— f —f(L
0 = tim T IO gy Te0) 27O
x—{ x—4 k—-+oo X (k) —1{

On a donc f(£) = f'({) = 0. Mais par hypothese, I'équation

(f(x),f'(x)) = (0,0)

n’a pas de solution. Donc la fonction f n’admet qu'un nombre FINI de zéros sur [0, 1].
[2. ] Lafonction F = (f,f’) : [0,1] — IR? est une solution de 'équation différentielle linéaire
homogene canonique

Vxel1l, Y'(x)=AXY(x)  avec A(")_<—q0(x) é)

Comme q : [0, 1] — R est continue, alors A : [0, 1] — M, (R) est continue et le Théoréme de Cauchy-
Lipschitz s’applique : pour toute condition initiale (xo, (yo,vo)) € [0,1] x R?, I’équation canonique
admet une, et une seule solution Y telle que Y(xo) = (yo, vo)-

En particulier, s’il existe xo € [0, 1] tel que Y(xo) = (0, 0), alors Y est 'unique solution associée
a la condition initiale (xo, (0,0)). Comme la fonction identiquement nulle est une solution évidente
associée a cette condition initiale, on en déduit que Y(x) = (0,0) pour tout x € [0, 1].

Comme f n’est pas identiquement nulle, la fonction F n’est pas identiquement nulle et, par
contraposée,

vxe[0,1], F(x) = (f(x), f'(x)) # (0,0).

D’apres la question précédente, la fonction f n’a qu'un nombre fini de zéros sur le segment [0, 1].
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Soient a et b, deux réels strictement positifs. Existence et calcul de I'intégrale

+oo ,—at __ ,—bt
J S Sy )
0 t
Avec 0 < a < b, la fonction f définie par
—at _ ,—bt
V>0, f(t)=

est continue sur I =]0, +ocol.
Elle tend vers (b — a) au voisinage de 0, donc elle est intégrable au voisinage de 0.
Lorsque t tend vers +oo,

f(t) ~ =o(e” Y

et comme a > 0, on en déduit que f est aussi intégrable au voisinage de +oo.
La fonction f est donc intégrable sur ]0, +ool.

%  Le piege arrive immédiatement : aucune des deux fonctions

efat e*bt
[t — } et [t — ]
t t

n’est intégrable au voisinage de 0 et il est donc impossible d'invoquer la linéarité de I'intégrale! L'expression

+oco ,—at +oco ,—bt

e e

J dt _J dt
0 t 0 t

est une forme indéterminée en co — oco...

@ Considérons ¢ > 0. Les fonctions considérées ici sont intégrables sur le sous-intervalle [e, +-oc0[
dong, par linéarité de l'intégrale,

+o00 +oco ,—at +o0o ,—bt
J ﬂﬂdt:J et di—J et dt.

€ € €

On effectue alors les changements de variable affine u = at (premiere intégrale) et u = bt (deuxiéme

intégrale)
+oo +o0 e U +oo e U

€ ae be

La relation de Chasles nous donne alors
—+oo be e—u_
J f(t) dt = J — du.
£ ace u

Par convexité de la fonction exp, on sait que
Yu>0, ——<

En intégrant cet encadrement, on obtient que

b +oo b
Ve>0, Ena+(b—a)£< f(t)dtg(’,na

€

et par conséquent

“+o0o “+oo b
J f(t)dt = limJ f(t) dtz(),na.

0 e—0 €

# On pourrait étre tenté de conclure en appliquant le théoréme d’intégration des relations de compa-
raison mais je ne vois pas comment m’en sortir : pour résoudre les formes indéterminées qui apparaissent, il
faudrait démontrer une variante du théoreme, ce qui serait infiniment plus long que les calculs précédents.
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@ Variante.
On peut considérer la fonction de deux variables définies par

+o00 efat _ efbt
V(a,b) e U, F(a,b):J fdt
0
ot 'ouvert U est R% x R%.
On vérifie que le Théoreme de dérivation sous | peut s’appliquer (la domination est tres
facile a vérifier) et donne

oF -1 oF 1
(a,b)=— et —(a,b)=—.

V(a,b)eu, a = a b b

Ces deux dérivées partielles sont continues sur U (en tant que fonctions du couple (a, b)), donc F est
de classe ¢! sur U et il existe C € IR telle que

VY (a,b) € U, F(a,b) =fnb—4fna+ C.

Il est évident que F(a, a) = 0 pour tout a > 0, donc la constante C est nulle.

Merci MG!
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Soit u : Ry — IR, une fonction continue et intégrable sur R.. On considere une solution f de I'équation
différentielle

VxeRy, y’"(x)+ (1+ux)yx)=0
et on pose

vVxeRy, g(x)="~f(x) +J' sin(x — t)u(t)f(t) dt.
0
[1. ] Former une équation différenticlle linéaire vérifiée par g.
[2. ] Démontrer qu’il existe c > 0 tel que

VxeRy, [f(x)] <x+ JX [u(t)f(t)| dt.
0

[3. ] Démontrer que la fonction f est bornée.
[1. ] Oncommence par un peu de trigonométrie pour y voir plus clair :

X X

costu(t)f(t) dt — cosxj sintu(t)f(t) dt.

g(x) ="f(x)+ sinxJ
0

0

Comme les fonctions
[t — costu(t)f(t)] et [t sintu(t)f(t)]

sont continues, on peut appliquer le Théoréme fondamental et en déduire que g est de classe ¢! avec

X X

costu(t)f(t) dt + sinxJ' sintu(t)f(t) dt

g’'(x) =f'(x) —&-cost
0

0

(en dérivant les deux produits, il apparait deux termes qui se compensent exactement). Le Théoreme
fondamental, toujours lui, nous dit alors que g est en fait de classe €2 avec

X X

cos tu(t)f(t) dt + COSXJ sin tu(t)f(t) dt

g”"(x) =f"(x) —sinxJ
0

0
+ (cos? x + sin? x)u(x)f(x).

Or, par hypothese,
Vx>0, f’(x)=—f(x)—u(x)f(x)

donc
Vx>0, g"(x)=—g(x).

[2. ] Comme g est une solution de 1’équation différentielle y” +y = 0 (équation du pendule
harmonique), on en déduit que g est bornée : il existe c € R tel que

Vx>0, ‘g(x)| <ec.

Par définition de g et par inégalité triangulaire,

Vx>0, ’f(x)| = ‘g(x) — J: sin(x — t)u(t)f(t) dt

< lgx)| + Jo | sin(x — t)u(t)f(t)| dt

<c +J [u(t)f(t)| dt.
0

[3. ] Nous allons maintenant démontrer I'inégalité de GRONWALL.
@ Pour tout x > 0, on pose

D(x) = [c + ru(t)l [f(t)] dt} - exp (— ru(t) dt> .

0 0
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D’apres le Théoréme fondamental, la fonction @ est de classe ¢! et

®TX)—hMXH~PHXH—c—iﬁhdﬂlﬁhﬂdq~exP<—L]uth{>

Le premier et le dernier facteur sont évidemment positifs; le second facteur est négatif (d’apres ce
qui précede); par conséquent, la fonction @ est décroissante sur R et en particulier

Vx>0, Ox)<D0)=c

On déduit alors de la question précédente que

Vx>0, |f(x)| <c- exp(rlu(t)l dt>.
0

Or la fonction u est supposée intégrable sur IR, donc la fonction croissante
X
[x — J [u(t) dt]
0
est bornée et comme exp est continue sur R, on en déduit que la fonction f est bien bornée.
# Cette démonstration est tres astucieuse : comment peut-on penser a étudier cette fonction auxiliaire

@ si on ne connait pas la démonstration ?

@ Reprenons 'encadrement établi a la question précédente et multiplions par [u(x)| pour obte-
nir une inéquation différentielle :
rx

Vx>0, [ulx)llf(x)] < cu(x)]+ fu(x)| . u(t)[If(t)] dt.

Cette relation nous suggere d’étudier la fonction

W—PHKmmmmaﬂ

qui est de classe €' avec
Par conséquent,

oll m est une fonction telle que
Vx>0, m(x)<c-ux)

#y  C'est assez astucieux, j'en conviens | Une inéquation différentielle est en fait une équation différentielle
pour laquelle le second membre n’est pas vraiment connu : on connait seulement un majorant du second
membre...

On sait résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre : il existe une fonc-
tion dérivable K telle que
Vx>0, Y(x)=K(x)- expV(x)
ot1 V est une primitive de [u], par exemple :

Vx>0, V(x)= Jxlu(t)l dt.
0

Comme ¥(0) =0, on a K(0) = 0 et la méthode de variation de la constante nous dit que
Vx>0, K'(x)=m(x)-exp[-V(x)].

On en déduit que

Vx>0, Y(x)=expV(x) 'J'X exp[—V(t)] - m(t) dt
0

<expV(x) - JX exp[—V(t)] - ¢ - [u(t)] dt.
0
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Comme la fonction u est intégrable sur R, la primitive V est bornée sur R et le produit exp[—V/(t)]-
[u(t)| est intégrable sur R (produit d"une fonction bornée par une fonction intégrable).
On en déduit que ¥ est majorée et d’apres la deuxiéme question,

Vx>0, [fix)l<c+W¥(x)

donc la fonction f est bien bornée sur R, .
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Soit q : R4+ — IR, une fonction continue et intégrable sur R.. On considére I'équation différentielle
VxeRy, y"(x)+qx)yx) =0. (®)

[1. ] Omnsuppose que f est une solution bornée de (E). Démontrer que sa dérivée f' tend vers 0 au
voisinage de +oo.
[2. ] Démontrer que (E) admet des solutions non bornées.

[1. ] Sif est une solution bornée de (E), alors f” = —qf est intégrable sur R (produit d'une
fonction intégrable q par une fonction continue et bornée f). Or, comme f’ est de classe €',

X
Vx e Ry, f'(x) :f’(O)+J (1) dt
0
et par conséquent, la dérivée f’ tend vers une limite finie au voisinage de +oo.
Si f’ tend vers une limite { # 0, alors on déduit du Théoréme fondamental

vVxeR4, f(x) = 1(0) +r f/(t) dt
0

que f(x) tend vers +oo (si £ > 0) ou vers —oo (si £ < 0) lorsque x tend vers +oo.

#  En revanche, si f' tend vers 0 au voisinage de +o0, l'intégrale est une forme indéterminée lorsque x
tend vers +oo (cf les fonctions [t — t%]).

Comme f est supposée bornée, on en déduit que la dérivée f’ tend vers 0 au voisinage de
+00.
[2. ] Unefonctiony € ¥*(R,,R) est solution de (E) si, et seulement si, la fonction Y = (y,y’) €
%€ (R, R?) est solution de I'équation réduite

VxeRy, Y(x)=AX)Y(x) avec A(x) = (—qo(x) é) . (R)

Comme q : R; — R est continue, alors A : Ry — i, (R) est continue, donc 1’équation réduite
est une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre a coefficients continus et on peut
appliquer le Théoreme de Cauchy-Lipschitz.

@a  ['ensemble des solutions de (R) est donc un plan vectoriel et on peut donc considérer une
base (F, G) de ce plan. D’apres la réduction de (E), il existe deux solutions f et g de (E) telles que
F=(f,f)etG=(g,9').

Si toutes les solutions de (E) étaient bornées, alors f et g seraient bornées et, d’apres la pre-
mieére question, leurs dérivées f’ et g’ tendraient vers 0 au voisinage de +o0. Par conséquent, le
wronskien

W(x) = =f(x)g’(x) — f'(x)g(x)

tendrait vers 0 au voisinage de +oco alors que
Vx e Ry, W(x) #0

puisque (F, G) est une base de 1’espace des solutions de (R).
D’apres le cours, tous les wronskiens de (R) vérifient I'équation différentielle

VxeR., y/(x)=[rA)]y(K)

et comme, ici, tr A(x) = 0 pour tout x € R, on en déduit que les wronskiens sont constants.

Une fonction constante non nulle ne peut tendre vers 0 au voisinage de +oco, donc il est
impossible que toutes les solutions de (E) soient bornées.

Il existe donc au moins une solution de (E) qui n’est pas bornée au voisinage de +oo.

# [l est intéressant de comparer ce résultat a I'équation du pendule harmonique : si la fonction q est
strictement positive et constante, alors toutes les solutions de (E) sont bornées mais la fonction q n’est pas
intégrable au voisinage de +oo.
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Soient X et Y, deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose qu'il existe une fonction
f : R — Rtelle que Y = f(X). Que dire de Y ?

Soit E C IR, le support de la loi de X, c’est-a-dire ’ensemble (fini ou dénombrable, puisque E est une
variable aléatoire discrete) des réels x pour lesquels

# Le support de la loi de X est I'ensemble des valeurs qui sont vraiment prises par la variable X.
On peut considérer une variable de loi géométrigue comme une variable aléatoire a valeurs dans N mais son
support est N*. De méme, on peut considérer une variable aléatoire de loi binomiale %(n,p) comme une
variable aléatoire a valeurs dans Z mais son support est [0, n].

Pour tout w € O, on a

et par conséquent
Vxek Xw)=x = Y(w)="~F(x).

Autrement dit,
et donc

@ Onen déduit que
VxeE, P(X=xY=f(x))=P(X=x)
et par hypothese d’indépendance
VxeE PX=x) P(Y = f(x)) =P(X=x).
Or P(X =x) > 0 pour tout x € E (par définition méme du support), donc

VxeE, P(Y=f(x))=1.

#  Six n'est pas dans le support de la loi de X, alors on ne peut pas simplifier par P(X = x) (division
par zéro).

a  Cette propriété signifie deux choses :
— la variable aléatoire Y n’est ni variable, ni aléatoire : elle est presque sirement constante
(loi de Dirac);
— la fonction f prend la méme valeur (= la valeur de Y) en chaque point du support de la
loi de X.

#  Cette conclusion n’est pas extraordinaire car I'hypothése de départ était paradoxale : il est tout de
méme étonnant de supposer que X et Y soient indépendantes alors que Y = f(X) est déterminée par X.
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Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace (Q, A, P), a valeurs dans N,
qui suivent toutes la méme loi. Pour tout entier n > 1, on note Ry (w), le cardinal de I'ensemble aléatoire

{Xi(w), 1<k < n}.

[1. ] Démontrer que
VaeN, ERp)<a+nP(X;>a).

[2. ] Endéduire que E(Ry) = o(n) lorsque n tend vers +oo.
[3. 1 On suppose que les Xy, sont des variables d’espérance finie. Démontrer que E(Ry,) = o(y/n)
lorsque n tend vers +oo.

# On cherche ici a estimer le nombre de valeurs distinctes d'un échantillon. La démarche qui suit est
“classique” en calcul des probabilités, mais elle me semble assez ardue a justifier dans le cadre du programme.
On notera qu’on ne fait aucune hypothése sur la loi de I"échantillon — il n’est par exemple pas utile

de supposer que les Xy sont indépendantes.

[1. ] Ilestclair que les valeurs de R,, sont comprises entre 1 (cas ot toutes les variables aléatoires
Xk prennent la méme valeur) et n (cas ou toutes les variables aléatoires Xy prennent des valeurs
distinctes).
L’ensemble N™ est dénombrable (produit cartésien d'un nombre fini d’ensembles dénom-
brables) et
N™ = |_| Ex
1<k<n

ol Ey est 'ensemble des n-uplets formés au moyen de k entiers naturels distincts.
Les ensembles Ey sont donc des ensembles dénombrables (ils sont contenus dans un en-
semble dénombrable et manifestement ils sont infinis) et, pour tout entier 1 <k < n,

Rn(w) =k < 3 (i1,...,1n) € Ey, (X1(w),...,Xn(w)) =(l1y...,1in)-

Autrement dit,

(i1 !--')in)eEk

ce qui prouve que
vi<k<n, [Rn=kl€ A

et donc que R,, est bien une variable aléatoire discrete sur (Q, A).

#  Je viens de répondre a une question qui n’était pas posée. Néanmoins, il est important de se la poser et
de savoir y répondre.

@ Comme R, est une variable aléatoire bornée, elle est d’espérance finie.
a  L'entier R, est le cardinal d’un ensemble aléatoire : posons

YweQ, U(w) = {Xk(w), 1 <k <n}.
Pour a > 0, on peut définir une partition de U(w) :
U(w) = [U(w) N[0, al] U [U(w) N [a,+ool],

si bien que
Ry(w) = #[U(w) N [0, a[ﬂ +#[U(w) N [a, —|—oo[[].

Toute partie de 'ensemble fini [0, a[ est un ensemble fini et son cardinal est inférieur a a. D’autre
part,

#[{X1 (@), ..., Xn(w)} N [a,+oo[] —#(U {X(w)}n [[a,+oo[[}>

k=1

< Z#({Xk(w)} N [[Cl, +OO[[}) = Z ]]-[Xk>a](w)'

k=1 k=1
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On a ainsi démontré que

YweQ, Rn(w)

VAN
o
+
=
x
~
WV
2
£

et comme les variables aléatoires Xy suivent toutes la méme loi :
vyn>1, E(R,) <a+nP(X; > a).

[2. ] Soite > 0.
Comme
Iim P(X;>a)=0

a—-+oo

par continuité décroissante, il existe ag > 0 tel que

0

N
3
=
\Y
e
N

Comme 20/, tend vers 0, il existe aussi un rang no tel que

a I3
Vyn>ng, 0< <
n 2
D’apres la premiere question,
E(R
Vn>ng 0< (Rn) <e
n

ce qui prouve que E(R,,) = o(n) lorsque n tend vers +oco.
#  Cette démonstration est dans le cours : c’est ainsi qu’on démontre que le théoreme de sommation des
relations de comparaison avec o.

[3. ] SiXestune variable aléatoire d’espérance finie a valeurs dans N, alors la série > nP(X =n)
est convergente. En particulier, pour tout N > 1,

+oo +o00
Z P(X=n)>N Z P(X=n)=NP(X>=N)>0
n=N n=N

et comme le reste d'une série convergente tend vers 0, on en déduit que

Jim P00 =),

@ Soit € > 0. D’apres ce qui précede, il existe un rang no tel que
ne
Vn>ny, Va>0, O0<KERy)<a+—.
a
En étudiant les variations de ne
[a —a+ 7]
a

sur ]0, 4-00[, on constate que le minimum est atteint pour a = /ne et que ce minimum est égal a
2y/ne. On en déduit donc que
Vn>mny, O0<E(R,) <2vne

et donc que E(R,,) = o(y/n) lorsque n tend vers +oo.

# Cette démonstration est classique : elle permet de déduire I'inégalité de Chernoff de l'inégalité de
Markov.
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Soient v1, ..., vn, des vecteurs unitaires d’un espace euclidien €. Démontrer qu'il existe une famille
(ex)1<k<n € {1, +1}" telle que

n
H Z €kaH < V.
k=1
Version géométrique.

On procede par récurrence sur le nombre n de vecteurs : le résultat est évident pour n = 1.
Supposons le résultat établi pour n vecteurs : on dispose donc d'un vecteur

n
Sn = Z exvk € E
k=1
tel que [|Sn| > v/n et d'un vecteur unitaire vy, ;1.
Avecenip ==*1,0na
ISn + ens1vnell” = I1Snll* + enpa Vnsll* + 2ens1 (Snlvair) 2 n+142ens1 (Snlvai).
On choisit alors €n,41 = %1 de telle sorte que

2en41 <Sn |Vn+1 > =0,

ce qui nous donne un vecteur Sy 1 = Sy + €nt1Vn41 tel que ||Sni1]| = v+ 1.

# En procédant par récurrence, on se ramene a un probléme de géométrie plane : tout se déroule dans le
sous-espace Vect(Sn, Vni1).
Si Sy et viy1 sont orthogonaux, on peut choisir indifféremment ey = 1. Sinon, un seul choix
est possible et la figure ci-dessous montre qu'il s’agit de choisir le bon angle, c’est-a-dire de choisir le bon signe
pour le produit scalaire.

Le cercle en pointillés est le cercle de centre O et de rayon 1, = 1/ ||Sn ||2 + 1. Le cercle bicolore est le
cercle de centre Sy, et de rayon 1 : le demi-cercle bleu est constitué des vecteurs dont la norme est supérieure a
Ty ; le demi-cercle rouge, des vecteurs dont la norme est inférieure a 1r,.

Quel que soit le vecteur unitaire 1, on peut choisir en 1 de telle sorte que le vecteur Sy +
€n4+1Vn1 Soit “assez grand”.

Version Probabiliste.

Considérons une famille (Xi )1 <k<n de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes
la loi de Rademacher :

Vi<k<n, PXe=1)=PXyx=-1)==

et la variable aléatoire

n
Sn = Z Xk * Vk.
k=1
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D’apres les propriétés du produit scalaire,
n
2 2
||SnH :ZXi HVkH +2 Z Xin<Vi|V]‘> =n+2 Z Xin<Vi|V]‘>
k=1 I<i<j<n I<i<jsn

puisque les vecteurs vy sont unitaires et que P(XZ =1) = 1.
Par linéarité de I’espérance,

E(ISal?) =n+2 Y EX:X;) (vilv;) =n.
1<i<j<n
Or les variables aléatoires X; sont centrées et indépendantes, donc
VI;AJ, E(X1XJ) :COV(XUX]):O

et finalement )
E(ISnll”) =n.

Si [|Sn|| < /1 pour tout (ex)1<kgn € {—1, 11", alors
P(ISnl® <n) =1
et on aurait alors )
E(][Snl”) <mn.

On en déduit que
P([ISn]*> >n) >0

et donc qu'il existe au moins une famille (ex)1<k<n € {—1, 1}™ telle que [|Sn | > V1.

#  La démonstration géométrique nous donne en particulier

! 1
PISnll > vi) > 50 et P(ISull < V) > 5.

Sin n'est pas trop grand, on peut donc compter sur la "méthode de Monte-Carlo” pour exhiber une famille
(€x)1<k<n convenable.



