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Soient E = [1,n] et 0 < p < 1. On considere deux variables aléatoires X et Y, définies sur un méme espace
probabilisé (Q, A, P), a valeurs dans SB(E), indépendantes et de méme loi. On suppose que

Vi€E, PieX)=p

et que, pour 1 # j dans E, les deux évenements [i € X] et [j € X] sont indépendants.
Calculer I'espérance de #(XAY).

Pour tout i € E, on note Xj, la variable aléatoire de Bernoulli définie par

VweQ, Xi(w) =1 = ieX(w)
c’est-a-dire par
VweQ,  Xi(w)=ljiex(w)-

En tant que fonction d’une variable aléatoire discréte, X; est bien une variable aléatoire discrete. Elle
prend ses valeurs dans {0; 1}, donc c’est bien une variable aléatoire de Bernoulli et son parameétre est
égal a

PX;=1)=P(ieX)=p.

Par hypothese, les variables aléatoires Xy, ..., X;, sont "deux a deux indépendantes" et nous retien-
drons seulement qu’elles sont deux a deux décorrélées :

V1<i<].<1’1, COV(Xi,Xj):O.

#  On peut ainsi justifier I'existence d une variable aléatoire X telle que la décrit I"énoncé : on considere
un espace probabilisé (Q, A, P) sur lequel est défini un vecteur (Xi)1<i<n de variables aléatoires indépen-
dantes qui suivent toutes la loi de Bernoulli 2(p) et on pose alors

YweQ, Xw)={1<i<n  Xi(w)=1}.

On doit cependant remarquer que la loi de X n’est pas completement définie par I'énoncé. En effet,
dans le modele qu’on vient de présenter, les variables aléatoires X1, ..., Xy, sont globalement indépendantes
alors que, selon I'énoncé, elles sont seulement deux a deux indépendantes.

C’est sans conséquence pour la suite.

@ Par définition de la différence symétrique,
vV A,B € B(E), AAB =(AUB)\ (ANB)

et par conséquent
vV A,B € B(E), #(AAB) = #(A) +#(B) — 2#(A N B). (1)

Par linéarité de I'espérance,
E(#XNY)) = EHX)] + E#(Y)] —2EH#(XNY)] =2E#(X)] —2E#(XNY)]

puisque X et Y ont méme loi.
@ Une variable aléatoire de Bernoulli indique un "succés", une somme de variables aléatoires
de Bernoulli dénombre donc le nombre total de "succes". Ainsi,

Vwe, #X(w) =) Xi(w) et #X(w)NY(w))=> Xi(w)Yi(w).

i=1 i=1

Par linéarité de 1’espérance,
E#(X)) =Y E(X)=np et EHXNY)=Y EX:Y)Z Y EXJE(Y:) =np?,
i=1 i=1
I'égalité (x) découlant de I'indépendance de X et de Y.

#  Comme X et Y sont supposées indépendantes, toute fonction de X est indépendante de toute fonction
de Y (lemme des coalitions) et en particulier X; est indépendante de Y;.
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En conclusion,
E[#(XAY)] =2np(1 —p).

#  On n'a méme pas utilisé I'hypotheése de décorrélation des X; ! Cette hypotheése nous serait utile pour
calculer la variance de #(XAY). En effet, d’apres (1),

V(H(XAY)) = VE#(X)] + VI#(Y)] + 4VEHX N Y)]
+ 2 Cov[#(X), #(Y)] — 4 Cov[#(X),#(X N Y)] — 4 Cov[#(Y),#(X NY)]
= 2VI#(X)] + 4 VI#(X N Y)] — 8 Cov#(X), #(X N Y)]

car X et Y sont indépendantes et de méme loi et, de ce fait, les couples (#(X), #(XNY)) et (#(Y),#(XNY)) ont
méme loi.

On a vu que #(X) et #(X NY) étaient des sommes de variables aléatoires de Bernoulli deux a deux
décorrélées. D'apres le Théoréme de Pythagore,

VI#(X)] = > V(X)) =np(1 —p),
i=1
VIHXNY) =Y V(X;Y;) =np?(1 —p?).
i=1

Le méme principe s’applique pour le dernier terme, mais il convient de le développer prudemment :

EROO#XNY) =) Y EXi(XY)]
i=1j=1
= Z Z E(XiX;) E(Y;) (indépendance de X et de Y)
i=1j=1
=Y EXDEM)+2 ) EX)EX)E(Y)) (décorrélation des Xy)
i=1 1<i<j<n

=np? +nn—1)p3

et par conséquent :
Cov[#(X),# XN Y)] = np? + n(n — 1)p3] — (np)(np?) = np?(1 —p).
Finalement,
V#(XAY)] = 2np(1 —p) +4np?(1 —p?) — 8np*(1 — p)1 + 2p(1 — p*) —4p

=14+2p—2p3—dp=1—-2p—-2p3 =1-2p(1—p?) =1—-2pq(1 +p)
=2np(1—p)[1—2p(1 —p)(1 +p)].

Bien entendu, le dernier facteur est bien positif, c’est la moindre des choses.
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Soit ) anz™, une série entiere dont le rayon de convergence est un réel strictement positif. Déterminer le
rayon de convergence de la série entiere
2
Z anz™ .

Soit R € R, le rayon de convergence. Comme R > 0, il existe deux réels 11 et v, tels que 0 < 11 <
R<ret
— d’une part, la suite de terme général a,, 1T est bornée;
— d’autre part, la suite de terme général a,r} n’est pas bornée.
.  Considérons un réel 0 < r < 1. Pour tout entier n € N,

2
> n

ant™ =apri- = ant} - exp(n?tnr —ninr).
1

Par croissances comparées de n? et de n, I'argument de l’exponentielle tend vers —oo (puisque ént <
0) donc la suite de terme général an™ tend vers 0 (produit de deux facteurs de limite nulle).
Nous avons ainsi démontré que le rayon de convergence de la série entiere ) anz™ estau
moins égala 1.
@ Considérons maintenant un réel r > 1. Pour tout entier n € N,

nZ

an™ = a,ry - exp(n2 nr— nfnrz).

Cette fois, nous avons le produit d’un facteur non borné (le premier) par un cofacteur qui tend vers
+00 (le second, toujours en comparant les croissances de n? et de n). Ce produit n’est donc pas borné
et nous avons ainsi prouvé que le rayon de convergence de la série entiére ) anz™ estau plus égal
al

Par double inégalité, nous avons démontré que le rayon de convergence dela ) anz" était
égalal.

# ... quel que soit le rayon de convergence de la série entiere ) anz™, pourvu qu’il ne soit ni nul, ni

infini.

On devra se souvenir de la maniere dont on a utilisé cette hypothese — il n’y a pas vraiment d’autre
possibilité.
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Soient (ay,...,an) et (by,...,by), deux listes de réels. On considere I'application
f:6,—-oR
définie par

n
Voe Gn, f(G) = Z akb(,(k).
k=1

Démontrer que f atteint un maximum et un minimum. Expliciter ces deux extrema.

Comme le groupe symétrique &, est un ensemble fini, la fonction f prend un nombre fini de valeurs
réelles : elle atteint donc un maximum et un minimum.

#  En passant un concours, un candidat a eu des notes variées ar, ..., an. Imaginons que les coefficients
imposés soient by, ..., by mais que le candidat puisse choisir d’affecter arbitrairement ces coefficients aux notes
qu’il a recues... C'est en pondérant les meilleures notes avec les plus forts coefficients et les pires notes avec les
plus faibles coefficients qu’il aura la meilleure moyenne générale.

L’exercice est terminé !

@ Pour simplifier la démonstration, nous allons supposer que les réels ay sont déja rangés dans
'ordre croissant :
V]<k<d, ayx < Ak41-

@ Considérons quatre réels x; < x; ety < yz. Le produit
(x2 —=x1)(y2 —yY1) = x2y2 + x1Y1 —X1Y2 — X2Y1

est clairement positif, donc
X1Y1 +X2Y2 = X1Y2 + X2Y1.

@  Considérons une permutation 0 € &, et, pour deux entiers k # {, la transposition T =
(k €).Alors

mn n
f(too)—f(o) = Z aibr(o(i)) — Z aibs(i)
im1 im1

n
D Ag1()br) — Qg1 () by
j=1

= A1 (k) (br() = bi) + ag—1(g)(br(e) — be))
= (ag—1(x) — Qg1 (g)) (be — br).
La valeur f(0) est donc maximale si, et seulement si,

V1< k,f L, (aG*] (k) — Qg1 (Z))(bf - bk) <0

c’est-a-dire
V1 gk)egn) (ak*ae)(bc(k)*bc((i)) 20

Par hypothese, les ay sont rangés dans 1’ordre croissant :
VI<k<{<n, ax < ag,
donc la valeur f(o) est maximale si, et seulement si,
V1<k<{{<n, b)) —bge) =0
c’est-a-dire si les réels b (i) sont rangés dans 'ordre croissant :
bo(1) S be2) < - <bo) < bors1) < - < bgmy-

o Par s lllétlie, la valeur f(o) est minimale Si, et seulement Si, les réels b sont rangés dans
o(k)
l’ordre décroissant :

bs(1) 2 bs2) Z - 2 bo) 2 boka1) 2 - 2 bgm).
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Deux entiers naturels non nuls a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, pour tout entier n > ab,
il existe deux entiers naturels w et v tels que

au + bv =n.

#y  Pour apprécier I'exercice, il faut le comparer a la caractérisation de Bézout des entiers premiers entre
eux : deux entiers a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, pour tout entier relatif n, il existe deux
entiers relatifs w et v tels que

au+bv =n.

@ Choisissons un entier n > ab. Par hypothese, il existe des entiers naturels g, vo, w1 et vy
tels que
aup +bvog =n et aw; +bvy =(n+1).

Par différence, il existe deux entiers relatifs u = u; —ug et v =v; — vy tels que
au—+bv=1

et par conséquent u et v sont premiers entre eux.
a  Réciproquement, supposons que a et b soient premiers entre eux et considérons un entier
n > ab.
D’apres la caractérisation de Bézout, il existe deux entiers relatifs uy et vy tels que

aup + bvg =n. ()

Comme a, b et n sont des entiers naturels non nuls, on ne peut pas avoir uy < Oetvy <0.
Supposons donc que uy > 0 et vo < 0. D’apres (%), pour tout entier naturel k,

a(up —kb) + b(vg + ka) = n.

Choisissons en particulier 'entier k € IN tel que 0 < vo + ka < a.

#  Comme a > 1, cette contrainte sur k peut aussi s’écrire sous la forme

—Vo —Vo
— <k< — 41,
a a

ce qui nous donne k = [~Vo/q]| (partie entiére supérieure) et cet entier est bien un entier naturel puisque
vy < 0.

On a donc
a(up —kb) = aup — kab W (n—1bv) —kab =n — (vo + ka)b.
Par choix de k, le facteur (vo + ka) est strictement inférieur a a, donc le produit (vo + ka)b est
strictement inférieur & ab et par conséquent a(uy —kb) € N. Comme a est un entier naturel non nul,
on en déduit que (up — kb) € IN. En posant
u=1up—kb et v =vo + ka,

on a donc deux entiers naturels u et v tels que au + bv =n.

# Une démonstration analogue est possible dans I'autre cas i étudier : up < 0 et vy > 0.
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Soit G, un ensemble muni d'une loi de composition interne associative . On suppose qu'il existe un
élément e € G tel que
VxeG, x*xe=x

et que
VxeG,dx' €eG, xxx'=e.

Démontrer que (G, *) est un groupe.

# ]I faut bien connaitre les axiomes des groupes pour savoir ce qu’il convient de démontrer ! Il suffit de
vérifier que I'élément e donné par I'énoncé vérifie en fait les propriétés suivantes.

VxEG, xte=exx=x et Vxe€G,IxeG x'xx=xxx'=e.

Considérons I'élément e donné par I'énoncé et choisissons un élément x € G. D’apres I'énoncé,
il existe un élément x” € G tel que x * x’ = e et x * e = x. Toujours d’aprés 'énoncé, x’' «x e = x’.
@ Considérons alors 1'élément x’ « x € G. Par hypothese, il existe un élément de G, que nous
noterons (x xx)’, tel que (x’ *x) * (x" xx)" =e.
@ Par associativité de %, on déduit des relations précédentes que

x' =x"se=x"*(x*xx") = (x"*x)*x’
et donc (en multipliant a droite par x) que
X xx=[(x"xx)xx]xx = (x"xx)* (x" *x).

En multipliant a droite par 1’élément (x’ * x)’ introduit ci-dessus, on en déduit que

e=(x"*x)*(x" *x)’
=[(x"%x) % (x %x)] % (x" +x) = (x"+x) %« [(x xx) % (x"*%x)]=(x"%x)xe

= (x" xx).
Nous avons ainsi démontré que
vVxeG,Ix G, x' xx=x*xx"=e.
@ Par conséquent, pour tout x € G, il existe un élément x’ € G tel que
exx=(xxx)xx=xx%(x"xx)=x*xe=x

et nous avons enfin démontré que (G, *) était bien un groupe.
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Soit A 1 R — M (C), une application continue de période T > 0. Démontrer qu’il existe un nombre
complexe A # 0 et une application X : R — C™ de classe €' et non identiquement nulle telle que

VteR, X'({t)=AM)X{t) e X(t+T)=2AX(t).

Comme A est une application continue sur l'intervalle I = R, on déduit de la Théorie de Cauchy-
Lipschitz que ’ensemble Sy, des solutions X € €' (I, C™) de I'équation différentielle linéaire et ho-
mogene

VteR, X'(t) = A(t)X(t)

est un espace vectoriel de dimension n.
@ Soit X € Sy et posons
VteR, OX)(t)=X((t+T).

1l est clair que @ (X) est une application de classe ¢! de I dans C™. De plus, comme A est périodique
de période T,

VteR, [@X)])'(t)=X({t+T)=At+TX{t+T)=A(t)[D(X)(t),

ce qui prouve que @ (X) € Sy.
@ On vérifie sans peine que @ est une application linéaire.

Ainsi, @ est un endomorphisme de Sy, espace vectoriel complexe de dimension finie, donc
® admet au moins une valeur propre A € C. Il existe donc X) € Sy, non identiquement nulle (un
valeur propre n’est jamais nul).

Enfin, par définition de O,

VteR, X\(t+T)=2AXx(t).
Si la valeur propre A était nulle, on pourrait en déduire que
VteR, Xi(t)=AX\(t—T)=0,

ce qui est absurde puisque X, est un vecteur propre.
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Soient X, Y et Z, trois variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé (Q), A, P). On
suppose qiie

xizig(p) et que Ygﬂ(?\).

Calculer la probabilité pour que le vecteur aléatoire

soit un vecteur propre de la matrice
0o -1 0
A=12 1 =2
T -1 -1

La matrice A n’est pas inversible (les colonnes C; et C3 sont proportionnelles), donc 0 est une valeur
propre évidente et nous n’aurons donc aucune difficulté a factoriser son polyndme caractéristique.
On se lance et on trouve :

XA =X(X=T1)(X+1).

La matrice A est donc diagonalisable et ses trois sous-espaces propres sont des droites vectorielles.
On a déja remarqué que C; + C3 = 0, donc le vecteur (1,0,1) appartient au sous-espace
propre Ker(A — 0I3) et comme ce sous-espace propre est une droite vectorielle, on sait donc que

1
KerA=R-|0
1
®  Par ailleurs, on voit sur la matrice
-1 -1 0
A-Iz3=1 2 0o -2
1 -1 =2

que C; — C, + C3 = 0. Pour les raisons qu’on a données précédemment,

1
Ker(A—I3)=R- | -1
1
@ De méme, on voit sur la matrice
1 =1 0

Atz =2 2 =2

que C; 4+ C3 =0 et donc que

Ker(A+I3)=R- |1
2

@ Comme X, Y et Z sont des variables aléatoires a valeurs entiéres et que X n’est jamais nulle
(loi géométrique), le vecteur aléatoire (X, Y, Z) n’est jamais nul : c’est donc un vecteur propre si, et
seulement si, il appartient a I'un des sous-espaces propres propres.

Il est clair que (X, Y, Z) ne peut jamais appartenir au sous-espace propre Ker(A —1I3) (puisque
ses trois coordonnées sont positives).
L’évenement étudié est donc

B:U[éz‘quu[z: )]

keN*L\Z k
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c’est-a-dire

B = ( | ] [X—k,Y—O,Z—k]>|_|< | ] [X—k,Y—k,Z—Zk}).

keN* keN*

# ]l est clair que ces événements sont deux a deux disjoints : on a exprimé B au moyen d’événements
extraits du systeme complet d’évenements associé au vecteur aléatoire (X,Y,Z) et chaque événement de ce
systeme complet apparait au plus une fois.

On a exprimé B comme une union dénombrable d’événements deux a deux disjoints, donc

“+o0 “+oo
PB)=) PX=kY=0,Z=k+ ) PX=kY=kZ=2k
k=1 k=1

par o-additivité de P. Les trois variables aléatoires étant supposées indépendantes, on en déduit que

+oo too
P(B) = Z PX=X)P(Y=0)P(Z=Xk)+ Z P(X=KkK)P(Y=k)P(Z=2k)
k=1 k=1

et comme les lois de X, Y et Z sont connues, on obtient finalement
“+o00 “+o0 Ak
P(B) = quk—l Lo M 'qu—1 + quk—l ) e_}\ﬂ 'quk—l
k=1 k=1 :
+o0 “+o0
_ _ o (g°N)*
—e Apzz(qz)k ]+pzq 2, }\Z -
k=1 k=1

2
_A|_P P oa®r _
=e [1+q+q2(e 1)].
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Démontrer qu'il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N dont la fonction génératrice vérifie

vtelo,1, G(t) =

Calculer I'espérance et la variance de X.

#  Rappels
Sila somme G de la série entiere ) ant™ est la fonction génératrice d’une variable aléatoire X : Q —
N, alors
VneN, an =P(X=n),

donc la famille (an)nen est une famille sommable de réels positifs dont la somme est égale a 1.

- Réciproquement, si la famille (an)nen est une famille sommable de réels positifs dont la somme est
égale a 1, alors cette famille est une distribution de probabilité et par conséquent (résultat — admis — du cours)
il existe un espace probabilisé (Q, A, P) et une variable aléatoire X : N — Q telle que

VneN, ap = P(X=n).

Comme 1 1
vtel ), —m==5-0 — )72,
la fonction G est le produit de deux fonctions développables en série entiére, donc elle est dévelop-
pable en série entiere (Théoreme du produit de Cauchy).
Le rayon de convergence du numérateur est infini, le rayon de convergence du cofacteur est
égal a 2, donc G est en fait développable en série entiere sur ]—2, 2. Il existe donc des réels (an )nen

tels que

vtel01], G(t)=) ant™

@ En pratique, comme le rayon de convergence de la série entiére est strictement supérieur a
1,lasérie ) an =) a,-1™ estabsolument convergente et sa somme est bien égale a 1:

+oo el—1
Y an=G(1) = =1
= 21

11 suffit donc de vérifier que les coefficients a,, du développement en série entiére sont tous positifs
pour conclure.
@  Pourtoutte R,

et pour ce facteur, tous les coefficients sont posmfs.

#  On aura reconnu la fonction génératrice de la loi de Poisson &(1).

Pour tout [t| < 2,

T b g2 —1/2)(=3/2)--- (=1/2—n—1]) ()"
27—t V2 (=) Z n! m

13- .(2n—1) "
\fZ 2nnl o

Il apparait que les coefficients de ce développement en série entiere sont tous positifs.
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Comme on 1’a observé en commengant, la fonction G est le produit de ces deux séries en-

tieres : N N N
[e’s) o 1 oo n
n_ e n 1 13.---.2n—1) t
Yeawr=( ) (G w)

La formule du produit de Cauchy :
n
VneN, an = Z UVn_k
k=0

nous montre que si tous les u,, et tous les v, sont positifs, alors tous les a,, sont positifs.
On a ainsi démontré que G était bien la fonction génératrice d'une variable aléatoire X a
valeurs dans IN.
@  On sait que X est d’espérance finie si, et seulement si, sa fonction génératrice G est dérivable
ent=1.
Comme le rayon de convergence de la série entiére est égal a 2 et donc strictement supérieur
a 1, la variable aléatoire X admet des moments de tout ordre et

EX)=G'(1)=34,  EX(X—-1)=G"(1) ="

On en déduit la variance de X :

Remarque
Si on a déja traité 1'exercice 135-838, tout est plus simple. On sait que '~ est I'expression de
la fonction génératrice de la loi de Poisson #(1) :

+oo
1
t—1 _ —1 n
vtelo,1], e 72 e Ht
n=0

et que

Vtelo1], t™. ()

\/27 23n (TU )2
La famille (v, )Jnen est bien une famille sommable de réels positifs dont la somme est égale a 1.

Il existe donc un espace probabilisé (Q, A, P) sur lequel sont définies deux variables aléa-
toires indépendantes Y, de loi #?(1), et Z, dont la loi est caractérisée par (x) :

1 i 2n)!
t:ZV”tn ol vYyneN, v,= (2n)
- n=0

VneN, P(zzn):p(f%)z.

On pose alors
X=Y+Z

(ce qui définit bien une variable aléatoire de QO dans N). Comme Y et Z sont indépendantes, on sait

que
1

2t

Vtel0,1], EtX)=E{tV)E([t?) =e"".

#y  Plus généralement, tout produit de fonctions génératrices est la fonction génératrice d'une somme des
variables aléatoires indépendantes.

@ Par linéarité de I'espérance,
EX)=E(Y)+E(Z)=1+12=3.

Par indépendance des variables aléatoires,
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On considere I'équation différentielle

x(1T=x)y”(x) + (1 =3x)y’(x) —y(x) = 0 (®)

[1. ] Déterminer les solutions de (E) développables en série entiere.
[2. ] Résoudre (E) sur un intervalle 1 sans singularité.
[3. ] Peut-on raccorder les solutions de part et d’autre d’une singularité ?

[1. ] Soity, une fonction développable en série entiere : il existe un réel r > 0 et une suite réelle
(an)nen tels que

+oo
Vxel]-rrl, ykx) = Z apxk.
k=0

Comme r > 0, la fonction y est de classe € et (indéfiniment) dérivable terme a terme sur l'intervalle
ouvert ]—r, [, donc

+oo “+oo
vxel-rrl, y'ix)= Z(k+ Dags1x5, 3xy’(x) = Z 3kaxxX,
k=0 k=1
+o0 too
xy”(x) = Z(k—i— Tkay,1x5, x2y"(x) = Z k(k — 1 axxk.
k=1 k=2

# ]I faut d’abord effectuer tous les changements d’indice nécessaire pour obtenir des sommes dont le
terme général est toujours de la forme byx*.
11 faut ensuite penser a ajouter, autant que possible, de termes nuls pour que les index des différentes
sommes soient analogues, voire, dans le meilleur des cas, égaux.

Par conséquent, pour tout x € |—r,7[, 'expression x(1 — x)y”(x) + (1 — 3x)y’(x) —y(x) est
égale a

“+o0o +o0 “+oo “+o0o “+oo
Z(k—l— Dkay,1x* — Z k(k — 1) apx® + Z(k—l— Nag1x5 — Z Skapx® + Z apxk.
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Apres simplification, la fonction y est solution de 'équation (E) si, et seulement si,

+oo
vxel-nrl, > (k+1) (a1 —a)x* =0,
k=0

Comme v > 0 et que les deux membres de I'égalité sont développables en série entiére, on peut
identifier les deux sommes terme a terme :

Vke ]N, Ax4+1 = Qk.

On a ainsi démontré que toute solution développable en série entiere de (E) est proportionnelle a la
fonction [x — 1/1 _«].

#  On a raisonné par condition nécessaire en commengant par supposer que '\ était une solution déve-
loppable en série entiere.
11 faut maintenant vérifier que les fonctions trouvées (qui sont les seules possibles) sont effective-
ment des solutions de (E).
Au lieu de raisonner sur la série entiére (ce qui nous obligerait a rester sur l'intervalle ouvert de
convergence |—1, 10), nous allons calculer sur la somme et donc sur R\ {1}.

@ Réciproquement, avec

1 1 2

f1(x) = , ona f1(x) = a2 et '(x) = a3

1—x

On en déduit facilement que f; est solution de (E) sur les deux intervalles ]—co, 1[ et ]1, 4+-o0l.
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#  L'équation différentielle homogene (E) peut étre écrite sous la forme canonique

vxel, Y(x)=AXY(X) (0)

 (yx) B 1 0 (1—x)x
Y(x) = (y’(x)) et Ax) = 0T~ <] 31 ) .
L’application A est continue sur les trois intervalles Iy = ]—o0,0[, I, =10, 1[ et I3 =1, 4o00[. On peut donc
appliquer le Théoreme de Cauchy-Lipschitz sur ces trois intervalles (et sur tout sous-intervalle d'un de ces trois
intervalles).

On en déduit que, pour k € [1, 3], pour tout instant xy € Iy et toute "position initiale” (yi,vi) €
R?, il existe une, et une seule, solution Y € €' (1, R?) de I'équation canonique (C) sur l'intervalle 1y telle que
Y(xi) = (Y, vi)-

En remarquant que y est solution de (E) sur 1 si, et seulement si, Y est solution de (C) sur 1, on peut
reformuler les conséquences du Théoreme de Cauchy-Lipschitz : pour k € [1;3], pour tout instant xy € Iy
et pour tout couple (yx,vi) € R?, il existe une, et une seule, solution y € €*(1,R) de I'équation (E) sur
Uintervalle Iy telle que

avec

ylxe) =yx et y'(xx) = k.

Quelle que soit la formulation (canonique ou non), I'ensemble des solutions est un espace
vectoriel de dimension 2 et pour l'instant, les solutions que nous avons trouvées sont toutes propor-
tionnelles a f1 — nous étudions un plan et nous n’en connaissons qu'une droite.

[2. ] La théorie de Cauchy nous assure que l’ensemble des solutions de (E) sur I; (resp. sur I,
resp. sur I3) est un plan vectoriel. Nous connaissons un vecteur f1 # 0 de ce plan et nous allons
chercher un second vecteur de ce plan, non proportionnel au premier, en faisant varier la constante.

#  Comme c’est le cas la plupart du temps, les calculs de dérivées et de primitives sont les mémes sur les
trois intervalles 1, 1, et 13. Nous allons donc rédiger la résolution sur un intervalle 1y, indéterminé.

Nous cherchons donc une fonction a € €2 (I, R) telle que la fonction

fo =[x a(x)f(x) a(x)

T 1—x
soit une solution de (E) sur Ix. On en déduit que

Vx €Ly, f5(x)=a’(x)f1(x)+ a(x)-f](x),
f(x) = a”(x) - f1(x) +2a’(x)f1 (x) + a(x)f{(x).

#  On aura bien siir pensé a utiliser la formule de Leibniz pour calculer la dérivée seconde !

#  On injecte ensuite ces expressions dans (E) en regroupant les termes en facteur de a(x), de a’(x) et
de a”(x). On peut se dispenser de calculer le cofacteur de a(x), puisqu’il est nul : par définition, la fonction fi
est une solution de (E)!

Ainsi,
=0

a”(x) Zxa’(x)] 2a”(x)

vx €l [1—)( 0—x)2] " T=x)p

ou, plus simplement,
Vxely, xa’(x)+a’(x)=0.

#o [l ne s’agit pas vraiment d’une équation du second ordre, mais d'une équation du premier ordre en a’.
Il en va toujours ainsi lorsqu’on applique la méthode de variation de la constante.

On en déduit tout d’abord que a’(x) est proportionnelle a 1/, puis que la fonction

fz = |:X — €n|X|:|

1—x

est une solution de (E) sur Ix.
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@ En conclusion, pour 1T < k < 3, une fonction y est solution de (E) sur l'intervalle Iy si, et
seulement si, il existe deux réels ay et by tels que

1 Inlx
Vx e Iy, y(x):ak~m+bk-1_|i.

# |l est clair que la fonction f, n’est pas développable en série entiére au voisinage de l'origine (limite
infinie en x = 0!). C’est pourquoi toutes les solutions développables en série entiere sont proportionnelles i fy.

[3. ] Siy estune solution de (E) autour de x = 0, alors il existe des réels ay, by, a, et b, tels que

b L byl
Ux<0, ylx)=aEok s o,y = G2 b2 tnx
1—x 1—x
Comme {nlx| tend vers 0 au voisinage de 0, il faut que b; = b, = 0 pour que y soit bornée au

voisinage de 0. Il faut de plus que a; = a, pour que y soit continue en 0.
Réciproquement, on sait déja que la fonction f; est une solution de (E) sur ]—oo, 1[.

a  Siy est une solution de (E) autour de x = 1, alors il existe des réels a,, b,, az et b3 tels que

a> + by inx

Vo<x<l1l, ylx)=——7F7—"—-— et vVx>1, ylx)=

as + bz dnx
1—x ’

1—x
On sait que nx ~ (x — 1) pour x voisin de 1, donc

ax

ij 1T—x _bk+0(])'
Pour que y soit continue en 1, il faut donc que a, = a3 =0 et que b, = b3.

Réciproquement, la fonction f, est évidemment de classe € sur I, U I3. En posant f,(1) =
—1, on définit un prolongement de f, qui est méme développable en série entiére au voisinage de 1 :
comme
tn(1+h) *ZC"’ (—1)"The

Vhel-LIN0, T o

)
n=0

ona
x—1 (x—1)2

2 3

Cela nous montre que (1) = 1/2 et donc que la fonction f; ainsi prolongée vérifie (E) pour x = 1
également.

fa(x) =f2(1 + (X—])) :] -1+

X—

+0((x—=1)%).

#  La formule de Taylor donne le développement en série entiere et le développement limité de f, : inutile
de se fatiguer pour calculer un développement limité si on connait un développement en série entiere!

@ Enfin, les discussions précédentes montrent que la seule solution de (E) sur I'intervalle I = R
est la fonction nulle.
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[1. ] On considere I'équation différentielle
VteR, x'(t)=Ax(t) (H)

ot A € M3(R).
Démontrer que A € R est une valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur non nul x, € R3
tel que la fonction

fa = [t — e“x;\]
soit une solution de I'équation (H).
[2. ] Pour(a,b,c) € R3, on pose
bet +cet
VteR, fabelt)=[ 2a—Dbet
atcet

etF= {fa,b,(:a (Cl, b, C) € IRS}
[ 2.a. | Démontrer que F est un espace vectoriel. Préciser sa dimension.
[ 2.b. ] Déterminer une matrice M € Mi3(IR) telle que

VfeF VteR, f'(t)=MfF(t).

Quel est le spectre de M. ?

[1. ] Quels que soient le réel a et le vecteur x € R3,il est clair que la fonction f = [t — e®"x] est de
classe ¢! sur R et que
VteR, f'(t) = ae®'x.

@ Soit A € R, une valeur propre de la matrice A. Il existe donc un vecteur propre x, € R? de A
associé a A et, par définition, ce vecteur n’est pas nul.
La fonction f) = [t — e*x, ] est de classe €' sur R et

VteR, f1(t) = Aettxy = eM - Axa = A - i (1),
a  Réciproquement, si f est une solution de (H), alors en particulier
A XA = ?\e}‘xo XA = f;\(O) = AfA(O) =A- (e)‘xo . X)\) = AX)\

et comme le vecteur x, est supposé non nul, on en déduit qu’il s’agit d"un vecteur propre de A associé
a la valeur propre A.
[2.a. ] Comme

0 1 1
fape(t)=a 2] +be' [-1]+cet[0],
1 0 1

il est clair que F est le sous-espace de €*°(IR, R) engendré par les trois fonctions f1 0,0, fo,1,0 et fo,0,1.
C’est donc un espace vectoriel et sa dimension est inférieure a 3.
On peut rapidement vérifier que le rang de la matrice

0 1 1
P={2 -1 0
1 0 1

est égal a 3, donc cette matrice est inversible, ce qui prouve que les trois vecteurs f1,0,0(0), fo,1,0(0) et
fo,0,1(0) sont linéairement indépendants et donc que la famille (f; o0, fo,1,0,0,0,1) est une base de F
etdimF = 3.

#  Si trois fonctions f, g et h de R dans R> forment une famille liée, alors il existe un triplet de scalaires
(a,b,c) # (0,0,0) tel que
VteR, af(t)+bg(t)+ch(t)=0

et en particulier af(0) + bg(0) + ch(0) = 0, ce qui prouve que les trois vecteurs £(0), g(0) et h(0) forment
une famille liée (puisque les trois scalaires a, b, c ne sont pas tous nuls).
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[2.b.] Quels que soienta, b, cett,

1 1
fapelt)=be' [ =1 —ce ™t [0].
0 1

La relation f'(t) = Mf(t) est vérifiée pour toute fonction f € F si, et seulement si, elle est vérifiée pour
les trois fonctions f1 o0, fo,1,0, fo,0,1 (qui constituent une sorte de base canonique de F). On cherche
donc une matrice M telle que

0 0 1 1 1 —1
Ml2|=1[0}), M|-1]=1|-1 et M[O0]=[0
1 0 0 0 1 —1
0o 1 -
MP=[0 -1 0 ]. ()
0 0 -
T 1 -1
Pl=2 1 =2
-1 -1 2
et on en déduit que la matrice

0 1 -1 3 2 -4
M=([0 =1 o |P'=|-2 -1 2
0 0 -1 1T 1 =2

est la seule matrice qui convienne.
@ En remarquant que I'équation (f) peut aussi s’écrire

00 0
MP=pl0o 1 o],
0 0 —I

M = P Diag(0,1,—1)P~".
Par conséquent, la matrice M est diagonalisable et Sp(M) = {0, —1,1}.

c’est-a-dire

On obtient rapidement

on obtient

# Le cours sur les systemes différentiels a coefficients constants montre que les solutions de I'équation
x'(t) = Mx(t) sont les fonctions f € €1 (1,1R3) de la forme

VteR, f(t)=exp(tM).f(0).

b+c a a 1 0 0 a
fap,c(0)=[2a—b | =P|Db et fape(t)=P| bet | =P [0 e* 0 b
a+c c cet 0 0 et c

ce qui nous donne
1 0 0
1:a,b,c(t) =P[0 et 0 Pi]fu,b,c(o)
t

Ici,

0 0 e

et comme cette propriété est vraie pour tout (a,b,c) € R3, on en déduit que

1.0 0
VteR, exp(tM)=P (o et 0 ) P~! = Pexp|Diag(0, t,—t)| P~
0 0 et

= exp [tP Diag(0,1,—1)P']

(puisque exp(Q~TAQ) = Q" exp(A)Q, quelles que soient la matrice A et la matrice inversible Q).
NB : L'application exp n’est pas injective sur Ny (R).
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On pose

+oo

F(x) = J cos(xt?)e "t dt.
0

[1. ] Démontrer que F est de classe € sur R. Expliciter la valeur de F'¥)(0) pour k € N.

[2. ] Lafonction F est-elle développable en série entiére au voisinage de 0?

[1. ] SoitI=[0,+ool Pour (x,t) € R x I, on pose
@(x,t) = cos(xt?)et.

a  Pour tout x € R, la fonction intégrande t — @(x,t) est continue sur l'intervalle I et est
O(e™ ') au voisinage de t = 400, donc intégrable sur I. La fonction F est donc bien définie sur R.
@ Pourtoutt € I, la fonction x — @(x,t) est de classe ¥ sur R et

aTL
Vtel,Vne N VxeR, %(X’t) = (t2)™ cos(xt? + nms)e .

#y  Astuce a retenir : le déphasage de /> nous épargne une discussion modulo 4 pour I'expression des
dérivées successives.

@ Pour toutn > 1 et pour tout x € R, la fonction

o
est continue sur [ et O(t?"e~!) au voisinage de +oo, donc elle est intégrable sur L.
@ Plus précisément :
an(p 2n ,—t
VneN,V(xt)eR xI, a—n(x,t) <t e
X
Le majorant est indépendant de x € R et intégrable sur I, donc la condition de domination est
satisfaite.
Par conséquent, la fonction F est de classe € sur R et

+oo
VneN* VxeR, FM(x) = J 2™ cos(xt? + nh)et dt.

0
@ En particulier,
+oo nm
VneN, F(0) = cos(“”/z)J t?"e "t dt = (2n)! cos 5
0

ou, plus clairement,

VkeN, FZR(0) = (=1)¥k(4k)! et FE+D(0) =0.

#  Cette derniére valeur n’est pas une surprise, puisqu’on s’est apercu des le début que la fonction F était
paire.

[2. ] SiF était développable en série entiére, les calculs précédents nous donneraient sa série de
Taylor :
FYJ(0) (—1)*K)! i
2 T 2K

Mais on se rend compte que le rayon de convergence de cette série entiere est nul. Donc F n’est pas
développable en série entiere.

#  On peut bien entendu recourir a la régle de d’Alembert pour vérifier que le rayon de convergence est
nul. Mais il est aussi clair que, par croissances comparées, le terme général de cette série ne tend vers 0 que
pour x = 0 et cela suffit pour conclure.
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Pour n € N, on pose

[1. ] Déterminer la limite de la suite (1,,)nen-
[2. ] Démontrer que
vVneN, Ihno1=e—(n+1)I,.

[3. ] Donner un développement asymptotique a deux termes de I,,.

[1. ] Lafonction f,, = [t — In" t] est continue sur le segment [1, e], donc elle est intégrable, donc
les intégrales I, sont bien définies.
@ Pourl<t<eonal<{nt<1T,donctn™ttend vers 0 lorsque n tend vers +oo et

vneN, Vtellel 0<fa(t) < 1.

Comme la fonction constante t — 1 est intégrable sur [1, e], la convergence est dominée et par consé-
quent

1
In::‘[ fa(t) dt ——— 0.

0 n—-+4oo

[2. ] Ilsuffit d’intégrer par parties :

| :J T-n™ ' tdt = [t(ent)““]f—(nJr])J ¢ nt)
1 1

dt=e— (n+1)I,.

[3. ] Comme I, tend vers 0, on déduit de la relation précédente que (n + 1)I,, tend vers e et
donc que I, ~ ¢/n.
@ Enrevenant a la relation de récurrence,
M+ D =m+Ne—m+ D] —— e
n—-+oo
c’est-a-dire
m+Ne—Mm+17%L, = e+o(l).

n—-+4oo

On en déduit que, lorsque n tend vers +oo,

1
I“:ni1gfnfﬂz+oan+ﬂﬂ
e 2e 1
=)

#  Si ce dernier développement vous étonne, c’est que vous avez oublié ceci :

%—H n—>:+oo%7% o(%)
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On pose

f(x) = e¥/? r e /24t
0
[1. ] Démontrer que f est de classe € sur R.
[2. ] Déterminer une équation différentielle vérifiée par f.
[3. ] Démontrer que f est développable en série entiere et calculer son développement.

[1. ] Lafonctiont — exp(—tz/z) est de classe € sur l'intervalle R. D’apres le Théoreme fonda-
mental, la fonction .
X J e /24t
0
est aussi de classe ¥ sur R (c’est la primitive de f qui s’annule en x = 0) et, par produit, la fonction
f est de classe ¥*° sur R.
[2. ] D’apres la formule de Leibniz,

Vxe€R, f'(x) = xf(x) +1. (%)
[3. ] Onsait que
“+o00 Zn
VzeC, exp(z) = Zw
n=0
Par conséquent,
+t0o  2n too ni2n
2 X 42 (—1)™t
n= n=

Lorsque le rayon de convergence d'une série entiére est infini, la série converge normalement sur
tout segment. Par conséquent,

+oo ])nX2n+1

VxeR, J et 2dr=) ((’

ST
0 — (2n+1)n!

En tant que produit de deux fonctions développables en série entiere sur IR, la fonction f est déve-

loppable en série entiére sur R (Théoreme du produit de Cauchy).

@ En tant que produit d"une fonction paire et d"une fonction impaire, la fonction f est impaire,
donc son développement en série entiére est de la forme

+o0o
VxeR,  fx)=) ansix®.
k=0

Sur l'intervalle ouvert de convergence (c’est-a-dire sur R), on peut dériver terme a terme :

+oo +o0
Vx € R, f'(x) = Z(Zk+ Nazex?® =a; + Z(Zk—l— 1 agrs1x%®
k=0 k=1

et on déduit de I'équation différentielle () que

+o0 +oo
VxeR, ag +Z(2k+1)a2k+1x2k =1 +Za2k+1x2k+2
k=1 k=0

+oo
=1+ Z a2k_1x2k.
k=1

Comme le rayon de convergence est strictement positif, on peut identifier les deux sommes terme a
terme (unicité du développement en série entiere), ce qui nous donne

A2k—1
2k+1°

a; =1 et Vke N axyi =
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On en déduit que

1 (2k)(2k —2)---4-2 2kk!
keN = = - :
VkeN, A2k +1 (2k+1)2k—=1)---3-1 2k + 1)! (2k+1)!

4 Ayant présenté la fonction f comme un produit de deux fonctions développables en série entiere, on
aurait pu étre tenté d’appliquer la formule du produit de Cauchy. Comme

too e +oo x2m +oo (_])annJr]
+1 _
3™ = (L 3 ) (Z et )

m=0 n=0

ona
2k+1

K K
vVkeN, A2k 1 = Z bpcai1p = Z bomCo(kem)+1 = Z b2(k—n)Cont1
p=0 m=0 n=0

puisque les by, d'indice impair et les cq d'indice pair sont nuls.
On obtient ainsi
- 1 (—1)"
faken = T;) 2n(k—n)! (2n+1)2mnl

et on déduit du résultat obtenu plus haut 'identité suivante :

4K K (—1)m
VkeN _—=
= T é 2n+Dk—n)n!
qui a peut-étre une utilité.
En tout cas, la formule du produit de Cauchy ne nous donne pas un résultat aussi simple que celui
qu’on a obtenu plus haut.
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On pose
e(x,t) = et ch(xt).

[1. ] Soit x € R. Démontrer que I'application t — @(x, t) est intégrable sur [0, +ool.
[2. ] L'application F définie par

est-elle de classe €1 ?
[3. ] Déterminer une équation différentielle vérifiée par F. En déduire une expression simple de F.
5" On admettra que

+o00o 2
J e /2 dt =Vv2m

(o]

[1. ] Ilestclair quet — @(x,1t) est continue sur l'intervalle fermé [0, +oo[. Par croissances compa-
rées, quel que soit x € R*,

x|t
_tZ _tZ (4
e " ch(xt) L€ >
donc ,
Vx€R, e Y ch(xt) = ole™),
t—-+o0

donc t — ¢(x,1t) est intégrable sur [0, +ool.
[2. ] Onadémontré que F était bien définie pour tout x € R.
Pour tout t € [0, +0o0l, la fonction partielle x — @(x, t) est de classe €' sur R et
0@

S ot = te =t sh(xt).

. e . . N
La fonction t — te™" sh(xt) est clairement continue sur [0, +oc0[ et pour tout x € IR, a nouveau par
croissances comparées,

te U sh(xt) = ofe ),

donc I'application

est intégrable sur [0, +-oco[ pour tout x € IR.
De plus, pour tout a > 0,
op

x,t)‘ < 2 a,1).

%0,
ox

Vx e [—a,a]l, Vtel0,+ool, ox

Le majorant est indépendant de x et, on vient de le justifier, intégrable sur [0, +oo[. Par conséquent,
la fonction F est de classe ¢! sur
[—a, a] =]—o00, +oo[
a>0
et

“+oo N
VxR, F'(x) = J te™ " sh(xt) dt.
0

[3. ] On peutintégrer par parties I’expression de F/(x) :

+o0 +oo
VxeR,  —2F(x)= J (—2tet)sh(xt)dt = [e " -sh(xt)] ¥~ J et xch(xt)dt = —xF(x).
0 0
La fonction F est donc une solution de 1'équation différentielle
y'(x)

X
VxeR, 2y’ (x) —xy(x) =0 c’est-a-dire = -.
y'(x) —xy(x) o) 2
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Par conséquent, il existe une constante C € IR telle que
VxeR, F(x)=Ce¥/*

et la valeur de F(0), presque donnée par 1’énoncé, détermine la constante d’intégration C. Ainsi,
T
Vx€eR, F(x):£~e"2/4.

#  On explicite la valeur de F(0) par un arqument de parité, puis un changement de variable :

+oo

m_r

—0o0

o0 “+o0
e /24t = 2J e /24t = zﬁJ

~(tyvz)2 dt
e — = 2V/2F(0).
0 0 \ﬁ
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Pour x > —1, on pose

1
f(x) = L (1 —t2)* dt.

Démontrer que f est bien définie et de classe € sur]—1, +ool.

Pour x > —1ett € [0, 1], on pose
o(x,t) = (1=t =exp[xn(1 —t3)] = (1 —t)*(1 + )™

Il est clair que la fonction partielle t — @(x, t) est continue sur 'intervalle semi-ouvert [0, 1[. De plus,
pour tout x > —1,
ex,t) ~ 2%(1 —t)*
t—1
et on sait que u — u* est intégrable au voisinage (droit) de u = 0 pour x > —1. Par conséquent,
t — @(x,1) est intégrable sur [0, 1[ pour tout x > —1.
a  Pourt € [0, 1], la fonction partielle x — ¢(x,t) est de classe ¢ sur]—1,+ool et

a(p(

¥ (ot) €l=T, ool x 0,11, Z=

x,t) = (1 —t%) -exp[xn(1 —t)].

Comme {n(1 — t%) < 0, 'exponentielle est une fonction décroissante de x sur ]—1, +oo[. Par consé-
quent,

a(p(

Va>-—1,Vx>a, Vtelol], I

x,t)‘ < |€n(1 —t2)| -exp[aﬂn(] ftz)].

Le majorant est indépendant de x, c’est une fonction continue de t sur [0, 1[ et

|en(1—t%)| - exp[atn(1 —t*)] = [tn(1 —t})| - (1 —)* - (1 + )¢
~ 2% (1 —t)|- (1 1)

t—

= o((] — t)b)

t—1

pour tout —1 < b < a. Par conséquent, ce majorant est bien une fonction intégrable sur [0, 1[. On
peut donc appliquer le Théoreme de dérivation sous | : la fonction f est de classe ¢! sur

U [a, ool =]—T1,4o0[
a>—1
et

1
Vx> —1, f/(x):J (1 —t2)*en(1 —t?) dt.
0

#  On n'a pas besoin de savoir que f est de classe €' pour démontrer qu'elle est décroissante, ni de
vérifier qu’elle est de classe € pour démontrer qu’elle est convexe.
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On pose

[1. 1 Démontrer que F est de classe € sur R.
[2. ] Exprimer Fal'aide des fonctions usuelles.

[1. ] Onpose

e tsinxt

vxeR, o(x,0)=x et Vix,t) e RxRL, oxt)= i

Pour tout x € IR, la fonction partielle t — ¢(x, t) est continue sur l'intervalle fermé [0, +ool[. De plus,
@(x,t) = o(e™ ") lorsque t tend vers +oco, donc la fonction t — @(x, t) est intégrable sur [0, +ool.
La fonction F est donc bien définie sur R.
@ Pour tout t € [0, +o0l, la fonction partielle x — @(x,t) est de classe ¢! sur R et
09

Y (x,t) € R x Ry, a—x(x,t) = e ‘cosxt.

# Cette expression est vraie aussi pour t = 0 — vérifiez-le !

On en déduit que

0
V(x,t) € R x Ry, ‘a—i(x,t)lge_t.
Le majorant est indépendant de x € R et intégrable sur [0, 4o00[ en fonction de t. Par convergence

dominée, la fonction F est bien de classe %' sur R et
, +oo a(p “+oo .
VxeR, F(x) = —(x,t)dt = e cosxtdt.
o Ox 0
[2. ] D’apresl’expression intégrale de F'(x),
+o00 1

VxeR F/(x) =R —(=It gt = ; =
x €y (x) eJ'O € e 1+ x2

Comme F(0) = 0, on en déduit que

Vx € R, F(x) = Arctan x.
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On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
Soit u € S(R™). On considere les applications f : R™ — Ret g : R™ — IR définies par

vxeR", f(x) = (ulx)|x) et g(x) = ||x]|* = 1.

[1. ] Soit K, I'image réciproque de {0} par g. Démontrer que K est une partie compacte de R™.
[2. ]| Démontrer que la restriction de f a K atteint un maximum en un point qui sera noté a.
[3. ] Démontrer que g est différentiable. Calculer I'expression de sa différentielle.

[4. ] Démontrer que f est différentiable. Calculer I'expression de sa différentielle.

[5. 1 Démontrer que a est un vecteur propre de .

[1. ] Par définition, K est la sphere unité de R™ : c’est donc une partie fermée (image réciproque
d’un singleton par une fonction continue) et bornée (par définition méme) d’un espace vectoriel de
dimension finie, donc c’est une partie compacte de R™.
[2. ] Touteapplication linéaire définie sur R™ (= espace vectoriel de dimension finie) est continue.
De plus, le produit scalaire sur R™ est une application continue (inégalité de Schwarz). Donc f est
continue sur R™ en tant que "produit" d’applications continues.

@ La restriction a une partie compacte non vide d’une fonction continue est bornée et atteint
ses bornes. La fonction f atteint donc un maximum en un point a € K.

#  Comme dimIR™ > 1, la sphere unité n’est pas vide. (En revanche, pour n = 0, elle est vide. Mais
bon.)

[3. ] Pourxethdans R™,
glx+h) = {(x+hlx+h) =g0x)+2(xIh) +|n]

par bilinéarité et symétrie du produit scalaire. Comme Ih||* = o(||h]) au voisinage de 0, on en déduit
que
glx+h) = g(x)+ (2x[h) + of[[h[))
h—0

et comme l'application h — (2x|h) est linéaire, on en déduit que g est différentiable en tout point
x € R" et que
Vg(x) =2x et dg(x) =[h+— (2x|h)].

[4. ] Onfait les mémes calculs, en prenant en compte le fait que u soit auto-adjoint.
f(x+h) = (u(x) +u(h)[x+h)
=f(x)+ (u(x)|h) + (h|u*(x)) + (u(h)|h)
=f(x)+ (2u(x) |h) + (u(h) |h).
Comme u est continue, on déduit de 1'inégalité de Schwarz que
vhER™, [ (uh) [h) [ < Juml < [l ih)*
et on conclut comme plus haut :

fx+h) = £(x)+ (2ulx) [R) +O(RJ}) = f(x) + (2u(x) [h) +o([h]).

Donc f est différentiable en tout point x € R™ et
Vi(x) = 2u(x), df(x) =[h — (2u(x)|h)].

[5- ] On étudie ici le maximum d’une fonction différentiable f : R™ — IR soumise a la contrainte
[g(x) = 0], our g est différentiable sur R™ (probleme d’extremum sous contrainte).

Quel que soit le point a € K ot la restriction de f a K atteigne un maximum, on sait que
Vg(a) # 0. Par conséquent, comme f atteint un extremum au point a, les gradients Vf(a) et Vg(a)
sont proportionnels.

Il existe donc un scalaire A € R tel que

Vf(a) =AVg(a), c’est-a-dire ula)=A-a.
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Comme a # 0, cela signifie que a est un vecteur propre de u (associé a la valeur propre A).

#  Commeu € S(R™), le Théoréme spectral nous dit que

VxeRY,  (u|x) = Y afxl?

0l (Xo) wesp(w) est une famille orthogonale telle que

X = Z X et que VoeSp(u), ulxg)=o-xq.
xeSp(u)

On en déduit (calcul classique) que le maximum de f(x) sur K est en fait la plus grande valeur propre de u.
De méme, le minimum de f(x) sur K est la plus petite valeur propre de u.
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Pour x € R, on pose

T cosxt
f(x) = —— dt.
W=] T

[1. ] Démontrer que f est bien définie. L'application f est-elle paire ? continue ?
[2. ] Démontrer que f est de classe €.
[3. ] Vérifier que

_ —+o0 t
VxeR, f’(x):%J ;Oj’t‘z dt.
0

[4. ] Déterminer une équation différentielle linéaire du second ordre vérifiée par f.

[1. ] Pour(x,t) € R x R4, on pose
cos xt
(1+t2)2°

Pour tout x € R, 'application t — ¢(x, t) est continue sur [0, +o0 et

ot =_0(%),

t——+00 t4

(p(X, t) =

donc t — @(x,t) est intégrable sur [0, +oc0[, ce qui prouve que l'intégrale généralisée f(x) est bien
définie pour tout x € R.

@ Comme x — @(x,1) est paire pour tout t € [0, 400, la fonction f est paire elle aussi.

@ Pour tout t € [0, +oo[, 'application x — ¢(x, ) est continue sur R et

1
(1+1t2)2°
Le majorant est indépendant de x € IR et intégrable sur R, en fonction de t. Cette inégalité de

domination nous permet d’appliquer le Théoréme de continuité : la fonction f est continue sur IR.
[2. ] Pourtoutt e R, lafonction x — @(x,t) est de classe ¥ sur R et

vVxeR, Vtel0,+ool, |(p(x,t)|§

ok tk km
Vk>1,¥xeR,, Vtel0,+ool, W(X,t)zm-cos(xt—&-?).
En particulier,
9%2¢ t2
VX€R+,Vt€[O,+OO[, lw(x,t)lgm

Le majorant est indépendant de x € IR et est, en tant que fonction de t, intégrable sur [0, +oo[. D'apres
le Théoreme de dérivation, la fonction f est de classe €2 sur R et

Vx €eR,

+o00 : +o00 2
—tsinxt —t“ cosxt
f'(x) = J J dt.

el A " — - e At
o (1+1t2)2 d, T o (1T+12)?

%y  La domination est compromise pour les dérivées partielles d’ordre k > 3, il est donc trés probable que
f soit de classe €2 sans étre de classe €3 sur R.

[3. ] Soitx € R. On integre par parties :

2f'(x) = +ooi-sinxtdt— L-Sinxt > o -xcosxt dt
e (T4+12)2 LT +t2 0 o 1+1t2
_ J’+°° cosx;c dt.
o Tit

[4. ] Encombinant les expressions précédentes,

—+oo 2
Vx€R, 2" (x) :—XJ' (1+t7) cosxt dt = —xf(x) +xf" (x)

0 (1+1t2)2
donc f est une solution de I'équation différentielle

Vx€R, xy” (x) — 2y’ (x) — xy(x) = 0.
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% On peut vérifier numériquement les calculs qui précedent.

def f(x):
def g(t):
return np.cos(xx*t)/(1+t*x2)*x*2
return g

def ff(x):
def g(t):
return -x/2xnp.cos(xx*t)/(1+t*x2)
return g

def fff(x):
def g(t):
return -tx*x2xnp.cos(xxt)/(L1+tx*2)*x*2
return g

X = np.linspace(-1, 1, 200)

F np.array([integr.quad(f(x), 0, np.inf)[0] for x in X])

F1 = np.array([integr.quad(ff(x), 0, np.inf)[0] for x in X])
F2 = np.array([integr.quad(fff(x), 0, np.inf)[0] for x in X])
Test = XxF2-2xF1-XxF # xf'(x) — 2f'(x) = xf(x) =0 ?
nt(np.mean(abs(Test)))

On constate que les valeurs de la liste Test sont tres faibles (la valeur moyenne affichée est de I'ordre
de 2.1072), ce qui valide I'équation différentielle que nous avons trouvée.

En tragant les graphes de f, ' et £/, on constate que la dérivée seconde f" n’est trés probablement pas
dérivable en x = 0.

0.8 1
0.6 | /\
0.4 -
0.2 1
0.0 1
—0.2 1
—0.4 -
— f
—0.6 1 f
f//
—0.8 1

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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On pose
+oo dt
f(x) = S
&) JO T+ex+et
[1. ] Déterminer le domaine de définition D de f.

[2. ] Démontrer que f est continue sur D.
[3. 1 Déterminer des équivalents de f aux bornes de D.

[1. ] Pour (x,t) € R?, on pose
1
obot) =75 +etx et

Pour tout x € R, la fonction t — @(x, t) est continue sur [0, +00l.

@ Pour x < 0, comme @(x,t) tend vers 1 lorsque t tend vers +oo, l'intégrale généralisée f(x)
est divergente.

@ Pour x =0, la limite est égale a 1/, méme conclusion.

@  Pourx <0,

ext) ~ e
t—+o0

et comme t — e ! est intégrable au voisinage de +oco quel que soit x > 0, I'intégrale généralisée f(x)
est (absolument) convergente.

@ L'ensemble de définition de la fonction f est donc l'intervalle ouvert ]0, +ool.
[2. ] Pourtoutt € [0,+o0], la fonction x — ¢(x, t) est continue sur ]0, 4+o0[. De plus, par monoto-
nie en fonction de la premiere variable,

Y (x,t) € [a,+oo[ x [0, +ool, 0< p(xt) < o(a,t).

Le majorant est indépendant de x et, d’apres la question précédente, il est intégrable sur [0, +oo[ en
fonction de t. D’apres le Théoréme de continuité, la fonction f est continue sur

|J la,+ool =10, +c0[ = D.

a>0
[3. ] Lamonotonie de ¢ relativement a la premiere variable prouve que f est décroissante sur D.

#  On devine que

=+o0 et que f(+o0) = 0dt=0.

0

f(0") :J

+o0o dt J'Jroo
o 2+et

1l est donc pertinent de calculer un équivalent de f(x) aux bornes de D.
@ Bien entendu, a défaut de savoir calculer un équivalent, il est déja bon de savoir justifier précisément
les limites qu’on a devinées.

@ Pour x > 0, on change de variable en posant u = xt :

1 J’+°° du

f(x) = - TR Tyt
(x) xJo T4ettew/x

)
On considére cette fois la fonction \ définie par

* * 1
Vinx) e RY < RY, b = 5o o
11 est clair que

Vx>0, Vuel0,+ool, 0<P(x,u) <

1+ ev

et le majorant que nous venons de trouver est a la fois indépendant de x > 0 et intégrable sur [0, +oc0[
en fonction de u. Cette propriété de domination nous permet de passer a la limite sous le signe |.
On a donc

limJ+m1|)(x u)du—JhLc>o du —J+Ooe_udu—[—(’,nﬂ—&-e“)]ﬂo—EnZ
X*}OO ) o 0 ]‘I’eui 0 1+eiu o 0 o
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et
Hoo o du Foo eu —In(1+2e %)+t {n3
1. — — _— — e [
xS0 L b w) du L 2+ev L pre 2 ]o 2
et on déduit alors de () que
n2 inv3
f(x) o % et que f(x) e Tx

Au passage, nous venons de démontrer que f tend vers +oo au voisinage de 0 et vers 0 au voisinage
de +oo0.

# ]l est possible de vérifier numériquement les équivalents que nous venons de déterminer.

def f(x):
def g(t):
return 1/(1+np.exp(t*x)+np.exp(-t))
return g

X = [10.0*x+i for i in range(5)]
for x in X:
res = integr.quad(f(x), 0, np.inf)
print("{:>6} {:6.5f} {:3.2g}".format(int(x), x*xres[0], res[1]))

X = [10.0%x(-i) for i in range(5)]
for x in X:
res = integr.quad(f(x), 0, np.inf)
print("{:<6} {:6.5f} {:3.2g}".format(x, xxres[Q], res[1]))

@ Résultats au voisinage de x = 0

X xf(x) Erreur estimée
1 0,60460 5,8.10~ "1
0,1 0,67489 1,0.1078
0,01 0,69114 3,4.1071°
0,001 0,69294 3,4.10°8
0,0001 0,69313 8,2.10°°

Pour mémoire, In 2 ~ 0,6931471805599453.
@ Résultats au voisinage de +oo

x  xf(x) Erreur estimée

1 0,60460 5,8.10°"
10 0,55735 1,1.1077
100 0,55015 4,2.107'2
1000 0,54939  3,2.1077
10000 0,00000 RuntimeWarning:
overflow encountered in exp

Pour "mémoire”, Inv/3 ~ 0,5493061443340549.
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On considere la surface S C R> d’équation
X2yl +22+ax+6y—2z=1.

Déterminer les plans tangents a S qui sont paralléles au plan P d’équation

x+y+z=1.

La surface S est 'image réciproque du singleton {1} par I'application f : R> — R définie par

Y (x,y,2) € R3, f(x,y,2) =x? +y? + 22 +4x + 6y — 2z.

#  Un singleton est fermé et f est continue (elle est polynomiale), donc la surface S est une partie fermée.

En démontrant que f tend vers 4-oo au voisinage de 'infini, on prouve que S est également une partie

bornée et donc une partie compacte de R> (= espace vectoriel de dimension finie). Il y a (beaucoup) mieux a
dire!

@ Les yeux fermés.
L'application f est de classe ¢! sur R? (elle est polynomiale) et

¥ Mo = (x0,Yo,20) € R?, V{(Mo) = (2xo +4, 2yo + 6, 220 — 2).

Par conséquent, pour Mo # (—2,—3,1), le gradient Vf(M,) n’est pas nul et I'application linéaire
tangente df(My) € L(R3,R) est surjective.

#  Une forme linéaire qui n’est pas identiquement nulle est surjective, puisque la dimension de I’espace
d’arrivée est égale a 1.

Dans ces conditions, I'ensemble Ty, S des vecteurs tangents a S au point My est I'hyperplan
affine issu du point M et orthogonal au gradient Vf(M,).
@ Ce plan tangent Ty, S est parallele au plan d’équation x +y + z = 1 si, et seulement si, le
gradient V(M) est colinéaire au vecteur normal (1,1, 1).

#  Lorsque R est muni de sa structure euclidienne canonique, le plan d’équation ax + by + cz = d
admet le vecteur n = (a, b, c) pour vecteur normal.
Deux plans sont paralleles si, et seulement si, ils ont des vecteurs normaux colinéaires.

On cherche donc les points My € S tels que

Xo+2=yo+3=20—1#0.

#  La condition de non-nullité équivaut au fait que le gradient de f au point Mo ne soit pas le vecteur
nul.
11 est évident qu’un vecteur est colinéaire a (1,1,1) si, et seulement si, ses trois coordonnées sont
égales. On peut retrouver ce résultat par un calcul général : les deux vecteurs (u,v,w) et (a, b, c) sont coli-
néaires si, et seulement si,

v b w c u a
= = = 0
w c u a v b
ce qui revient a dire que leur produit vectoriel est nul.
Autrement dit, on cherche les réels t # 0 tels que
(x0,Y0,20) = (—24+t, =3+1t, 1+1t) €S. (*)

On trouve alors t = +1/5 et les plans tangents cherchés sont donc les deux plans d’équation

(x4+2+V5)+(y+3+V5) +(z—1+5) =0

c’est-a-dire
x+y+z=—4F3V5
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@ Les yeux ouverts.
Si on est plus attentif, on voit qu’on peut simplifier I'équation de la surface S :

(x+22+y+3)2+(z—172=15.

Autrement dit, la surface S est la sphére de centre O = (—2,—3, 1) et de rayon V5.

Le plan tangent a une sphére de centre O en un point My est orthogonal au rayon OM,. Par
conséquent, le plan tangent a S en My est parallele au plan d’équation x +y + z = 1 si, et seulement
si, il existe t € R tel que

OMOZ(XO +2,‘g0 +3,Zo—]):t~(1,1,1).

On est ainsi ramené trés simplement a 1’équation (x).



