VENDREDI 12 JUIN

Référence Origine Theémes

132-174 ENS PSI Espace euclidien et probabilités

132-464 Mines MP Sous-espaces stables d'un endomorphisme
132-466 ! Inverse d"une matrice

132-494 ! Diagonalisation

132-497 " Endomorphisme diagonalisable

132-498 ! Réduction

132-523 ! Norme multiplicative

132-524 ! Sous-groupes fermés de C*

132-527 ! Normes équivalentes

132-531 " Frontiére d'une partie

132-535 ! Développement asymptotique

132-571 ! Fonction définie par une intégrale

132-599 " Série de fonctions

132-610 ! Fonction génératrices

132-617 ! Limite d"une intégrale

132-628 ! Valeur finale d"une transformée de Laplace
132-633 ! Wronskien

132-636 ! Equation différentielle et matrice antisymétrique
132-642 " Résolution d'une EDP

132-644 ! Ensemble tangent a une partie de 9, (R)
132-648, 649 & 651 " Probabilités

132-652 ! Probabilités

132-654 ! Probabilités

132-655 ! Espérance d’une variable aléatoire

132-656 ! Variance d’une variable aléatoire

132-661, 669 ! Inégalité de Paley-Zygmund

132-668 ! Des boules dans une urne

132-755 Mines PC Calcul matriciel

132-759 ! Caractérisation de la trace

132-800 ! Comparaison de normes

132-801 ! Une norme sur l'espace des suites sommables
132-823 ! Une équation fonctionnelle

132-825 ! Un probleme de point fixe

132-940 Centrale MP  Topologie sur un espace de suites

132-984 " Encore des boules dans une urne

132-1028 Centrale PSI  Equation différentielle matricielle

132-1111 CCINP MP  Racines carrées d'un endomorphisme
132-1119 ! Série de fonctions

136-1420 IMT MP Equivalent d"une intégrale

136-1431 " Equation différentielle




rmsl132-174

Soit n > 5. L'espace R™ étant muni de sa structure euclidienne canonique, on consideére un sous-espace V
de dimension k < n — 4. La projection orthogonale sur V est notée Ty et la matrice relative a la base
canonique de R™ de cette projection est notée P.

On note A, la matrice P privée de sa diagonale et D = P — A.

On consideére un vecteur aléatoire X = (X, ..., Xyn) défini sur un espace probabilisé (Q, A, P). Les
coordonnées X1, ..., Xn sont supposées indépendantes et de méme loi :

V1<k<n, P(Xk:jﬂ):%.

On étudie ici la variable aléatoire
R=d(X,V) =min | X —v|.
vev

[1. ] Démontrer que R(w) < v/ pour tout w € Q.
[2. ] Démontrer que
VxeR", dx,V)?= (x|x—mv(x)).

[3. 1 Endéduire que
RZ=n—k—-XT.AX.

Calculer E(R?).
[4. ] Démontrer que tr D? > ¥/,
[5. 1 Démontrer que
2k(n—k)

E[(XT.AX)?*] < ——.
n

[6. ] Démontrer que

K
PR>Vn—k+2)<

\%-

[1. ] D’apres le cours,
VxeR", d(x, V)2 =[x —myv (x|

Par conséquent, pour tout w € Q,

R(@)? = [[X(w) =y (X(w))|| = [|(T v} (X(w)) || < [[X(ew)[|*

puisque I — 7ty est une projection orthogonale (la projection orthogonale sur V).
Comme les coordonnées de X sont des variables aléatoires de Rademacher,

IX(@)]* =Y X(w)=n
i=1

et on a donc
YweQ, 0 < R(w) < vn.

[2. ] Cfcours.
[3. ] (Dorénavant, la variable w sera sous-entendue.)

Pour le produit scalaire canonique, la base canonique est une base orthonormée. Par consé-
quent, d’apres la premiere question,

RZ=XT.(I-P).X
=X"(I-D—-A).X
=X".(I-D).X—=XT.AX.

Ennotant cy, ..., cn, les coefficients diagonaux de la matrice D,

RZ=) (1—c)X} —XxT.AX

s

.ﬂ
Il
=

(1—ci) —XT.AX (car X2 =1)

I
.I\/I:

i=1
=(n—trD)—XT.AX.



rms132-174 2

Par définition, les coefficients diagonaux de D sont aussi les coefficients diagonaux de P, donc tr D =
tr P = rg P (puisque la trace de toute projection est aussi le rang de cette projection). Comme 7ty est
la projection sur un sous-espace de dimension k, le rang de P est égal a k et on a donc bien

VweQ, Riw)=n—k—X"(w).AX(w).

. Comme R? est une variable aléatoire bornée, c’est une variable aléatoire d’espérance finie.
En notant A = (a;j)i1<i,j<n, Ona ai; = 0 (par construction de A) et d’apres la formule du
produit matriciel,

XT.A.X = Z Xi-ai,j .Xj .
i#)
Il s’agit d"une combinaison linéaire de variables aléatoires bornées. Par linéarité de 1’espérance,
EXTAX) =) aijE(XiX))
i#j
Or X; et Xj sont des variables aléatoires indépendantes (puisque i # j) et centrées, donc
Vi#j, E(XiXj)=EX)E(X;)=0
donc E(XT.A.X) = 0 et finalement
E(R) =n—k.
[4. ] Avecles notations utilisées plus haut,

n

tr(D?) = Z ciz.

i=1
On a déja remarqué que

n
Zci:trD:trP:k.
i=1

D’apres I'inégalité de Schwarz,

et par conséquent

[5. ] Onajustifié précédemment que
XT.A.X = Z Cliijin
i
était une combinaison linéaire de variables aléatoires centrées. Par conséquent,

E[(XT.AX)2] (Zauxx)

i#j

=Y af;VIXiX)+ ) aijapq Cov(XiX;, XpXq).

i) (1,i)#(p,q)
avec 1),p#q

@w  Pouri#j, le produit X;X; est une variable aléatoire centrée, donc
V(XiX;) =E(X{X{) =E(1) =1.

a  Pour (i,j) # (p,q) aveci # j et p # q, il faut distinguer plusieurs cas.

» Si{i,j} N{p,q} = @, alors X;Xj et X,Xq sont indépendantes (lemme des coalitions), donc leur
covariance est nulle.
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» Si{i,j}N{p, q} est un singleton, on peut supposer que i = p etj # q (puisque i # j et p # q). Dans
ces conditions,
Cov(X;Xj, XiXq) = E(X{X;Xq) — E(XiX;) E(XiXq)
=E(XjXq) =0
puisque X7 = 1 et que les trois variables aléatoires X;X;, X;Xq et X;jX4 sont centrées (les indices sont
distincts).

» Enfin, si{i,j} = {p, q}, alors i = q et j = p (puisque les couples (i,j) et (p, q) sont distincts), donc
COV(XiX]', Xin) = V(XIX]) =1.
Ainsi,
V(Z ai,inXj> = Z (liz,j + Z aq;jaji.
i#) i#j i#j
Comme elle représente une projection orthogonale dans une base orthonormée, la matrice P est sy-
métrique (réelle) et la matrice A est symétrique elle aussi, donc

E[(XT.AX)?] = V(Z ai,inXj) =2) af;.
i# i#j

a [l est temps de se souvenir de I'expression du produit scalaire canonique sur 9, (R).

E[(X".AX)?] =2 {Z afj— ) aii}
1,j i=1

=2[tr(P".P) —tr(D".D)]
=2 [tr P— tr(Dz)]
puisque P'.P = P? = P (matrice de projection orthogonale relative & une base orthonormée) et

D ".D = D? (matrice diagonale, donc symétrique).
On a vu plus haut que tr P = k et d’apres la minoration de la question précédente,

E[(XTAX)?] = 2[k—tr(D?)] < 2k - ] = 21K

n n

[6. ] Comme R est une variable aléatoire positive,
R>vVn—k+2=[R?>n—k+4+4V/n—k]|
= [-XT.AX>4+4Vn—K]
C [(XT.AX)? = 16(1 + Vn—k)?].

On déduit alors de I'inégalité de Markov et de la majoration précédente que

E((XT.A.X)?) k (n—k) k
P(R>Vn—k+2) < 161+ Vn—K2 “8n (I+vn_K2 = 8n’
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Soient E, un espace vectoriel et A, une sous-algebre de L(E). On suppose que les seuls sous-espaces
vectoriels de € qui sont stables par tous les éléments de A sont {Og } et E.

Démontrer que, quels que soient les vecteurs x # 0 et y dans E, il existe un endomorphisme u € A tel que
u(x) =y.

@ lest clair que I'ensemble

F={u(x), ue A}

est contenu dans 'espace vectoriel E.
a  Comme A est une sous-algebre de L(E), alors l'application nulle wg appartient a A et par
conséquent
O = wE(x) eF

Quels que soient le scalaire A € KK et les vecteurs a et b dans F, il existe deux endomorphismes
uetvdans A tels que
a=1u(x) et b =v(x).

Par conséquent,
Aa+b = (Au+v)(x).

Or Au+v € A (une algebre est stable par combinaison linéaire), donc
Aa+bek

Ainsi, ’ensemble F est un sous-espace vectoriel de E.
@ Une algebre est, par définition, unitaire, donc It € A et donc

x=1Ig(x) €F.

Comme x # O par hypothese, le sous-espace F n’est pas réduit a {Og }.
a  Soit a € F:il existe doncv € A tel que a = v(x).
Pour tout u € A, la composée u o v appartient a A (stable par o, qui est la multiplication
interne), donc
u(a) = (uov)(x) e F

Le sous-espace F est donc stable par .A. Comme il n’est pas réduit a {Og }, il est par hypothése égal & E.
a  Pour touty € E, onadoncy € F et, par construction de F, il existe donc u € A tel que

y = u(x).



rms132-466

[1. 1 Démontrer que, pour toute matrice M € GL,, (K), il existe un polynome P € K[X] tel que
M~ =P(M).
[2. ] Existe-t-il un polynome P € K[X] tel que

M~ =P(M)

pour toute matrice M € GL,, (K) ?

[1. ] Toute matrice M € 9, (KK) admet un polyndéme minimal Py € K[X]. Or les racines du po-
lynéme minimal sont les valeurs propres et M est inversible, donc 0 n’est pas racine du polyndéme
minimal. Ainsi, le coefficient constant du polynéme minimal n’est pas nul :

Po=X4+aq 1 X"+ +a;X+ao avec ao #0.
Comme P est un polynéme annulateur de M, on en déduit que
M+ ag M T+ oM+ aplny =0,
et donc que
M(Md” Fag M2 4 oM+ a In) = —aoly,
ce qui prouve que le polynome

—1
P = a—(qu +ad71Xd*2+---+azX+a1)
0

vérifie M~! = P(M).
[2. ] Lepolynéme P qu’on vient d’exhiber dépend de la matrice M.

S’il existait un polynéme P indépendant de la matrice M (entre les deux questions, seule la
position des quantificateurs est modifiée), alors il faudrait en particulier que

1
VAe K", PAL,) = XITL
et donc que
VAe K" PQA)=-.
» SiK = R ou K = C, la propriété précédente est impossible (limite a 1'origine ou a l'infini!). Il
n’existe donc pas de polynéme universel!

» SiK = 7Z/27, alors
VAeK*, A T=A\

et le polynome P = X vérifie la condition nécessaire.
Il'y a 16 = 2% matrices dans M5 (K), parmi lesquelles six sont inversibles.

10 11 10

0 1 0 1 11

0 1 11 0 1

10 10 11
On peut vérifier que ces six matrices vérifient A> = I,, c’est-a-dire A~' = A. Autrement dit, le
polyndéme X convient pour toutes les matrices de GL;(Z/27Z).

» Cen’est pas vrai dans GL3(Z/27Z) puisque les matrices

0 0 1 01 0
A=|1 0 0 et AT=10 0 1
01 0 100

sont distinctes.
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#y  Cela prouve que le polyndme X n’est pas universel, cela ne prouve pas qu’il n’existe pas de polynome
universel !

» Quels que soient 'entier n > 1 et le nombre premier p, 'espace vectoriel 9., (Z/pZ) ne contient
que p“2 matrices, donc le groupe GL, (Z/pZ) est fini.

En parcourant 'ensemble des matrices inversibles de 9., (Z/pZ), on n’a donc qu'un nombre
fini de polyndmes minimaux.

Le ppcm de ces polynémes est donc un polyndme annulateur commun a toutes les matrices
de GL(Z/pZ) et le raisonnement de la premiére question permet d’en déduire qu’il existe un poly-
ndme universel P tel que

VM e GL.(Z/pZ), P(M)=M"".
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Soient A € My (K) et B € My, 1 (K), deux matrices telles que AB soit diagonalisable et inversible.
Alors BA est aussi diagonalisable.

#  On propose une premiere solution en supposant que les deux matrices A et B sont carrées. On traitera
dans un second temps le cas général.

@ Par hypothese,
det(A).det(B) = det(AB) #0

donc A et B sont inversibles.
On en déduit que
B(AB)B~' = BA

ce qui prouve que les matrices AB et BA sont semblables.
Comme AB est diagonalisable, on en déduit que BA est aussi diagonalisable.

#  On en déduit également que les matrices AB et BA ont méme polyndme minimal, méme polyndme
annulateur, mémes valeurs propres...

@ Onsupposeicique A € M, ,(K) et B € M, (IK), si bien que AB € M, (K) et BA € M, (K).

Comme AB est diagonalisable, son polyndme minimal Py est scindé, a racines simples et

comme AB est inversible, 0 n’est pas racine de Py. Il existe donc un entier d > 2 et des scalaires Aq,
..., Aq deux a deux distincts et non nuls tels que

d

Po=[[X—2) (*)

k=1
mais aussi des scalaires ap # 0, aj, ..., ag—1 tels que
Po=X4+aq 1 X"+ -+ a1X+ ao

et donc tels que

Po(AB) = 0n = (AB)? + aq_1(AB)* ' + -+ + a;(AB) + aoln
En multipliant a gauche par B et a droite par A, on en déduit que

0n =B(AB)*A + aq_1B(AB)* "A+ ...+ a;B(AB)A + aoBA
et comme B(AB)*A = (BA)**', on en déduit que

d

Py =XPo=X][(X=2)
k=1

est un polyndme annulateur de BA.
Comme Py est scindé, a racines simples et n'admet pas 0 parmi ses racines, le polynéme P;
est lui aussi scindé, a racines simples, ce qui prouve que BA est diagonalisable.

#  Le rang d'une matrice est toujours inférieur au nombre de lignes et au nombre de colonnes de cette
matrice.
En supposant que AB € M, (IK) est inversible, on fait I'hypothese que le rang de AB est égal an. Or
le rang de AB est inférieur au rang de A et donc au nombre de colonnes de A, doncn < p.
Sin # p,alorsm < p. Comme le rang de BA € M, (IK) est majoré par le rang de B et donc par le
nombre n de lignes de B, le rang de BA est inférieur a n et donc strictement inférieur a p : en aucun cas, la
matrice BA ne peut étre inversible.



rms132-497

Soient A € M, (R) telle que A> = Aet @ : My (R) — M, (R) définie par
YMeM,(R), O(M)=AM+ MA.

[1. ] Démontrer que © est diagonalisable.
[2. ] Exprimer la trace de © en fonction du rang de A.

[1. ] CommeA? = A,

YMeMy(R), ®odM)=DAM+MA)
= O(M) +2AMA,
®3(M) = ®(M) + 6AMA.

On en déduit que
®3 —30% =20

et donc que
X3 —3X2 42X =X(X=1)(X-2)

est un polyndéme annulateur de ®. Comme ce polyndme est scindé a racines simples, on en déduit
que @ est diagonalisable.

[2. ] Comme A est une matrice de projection, il existe une matrice inversible P et un entier 0 <
T < n (le rang de A) tels que

o (5, )
Pour toute matrice M € 9, (R),
P '®(M)P =],P "MP + P 'MPJ, = ¥(P"'MP) 1)
o1 ¥ est 'endomorphisme de M., (R) défini par

vV Q € M, (R), ¥Y(Q) =J-Q + QJr.

La relation (1) montre que la matrice M est un vecteur propre de @ associé a la valeur propre A si, et
seulement si, la matrice N = P~ MP est un vecteur propre de ¥ associé¢ a A. Comme la conjugaison
[M = P~"MP] est un automorphisme de 91, (R), on en déduit que @ et ¥ ont méme spectre et que
leurs sous-espaces propres ont mémes dimensions.

@ Onsait donc déja que les valeurs propres de ¥ sont 0, 1 et 2. On effectue les calculs par blocs :

avec 0 o
(Q1 Q2
Q= (Qs Q4) ’

IrQ=(01 %2) et QJT=(8; 8) donc ‘P(Q)=<Z§; QOZ).

On en déduit que :
» Y(Q) =2Q si, et seulementsi, Q2 =0 Q3 =0 et Q4 =0, le bloc Q; étant quelconque;
» Y(Q) = Q si, et seulement si, Q1 =0 et Q4 =0, les blocs Q; et Q3 étant quelconques;

» Y(Q) =0y, si, et seulement si, Q1 =0, Q2 =0et Q3 =0, le bloc Q4 étant quelconque.
@ On en déduit que

on a

dim Ker(® — 21) = r?, dimKer(® —1I) =2r(n—7) et dimKer® = (n—r)2.
On a ainsi retrouvé par un calcul direct que ® était diagonalisable et on en déduit la trace de ®.

trd =212 +2r(n—71) =2rn

#  On peut faire semblant d’éviter les calculs par blocs (mais la démarche qui suit revient précisément a
faire du calcul par blocs) en considérant un projecteur p.
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On sait que E = Ker p @Imp (propriété de tous les projecteurs) et on va appliquer un certain nombre
de fois le Théoréme de caractérisation des applications linéaires : si E = F® G, quelles que soient les applications
linéaires f € L(F, E) et g € L(G, E), il existe un, et un seul, endomorphisme w € L(E) tel que

VxeF u(x)="~f(x) et VxeG, u(x)=g(x).

» Considérons I'application identiquement nulle f : Kerp — E, une application linéaire g : Imp — E telle
que Im g C Kerp et 'endomorphisme \ caractérisé par f et g.
On peut vérifier sans peine que

vx €F uop(x) u(x)

Vxe€G, pou(x)=0g

O = u(x) VxeG, uop(x)
Vx€eF pou(x)=0¢

ce qui prouve que wop =wet p ou = w et donc que ®(u) = u.

Le sous-espace propre de @ associé a 1 contient donc un sous-espace vectoriel isomorphe a L(Im p, Ker p).
» Considérons une application linéaire quelconque f : Kerp — E telle que Imf C Imyp, l'application
identiquement nulle g : Imp — E et I'endomorphisme w caractérisé par f et g.

On vérifie cette fois que

VYx€F uop(x)=0¢ VxeG, uop(x)

3
VxeF poul(x)=u(x) VxeG, pou(x)=0g=ux)

ce qui prouve que wop = w et p ou = w et donc que ®(u) = u.
Le sous-espace propre de @ associé a 1 contient donc un sous-espace vectoriel isomorphe a L(Im p, Ker p).
Ces deux sous-espaces vectoriels sont clairement en somme directe (leur intersection est réduite a
I'endomorphisme nul), donc le sous-espace propre de © associé a 1 contient un sous-espace de dimension
2r(n—r).
» Considérons une application linéaire quelconque f : Kerp — E telle que Imf C Kerp, l'application
identiquement nulle g : Imp — E et l'endomorphisme w caractérisé par f et g.
On vérifie cette fois que

vYx €F, uop(x)

Og VxeG, uop(x)=0g
VxeF pou(x)=0¢ VxeG, pou(x)=0g
ce qui prouve que wop =p ou = w et donc que ®(u) = w.

Le noyau de @ (= le sous-espace propre associé a 0) contient donc un sous-espace vectoriel isomorphe

a L(Ker p,Kerp). La dimension du noyau de ® est donc au moins égale i (n — )2

» Considérons 'application identiquement nulle f : Kerp — E et une application linéaire quelconque
g : Imp — E telle que Im g C Imp, ainsi que I'endomorphisme u caractérisé par f et g.
On vérifie cette fois que

VxeF uop(x) = (x) VxeG, uop(x)

(x) VxeG, pou(x)

(x)
(x)

=u
VxeF pou(x)= =u
ce qui prouve que wop =p ou = w et donc que ®(u) = 2u.

Le sous-espace propre de @ associé a 2 contient donc un sous-espace vectoriel isomorphe a L(Im p, Imp).

La dimension de ce sous-espace propre est donc au moins égale i v2.

» Comme 2(n —1)r + (n —7)2 + 12 = n?, ces inclusions sont en fait des égalités et on a caractérisé les
vecteurs propres de @.
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Soit A € My (KK). On considere 'application fo : My (K) — My, (K) définie par
YMeM,(K), fa(M)=AM.

Démontrer que A et A ont méme spectre.

Si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A, alors
AX =X

donc la matrice
M= (X X) € ML (K)

n’est pas la matrice nulle (puisque X n’est pas la colonne nulle) et
fa(M) =AM = (AX --- AX)=AM
donc M est un vecteur propre de fa associé a A.
# Les matrices

X 0 - 0), (0 X 0 -+ 0), ...,
o - 0 X 0, (0 - 0 X)
forment une famille libre de n vecteurs propres de fa associés a A. Si la matrice A est diagonalisable, alors
on peut définir une base de M, 1 (R) constituée de vecteurs propres de A et en déduire une base de M, (R)

constituée de vecteurs propres de fa : cela prouve que 5 est diagonalisable.

w  Réciproquement, sil existe une matrice carrée

M=(Cy C; -+ Cpn)#0n
telle que
fa(M) =AM,
alors
(ACi ACz -+ ACh)=AM=AM=(AC; ACz -+ ACq).

Comme M # 0y, il existe au moins une colonne C; non nulle et comme
AC; = ACj,

on en déduit que A est aussi une valeur propre de A.
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Sur l'espace M (K), il n’existe pas de norme N telle que

VA,BeEM(K), N(A.B)=N(A).N(B).

Si la norme N vérifie I'identité
vV A,B e M, (K), N(A.B) = N(A).N(B),

alors en particulier
VA€M, (K), N(A?%) = N(A)2.

@ Considérons la matrice A = E; . Comme A # 0y, alors N(A) # 0. Mais AZ = 0,, donc
N(A?) = 0. La contradiction est établie!
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Déterminer les nombres complexes z pour lesquels I’ensemble
G = {exp(izt), t e R}

est un sous-groupe fermé de (C*, x).

On sait que, pour tout z € C, I'application [t — exp(izt)] est un morphisme de groupes de (R, +)
dans (C*, x). Par conséquent, son image G est bien un sous-groupe de (C*, x).
@ 5iza pour représentation cartésienne a + ib, alors

VteR, lexp(izt)] =exp(—bt).

Par conséquent, si b # 0, alors exp(izt) tend vers 0 ¢ G lorsque t tend vers +oo (pour b > 0) ou
lorsque t tend vers —oo (pour b < 0). Cela contredit le fait que G est supposé fermé.

Supposons réciproquement que z soit réel. Dans ce cas, I'application [t — e'*!] est 2X-périodique.
De ce fait, 'ensemble G est 'image du compact [0, 2] par une fonction continue, donc G est compact
et en particulier fermé.

@ On adonc démontré que G était fermé si, et seulement si, z était réel (c’est-a-dire Imz = 0).
Dans ce cas, G est en fait égal au cercle unité U.
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Soit E, I'espace vectoriel des fonctions f : [0,1] — R de classe € telles que £(0) = f'(0) = 0. Pour toute
fonction f € E, on pose
N(f) = [|f +2f" + || .

[1. ] Démontrer que N est une norme sur E.
[2. ] Soit f € E. Exprimer f en fonction de g = f + 2f' 4+ "
[3. 1 Démontrer qu’il existe a € Ry tel que

VEEE, [fll, < aN().

[4. 1 Lesnormes |||, et N sont-elles équivalentes ?

[1. ] Il estclair que N est bien définie sur E (norme infinie d’une fonction continue sur un seg-
ment); qu’elle est positive; qu’elle est positivement homogene et qu’elle vérifie I'inégalité triangu-
laire (linéarité de la dérivation).

Enfin, si N(f) = 0, alors f est une solution de 1’équation différentielle linéaire homogene

x4+ 2x"+x=0

qui vérifie en outre x(0) = x’(0) = 0, donc f est la fonction nulle (soit par un calcul explicite sachant
que f(t) = (at + b)e ", soit en appliquant le théoreme de Cauchy-Lipschitz).
Donc N est bien une norme sur E.

#  Bien entendu, N n’est pas une norme sur €2 ([0,1]).

[2. ] Lafonction f € E considérée est la solution du probleme de Cauchy :
Vtelo, 1], x"(t)+2x'(t) +x(t) = g(t), x(0) =x'(0) =0.

Les solutions de I’équation homogene sont de la forme x4 (t) = (at+b)e " etla méthode de variation
des constantes nous donne une solution particuliére :

xo(t) =e™t J': e’(t—s)g(s)ds

et en méme temps (puisqu’on raisonne sur le couple (x,x’) en faisant varier les constantes)

t

xh(t) =e " Jo e*(1+s—t)g(s)ds.

#  On pourrait dériver et simplifier I"expression de xo (t) : ce n’est pas compliqué, mais c’est un peu long.
L'avantage de la méthode de variation des constantes est de nous donner directement une expression simple
de la dérivée — et de ne la donner que si nous en avons réellement besoin.

Il apparait que x(0) = x4(0) = 0, donc f = xo!
[3. ] Ondéduit de I'inégalité triangulaire que :

t
vtelo,1], [f(t)|< J e "(t—s) gl ds
0 N——"~—

(Les bornes de l'intégrale sont rangées dans 1'ordre croissant.)
Or, pour tout t € [0, 1],

0<e "<l et VO<s<t, 0<e’(t—s)<e-1

donc
t

vtelo,1], Oge’tj eS(t—s)ds <e.
0
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On a trouvé un majorant indépendant de t € [0, 1], donc on peut passer au sup :

VEEE,  [[fl. <eN().

#  On vient de démontrer que la norme ||-|| . est dominée par la norme N.

Mais la norme N prend en compte les variations de f (présence de f' et de f"), alors que la norme
|||, 1€ tient compte que de I'amplitude de f et pas de ses variations. Pour démontrer que les deux normes ne
sont pas équivalentes, on va chercher des fonctions dont I'amplitude est limitée et dont les variations sont de
plus en plus rapides.

[4. ] Pourtoutn € N, on pose
Vtel0,1], fn(t)=tsinnt.

1l est clair que f,, est de classe ¢ sur [0, 1], que f(0) = f/ (0) = 0 et que ||fn ||, < 1.
Mais

Vtel0,1], fu(t)+2f.(t)+f/(t) =12+ (1 —n?)tlsinnt + n(2 +t) cosnt
et en particulier f,, (0) + 2f;, (0) + f/(0) = 2n, donc
vVneN, N(f,)>2n.

Le quotient N(f,,)/||fn]|,, tend vers +oo, donc la norme N n’est pas dominée par la norme
||| - Ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.
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Soit A, une partie d'un espace vectoriel normé (E, ||-||).
[1. ] On considére une fonction continue f : [0,1] — E telle que f(0) € A et f(1) ¢ A. Démontrer
qu’il existe to € [0, 1] tel que f(to) appartienne a la frontiere 0A de A.

#  Onrappelle que A = A° LI QA (par définition de la frontiere) et que

A=ALJALB

oii B est le complémentaire de I'adhérence de A (B est donc ouvert).

[2. ] Démontrer que: si A est distinct de E et de I"ensemble vide, alors sa frontiére n'est pas vide.

[1. ] Comme f(1) € A€, alors deux cas se présentent : ou bien f(1) € A (et dans ce cas, il n'y a
plus rien a démontrer), ou bien (1) € B. Dans la suite, on peut donc supposer que f(1) € B.
@ On considere l'ensemble

X={tel0,1] : f(t) € A}.

I s’agit d"une partie de [0, 1], donc d'une partie bornée de R.

Par hypothese, f(0) € A, donc 0 € X : c’est une partie non vide.

D’apres I’axiome de la borne supérieure, l'ensemble X admet une borne supérieure t et nous
allons démontrer que f(to) appartient a la frontiere de A, c’est-a-dire (par définition de I’adhérence)
que f(to) appartient a I'adhérence de A sans appartenir a l'intérieur de A.

@ Par hypothese, f(1) € B et comme B est ouvert, il existe r > 0 tel que

VxeE, |[x—f()||]<r = xeBCA".
Comme f est continue, il existe o« > 0 tel que
Viell—o 1], [[f(t) —f()]| <
Par conséquent
Vte[l—oa, 1], f(t)e A"

Onendéduitque0 <to < 1T —a< 1.
@ Comme to est la borne supérieure de X, il existe une suite (un)nen d’éléments de X qui
converge vers to, ¢’est-a-dire :

vVyneN, f(u,)€eA et lim u, =to.

n—-+oo
Par continuité de f, B
Iim f(u,) =f(ty) € A.

n—-+4oo

@ Sif(tg) appartenait a 'intérieur de A, alors il existerait un réel r > 0 tel que

¥xeE, [x—flto)] <t = xe€A.
Par continuité de f et comme ty < 1, il existerait alors & > 0 tel que

Vtelto,to+al, |[[f(t)—flto)|| <
et par conséquent

Vtelty,to +af, f(t)e A CA.

Cela signifierait que [to, to + o C X et contredirait donc la définition de to comme borne supérieure
de X.

Par conséquent, f(to) n’appartient pas a 'intérieur de A et appartient bien a la frontiere de
A.
[2. ] SiA # TetA #E, alorsil existex € A ety € A°. Comme E est un espace vectoriel, il est
convexe et la fonction affine (donc continue)

f=t— (1—t)x+ty]l : [0,1] - E
vérifie
f(0)e A et f(1)¢A.

D’apres la question précédente, la frontiére de A possede au moins un point.
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Déterminer deux réels a et b tels que

Z nn+k) = ninn+an+b+o(1).
n—-+oo

Tout d’abord,
n—1 n—1 K
Z n(n+k)=ninn+ Z Bn(1 + —).

n
k=0 k=0
@ Ensuite, comme la fonction f = [t — &n(1 4+ t)] est continue sur le segment [0, 1],

lim Zm(w )zJEn(1+t)dt—2€n2—1>O

n—+oco N

(théoreme sur les sommes de Riemann). Donc

Z nn+k)—minn ~ (2n2—-1T)n

n—-+oo

et parsuitea=2{n2—1.
:a  Enfin, on s’intéresse a la différence

n—I1 1
S en(1 + E) —nJ (1 +t)dt
n 0
k=0
qui peut aussi s’écrire (relation de Chasles)
n—1 .(k+1)/n
J n[f(km) —f(t)] dt.

k=0 Vk/n

» La fonction f est de classe €2 sur [0, 1] et

L
1+t

1
(1+41)2
Alors, d’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout entier 0 < k
k k+1 Ka—t] _T/rk 2 1
T Km) — Syl — S 53¢
vie [ ] frm -0 - | <5 (5 1) < 5

On peut alors borner chaque intégrale de la maniére la plus classique qui soit : pour tout entier
0<k<mn,

(k+1)/m K/ —t (k+1)/ K —1t 1
nﬂ%%ﬂw—mkj " altts — o) - g
Jk/n ( 1 +k/71) k/n ‘ +k/n‘ znz

et par inégalité triangulaire, la quantité

Vtelo, 1], f'(t)=

< 1.

|f//(t)| —

n—1 . (k+1)/n k/n

k f—
(]+E) J n(1+1t) dt+ZL/n n-Hk/ndt’

est majorée par /2, (il y a n termes dans la somme).

» Il reste a calculer

nZ]J(km/nn t_k/“dt—nin 1 1 li ]J1 dt 2
= Jim T+%n &= 2 T+% “2'n —= T+ Ko too 2 )14t 2

.  Finalement, on a trouvé

an(n+k) TH:JroonL’nn—i—(ZﬂnZ—]) —%4_(9( )

(ce qui est méme un peu plus précis que prévu).
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Pour x > 1, on pose

2{nx
F(x) = J £ dt
Inx
[1. ] Déterminer la limite de F au voisinage droit de 1.
[2. ] Démontrer que F est injective.
t
f= [t — e}
t

est continue sur R, et, pour tout x > 1, le segment [{nx, 2 {n x] est contenu dans ]0, +oo[. Par consé-
quent, l'expression F(x) est bien définie pour tout x > 1 (intégrale d'une fonction continue sur un
segment).

[1. ] Soitx > 1. Par croissance de la fonction exp,

Tout d’abord, la fonction

Inx t 24inx 2
x e e X
Vte llnx,2inx], - = < =< =,
t t t t t
Par positivité de 1'intégrale,
2 nx 24nx
dt dt
Vx>1, xJ —gf(x)gxzj Rk
nx t nx t

c’est-a-dire
Vx>1, xn2 < f(x) < x*n2.

On peut conclure par encadrement :
lim f(x) ={n2.

x—1+

# Variante plus compliquée, qui permet néanmoins de réviser plusieurs idées intéressantes...
On peut aussi utiliser le développement en série entiére de la fonction exp.
Si le rayon de convergence d’une série entiere est infini, il y a convergence normale sur le segment
[Inx, 2 nx] (quel que soit x > 1) et par conséquent

2 nx 1 +oo tk 1 2 ¢nx +oo k=1
f(x) = J -+ dt =n2+ J —dt (linéarité)
fnx t k=1 nx 4 k!
+00 24nx k=1
={n2+ Z Je o dt (intégration terme a terme)
k=1-x )
) in* x
={n2
n2+ Z o

On vérifie sans peine que le rayon de convergence de la série entiére

(2% —1uk
Z k.k!

est infini. Sa somme est donc continue sur R et par composition de limites,

+o00 k +oo k k
. (2 —=1)¢n X o (2" —=Tu*
M2 T aa T g P

On a ainsi redémontré que f(x) tendait vers {n2 au voisinage de 1.

[2. ] D’apres le Théoréeme fondamental, la fonction F est de classe ¢! sur |1, +ool et

2 2{inx 1 nx -1
Vx>1, F(x)== ¢ c X

x 2fnx x Inx  {nx > 0.

Comme F est strictement croissante sur 'intervalle ]1, +o0, elle est injective.
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Pour x > 0, on pose
+o00 1
x) = T; T+n2x?’

[1. 1 Etudier la continuité de f.
[2. 1 Calculer un équivalent de f au voisinage de +oco.
[3. 1 Calculer un équivalent de f au voisinage de 0.

Une remarque préalable : pour tout x # 0, le terme général de la série est O(7/n2) et pour x = 0, le
terme général ne tend pas vers 0, donc f est bien définie sur R*.

Comme elle est évidemment paire, il suffit de I’étudier sur ]0, +ocol.
[1. ] Pourtoutn € N* la fonction u,, définie par

1

VX>O, un(X):m

est continue sur |0, +-oo[. De plus, par monotonie de u,,, pour tout a > 0,
Vx>=a, 0<up(x)<un(a)

ce qui prouve que la série de fonctions )} u, converge normalement sur l'intervalle [a,+oco[. La
somme f est donc continue sur
| la,+oo[ =10, +ool.

a>0

[2. ] Essayons de deviner I'équivalent de f(x) :

1

V‘rl S N*, un(x) ~ 5.
xX—4+00 N<X

on peut imaginer que

2

~ D)
x—+oco 6X2

Il reste a vérifier cette conjecture : pour tout x > 0,

2 o 1 1 - 1
_— f = — g _—
6x? o) HZ:1 [nzxz 1+ nzxz] T; n2x2(1 4+ n?x?)

et on en déduit que
Vx>0, Ogl—f(x)é—.

Par conséquent, lorsque x tend vers +oo,

1 = 1 s
1= 5+ 0(k) - o 4 ol) =
) 62 T\ e o\ 6x2
# Variante : pour tout x > 0,
+oo XZ
X)) = —_—
) Z 1+ n2x2
n=1
et cette nouvelle série de fonctions converge normalement sur 0, +ool puisque

x2 x2 1

Vx>0, O<1+n2x2<n2xzzﬁ'

On peut alors appliquer le théoréme d’interversion des limites :

+oo
x? 1

Iim x f E Iim ——— = E —
x—+00 - x40 | + n2x2 - n2
n=
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et retrouver ainsi I'équivalent calculé ci-dessus.

[3. ] Lorsque x tend vers 0, le terme général de la série tend vers 1 : cela permet de deviner que f
tend vers +-0o mais pas de deviner son ordre de grandeur...
Il est temps de remarquer que la fonction ¢ définie par

V(t,x) e Ry xRy,  o@(t,x) = 112
est une fonction continue, positive et décroissante de t pour tout x € R;. Comme on a démontré que
la série Y~ @(n,x) était convergente pour tout x > 0, on en déduit que [t — @(t,x)] est intégrable sur
[0, +o0[ pour tout x > 0 et nous allons pouvoir comparer cette intégrale a la somme f(x).

En s’aidant d"une figure, on arrive a

“+oo +oo
xoo J dt J dt

— < f(x) < —_—.
1 1+t2X2 = ()\ 0 ]+t2X2

Avec le changement de variable u = xt, on en déduit que

1 T
—_ o — — < < —
Vx>0, ~ (2 Arctanx) < f(x) < o

Cet encadrement prouve que
m
flx) ~ —
( ) x—04+ 2x
et en particulier que f tend vers +oo au voisinage droit de 0.
#  Comme f est une fonction paire, on en déduit que

7T

~ A 1
x—0— 2|X|
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Soit A, une partie de IN. On considere la fonction f définie par
XTL
VxeR, f(x)= Z —

et on suppose que
eX

f(x)

[1. ] Soit 1, une partie finie de A. Calculer

~ 5 .
X—+00 Xz

J+oo Xnefx

n!
nel 0

et en déduire que A est une partie finie.
[2. ] Que peut-on en conclure?

Tout d’abord, la série de Poisson }_ ’% converge absolument pour tout x € RR. Toute sous-famille
d’une famille sommable étant elle-méme sommable, on en déduit que la fonction f est bien définie
sur RR.

[1. ] Onsait (cours sur la fonction I') que [x — x™e™*] est intégrable sur [0, +oo[ pour toutn € N
et que

400 xe X

dx =1.
n!

vneN, J
0

Par linéarité de l'intégrale (puisque I est un ensemble fini, il est permis d’invoquer la linéarité!), on

en déduit que
+oo xMe ™% dx — =
> —— dx= D T=#1).

0 el nel

Or I C A et le terme général est positif, donc

x"e X
¥x € 0,400, 0< )

nel

< e *f(x)
n!

et par hypothese, la fonction [x — e *f(x)] est intégrable au voisinage de +o00. On en déduit que
+oo
#(1) < J e *f(x) dx.
0
Le majorant ne dépendant pas de I, on peut en conclure que la partie A est finie.
#y  Par définition, le cardinal d"une partie A est infini si, et seulement si, on peut extraire de A une partie

finie de cardinal arbitrairement grand.

[2. ] Puisque A est un ensemble fini d’indices, la fonction f est en fait polynomiale. Par consé-
quent, I’équivalent proposé est impossible!
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Soit f, une fonction continue et bornée sur R... Démontrer que

lim
n—-+oo

J*w nf(x) _ mf(0)
0 1 + nZXZ o 2 ’

Transformons l'intégrale avec le changement de variable linéaire u = nx :

J+°° nf(x) d _J“’o flu/n) du

% dx =
o 1+n2x? o T1+u?
Pour tout entier n € N*, on pose alors

f(u/n)

VueR,, on(u)= Trw

a  Intégrabilité — Comme f est continue et bornée, chaque fonction ¢, est continue sur R
©n(u) = O(1/u?) lorsque u tend vers +o0o, donc chaque fonction @, est intégrable sur R, .

@a  Convergence simple — Comme f est continue sur R, elle est en particulier continue en 0.
Par composition de limites, on en déduit que la suite de fonctions (@ )n>1 converge simplement sur
R, vers la fonction

. Domination — Par ailleurs, comme f est bornée sur R, on a

]l
14+u2’

Vnz1,Vx>0, [en(u)]<

Le majorant est indépendant de n et intégrable sur IR, donc la convergence est dominée.
On en déduit que

. oo Hoo +o0o
lim J en(u)du = J @(u) du = f(0) [Arctan u]

0
n—-+oo 0 0

et donc que
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Soit a > 0. On consideére une fonction g, continue sur [0, a] et telle que g(0) # O, et la fonction F définie
par

Vx€R, Fx)= J g(t)e ™t dt.
0

Démontrer que
(0)
X~ T
X—+o00 X

Tout d’abord, I'intégrale F(x) est bien définie pour tout x € IR en tant qu’intégrale d’une fonction
continue sur un segment.

@ Pour x > 0 (ce qui n’est pas une restriction, puisqu’on étudie x — +o00), on peut effectuer le
changement de variable linéaire u = tx :

xa u

g (;) e “du.

xF(x) = J

0

@ On considere donc la fonction ¢ définie par
u
Vo<u<xa, okxu)= g(;)e*” et Yu>xa, o(x,u)=0.

» Intégrabilité — On a déja justifié que, pour tout x > 0, la fonction
= olx,u)]

était intégrable sur I = [0, +-o0[ et que

+o0
J ©(x,u) du = xF(x).
0

» Convergence simple — Comme g est continue en 0,

—u

Yuel m @(x,u) =g(0)e

li
X—+00

et la fonction [u — g(0)e™™] est continue sur I (et bien entendu intégrable sur cet intervalle).
» Domination — Comme g est continue sur le compact [0, al, elle est bornée. Par conséquent,

Vuel, VxeRY, ‘(p(x,u)| < gl e

La majorant trouvé est indépendant de x > 0 et intégrable sur I en tant que fonction de u.
Par conséquent, d’apres le Théoreme de convergence dominée,

X—+00

lim J.I o(x,u)du = L g(0)e " du = g(0).

Comme g(0) # 0, on peut en déduire que

F(ix) ~ @

Xx—+oo X

#  Sig(0) =0, on a seulement démontré que F(x) = o(1/x) lorsque x tend vers +oo, on n’a pas trouvé
d’équivalent.
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Soit f, une fonction a valeurs réelles, continue et intégrable sur R. On note S, I’ensemble des solutions de
I'équation différentielle
VxeR, y”(x)+f(x)yx)=0.

[1. ] Pourvyj ety, dans S, on pose
Vx€eR, w(x)=yi(x)ys(x) —yi(x)y2(x).

Que dire de w?
[2. ] Démontrer que S contient des fonctions non bornées.

[1. ] Lafonction w est constante.
» Premieére méthode : comme y; et y; sont de classe %2, la fonction w est dérivable et

w' =y1yy —yiy2 = yi(—fyz) — (fy1)y2 =0.

La fonction w est donc constante sur l'intervalle R.

» Deuxiéme méthode : la fonction w est un wronskien de 1'équation différentielle. Sous forme réso-
luble du premier ordre, I'équation s’écrit

Yx€R Y'(x)=AY(x) avec A= (—f(zx) ;) .

Pour chaque wronskien W (et en particulier pour w), il existe donc une constante K € R telle
que
VxeR, W(x)=K.explxtrAl.

Comme la trace de A est nulle, on en déduit que tous les wronskiens sont constants.
[2. ] Siune fonctiony est de classe € et bornée, alors le produit fy est intégrable (produit d’une
fonction intégrable par une fonction continue et bornée).

Siy est une solution de I'équation différentielle, alors en fait y”’ = —fy est intégrable sur IR.
D’apres le Théoreme fondamental de 1’Analyse, on en déduit que la dérivée y’ tend vers une limite
finie au voisinage de +oco0.

Comme la fonction y est supposée bornée, la limite de y’ est nécessairement nulle.

Ainsi, siy; ety sont deux solutions bornées, alors le wronskien w est constant et tend vers
0 au voisinage de +o0 (chaque terme est le produit d"une fonction bornée par une fonction de limite
nulle). Cela prouve que w est en fait la fonction nulle et donc que y; et y, sont proportionnelles.

Or S est un plan vectoriel (ensemble des solutions d’une équation différentielle scalaire, li-
néaire et homogene du second ordre), donc il existe des vecteurs non proportionnels dans S.

11 existe donc des fonctions non bornées dans S.
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Soit A € My (R). L'espace R™ est muni de sa structure euclidienne canonique.
[1. ] Démontrer que la matrice A est antisymétrique si, et seulement si,

VxeR"™ (Ax|x) =0.

[2. ] Démontrer que la matrice A est antisymétrique si, et seulement si, pour toute solution de
I'équation différentielle X' = AX, l'application [t — ||X(t)]||] est constante.

[1. ] Supposons que la matrice A soit antisymétrique.
En choisissant une base orthonormée de R™,

(Ax|x) = (AX)TX=XTATX=-XT.AX=—(x|Ax).
Par symétrie du produit scalaire, on en déduit que
vxeR™ (Ax|x) =0.
@ Réciproquement, supposons que {Ax|x) = 0 pour tout x € R™. Alors
Vx,y€eR™Y (Ax+y)lx+y) =0.
En développant, on en déduit que
(AxIx) + (Ayly) +(Axly) + (Aylx) =0.
=0 =0
Par symétrie du produit scalaire,
Vx,y e R", (ylAx) + (Aylx) =0.
En choisissant a nouveau une BON de R™, on en déduit que
0=Y".(AX)+ (AY)TX=Y".[([A+AT)X] =0.
Cette propriété étant vraie quelles que soient les colonnes X et Y, on peut en déduire que
A+AT =0,
c’est-a-dire que A est antisymétrique.
[2. ] Considérons maintenant la fonction définie par
VEeR, f(t)=|X(1)" = (X(®)IX(1)

ot X est une fonction de classe ¢! a valeurs dans R™.
Le produit scalaire étant bilinéaire et symétrique, la fonction f est bien de classe € et

VteR, f'(t)=2(X'(t)X(t)).
» Si X est une solution de 1'équation différentielle, alors X'(t) = A.X(t) et comme A est antisymé-

trique,
VteR, f'(t)=2(AX(t)|X(t)) =0.

La dérivée de la fonction f étant identiquement nulle sur l'intervalle R, on en déduit que f est
constante et par conséquent que ||X(t)|| ne dépend pas de t.

» Réciproquement, si f est constante pour chaque solution de 'équation différentielle, alors en par-
ticulier, quelle que soit la condition initiale (t = 0,%x0) € R x R™,

0=1"(0) =2(AX(0)X(0)) =2(Axo|x0)-
D’apres le lemme initial, on en déduit que la matrice A est antisymétrique.
# On peut aussi remarquer que la solution générale de I'équation différentielle peut s’écrire
X(t) = exp(tA).xo
et donc, dans une base orthonormée,
vVteR, HX(’L)H2 = xg.[exp(tA)]T.exp(tA).xo
=Xq. exp(tAT). exp(tA).xo

S

=X

= xg . exp(—tA).exp(tA).xo = xg X0 = || X(0)|?

puisque exp(—M) = [exp(M)]~! pour toute matrice M.
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Démontrer qu’une fonction f de classe €' sur R? est une solution de I'équation aux dérivées partielles

of of
VM= (xy) € R, nyaX(M)+(1+y )ay(M) 0

si, et seulement si, il existe une fonction g € € (R) telle que

2 . X
Yooy e R oy =07 )-

Notons U = R?, I'ouvert sur lequel la fonction f est définie et considérons le changement de variables
défini par
X

Yooy el, (wv)=ekoy) = (17 )

Il est clair que, pour tout (u,v) € R2,
(LL,V) = (P(X>U) — (X»U) = (u” +V2)» V)-

Cela prouve que @ réalise une bijection de 'ouvert U sur I'ouvert V = R?. En outre, il est clair que
@ est de classe €' sur U (sa premiere composante est une fonction rationnelle sans pole sur U, sa
deuxiéme composante est polynomiale) et que la bijection réciproque est de classe ¢! sur V (ses
deux composantes sont polynomiales).
Par conséquent, la fonction f(x,y) est de classe &' sur U si, et seulement si, la composée
g(u,v) = (fo @ 1) (u,v) est de classe €' sur V.
a  D’apres la regle de la chaine, quel que soit M = (u,v) € V,

ox of

of of 2xy of  of
: R(M) +

%9 (my = &

-1 dy _
5 ™ [@7 ' (M)] - =(M) = 2uv

—1 R .« —_ e .
Lo (M)] oy v ox oy 1+yZ ox oy

#  Dans les deux derniéres lignes, les dérivées partielles de f sont évaluées au point de coordonnées
@' (M); les coordonnées x et y sont considérées comme des fonctions de w et v.

1

Comme ¢~ ' réalise une bijection de V sur U, on en déduit que

V(v eV ) =0 5 Vinyl e U, Zxy- Sixy)+(1+v3) goleu) =0

et on rappelle que, par construction, les fonctions f et g sont liées par la relation :
Vixy)el, flxy)=I(goe@)lxy).
@ D’apres le cours, une fonction g(u,v) de classe ¢! sur V = R? est solution de 'EDP

a9
3, =0

si, et seulement si, il existe une fonction G de classe ¢! sur R telle que
Vvl eV, glu,v)=Gu).

Par conséquent, une fonction f(x,y) de classe ¢! sur U = R? est solution de 'EDP

of of
2 — 2 — p—
Y (x,y) e R°, 2xy ax(x,y) +(1+vy )ay (x,y) =0

si, et seulement si, il existe une fonction G de classe €' sur R telle que

VoY) eU, fxy)= G(ﬁ).
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|| Soit n > 2. Déterminer I'ensemble des vecteurs tangents a I'ensemble SL,, (R) en L.
#  On rappelle que M € SL,, (R) si, et seulement si, detM = 1.

@ On rappelle également que det est de classe € sur M, (R) (c’est une application polyno-
miale). Déterminons l'application linéaire tangente a det en I, : pour toute matrice H € 9, (R),

det(In + H) = Z S(G)a1,6(1) o Qnio(n) = (1 + h]J) t (1 + hn,n) + O(H) (*)
[SIG
=1+1trH+ o(H). (%)

On rappelle avant d’aller plus loin que h;; = O(||H||..) lorsque H tend vers la matrice nulle
On, quels que soient les indices i et j.
Lorsque o # I, au moins deux facteurs a; (i) sont situés hors de la diagonale de I,, + H : le

produit est donc O( ||HH§O) et par conséquent o(H) lorsque H tend vers 0y,.
En développant le terme qui correspond a o = I, on trouve un terme constant (égal a 1), les
termes hy 1, ..., hy n et des termes qui contiennent au moins deux facteurs hy ;.
Le développement limité ainsi obtenu nous dit que 'application linéaire tangente a det en
I, est 'application tr.
@ On consideére une application f définie sur un intervalle |—«, «[ (avec o > 0), de classe ¢’
sur cet intervalle, a valeurs dans SL, (R) :

Vtel-a,af, detf(t)=1

et telle que f(0) = L.
On a donc
f(t) = I, +tf'(0) + of(t)
t—0

et d’apres le développement limité de det

1 =detf(t) = 14 ttr[f'(0)] + o(t).
t—0
On en déduit que tr[f’(0)] = 0. Chaque vecteur tangent a SL,, (R) en I, est donc une matrice de trace
nulle.
@ Réciproquement, si H est une matrice de trace nulle, alors on pose :

VteR, f(t)=exp(tH).

11 est clair que f est une fonction de classe ¢’ sur R (ses n?

entieres dont le rayon de convergence est infini), que

composantes sont des séries

f(0) = eXP(On) = In,

que
VteR, f'(t)=H.exp(tH)

(cours sur les équations différentielles!) et donc que f'(0) = H.
Enfin, toujours d’apres le cours sur les équations différentielles,

det[f(t)] = exp(ttrH) = exp(0) =1,

donc f est bien une fonction qui prend ses valeurs sur SL,, (R). Par conséquent, H est bien un vecteur
tangent a SL,, (R) en L,,.

# En I'état actuel (juin 2026) du programme, on peut conclure trés rapidement en appliquant un théo-

reme prévu a cet effet.

La partie SLn (R) de I'espace vectoriel de dimension finie M, (IR) est caractérisée par I'équation
det(M) = 1 oix det est une fonction de classe €.

On I'a vu, la matrice 1, appartient a SLy (R) et 'application linéaire tangente a I'application det est
une forme linéaire surjective sur My, (R) (c’est la trace).

De ce fait, I'ensemble des vecteurs tangents a SL (R) au point 1, est un sous-espace de M, (R) :
c’est le noyau de I'application tr, c’est-a-dire I'hyperplan des matrices de trace nulle.



rms132-648-649-651

On considere un espace probabilisé (Q, A, P).
[1. ] Soient m < n, deux entiers strictement positifs. On note £, l'ensemble B ([1,n]) des parties de
[1,n] dont le cardinal est égal a m et on considere une variable aléatoire A : QO — E :

VFePm(ll,n]), A=Fcd
dont la loi est uniforme :
VFE GePn(ll,nl), PAA=F)=PA=0G).
Déterminer la loi de la variable aléatoire
X =maxA —minA

et son espérance.

[2. ] Premiére variante

Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On extrait m boules de 'urne et on note M, le plus grand
des numéros tirés. Calculer I'espérance et la variance de M.

[3. 1 Deuxiéme variante

On répartit aléatoirement m boules parmi n cases numérotées de 1 a n (chaque case pouvant contenir au
plus une boule). Soit A, la différence entre le plus grand numéro et le plus petit numéro des cases occupées.
Calculer la loi et I'espérance de A.

[1. ] Comme#(E)= ("), onaP(A=F) =+ pour toute partie F € E.

m @)

@ Pour toute partieF € E,on a
T<minF<n—-m+1 et m<maxF<n.

Par conséquent, min A et M = max A sont des variables aléatoires discretes a valeurs dans [1,n —
m + 1] et [m, n] respectivement.

# ]I est fastidieux, mais pas difficile de prouver que min A et max A sont effectivement des variables
aléatoires discretes : on peut écrire [min A = k] ef [max A = k] comme des unions finies disjointes d’ensembles
de la forme [A =F] € A.

@ Soit m < k < n. Le maximum de F € E est égal a k si, et seulement si, I’entier k appartient a
F et siles (m — 1) autres éléments de F sont choisis dans le sous-intervalle [1,k — 1].
Comme la loi de A est uniforme sur E,

k—1
(m71>

—.

()
a  Soit1 < k < n—m+ 1. Le minimum de F € E est égal a k si, et seulement si, 'entier k

appartient a F et si les (m — 1) autres éléments de F sont choisis dans le sous-intervalle [k + 1,n]. Par
conséquent,
n—k
(m71 )

(w)

Vym<k<n PM=%k)=P(maxA=k)=

Vi<sk<n—-m+1, PminA=k)=
#  Remarque en passant
Comme [maxA =m] = [A ={1,...,m}] C [minA = 1], alors
maxA =m/N[minA = 1] = [maxA = m/

et par conséquent
1
P(minA = 1,maxA = m) = P(maxA =m) = m > 0.
m

Or la loi de min A est connue et comme 1 < m < n,

PminA =1) = (n =
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Donc P(min A = I,maxA = m) # P(min A = 1) P(max A = m) et les deux variables min A ef max A
ne sont pas indépendantes.

@ Passons a laloi du couple (min A, max A).
» Comme la partie A(w) compte m éléments, alors nécessairement

maxA(w) —minA(w) > m—1.
D’autre part, maxA(w) < netminA(w) > 1, donc
maxA(w) —minA(w) <n—1.

Ainsi X est une variable aléatoire discréte (en tant que différence de deux variables aléatoires
discretes) a valeurs dans [m — 1,n — 1].

» Soient donc deux entiers k et ¢ tels que
IT<k<n—m+1, m<il<n et m—1<{—-k<n-1.

Le minimum de F € E est égal a k et son maximum est égal a { si, et seulement si, la partie F contient
k et £ et siles (m — 2) éléments restants de F sont choisis dans le sous-intervalle [k + 1, ¢ —1]. L’astuce
taupinale nous permet de dénombrer en toute sérénité :

—1=k+({—-k—1).
'y adonc ({ — k — 1) entiers dans [k + 1,{ — 1] et par conséquent,
k-1
(m—Z).
(m)

P(min A = k,maxA ={) =

@a  On peut en déduire la loi de X.
Soit m — 1 < q < n— 1. D’apres la Formule des probabilités totales,

n—m+1
PX=q)= ) P(X=gmnA=kj= )  P(minA=kmaxA=k+q)
k=1 1<k<n—m+1
k+q<n
T (md) ()
m—2 m—2
M @

(puisque les termes de la somme sont tous égaux).

#y  Pour calculer les espérances de M et de X, il faut se souvenir que

= 1
vi<m<n, Z (:J:(:l_:_])

k=m

Cette propriété peut se démontrer

— par récurrence sur n. (a partir de la formule dite du triangle de Pascal);

— de maniere combinatoire : choisir (m + 1) entiers dans [1,n + 1] consiste a choisir d’abord le plus grand
de ces entiers (on choisit K entre (m + 1) et (n + 1)) et a choisir ensuite m entiers dans le sous-intervalle
[1,K — 11 — on prend k = K — 1 pour écrire la somme);

— en se fondant sur le fait que M est une variable aléatoire a valeurs dans [m,n] et donc que

> PM=k=1.
k=m
(Il convient ici de décaler les valeurs de m ef n.)

@ ['espérance de M est, par définition, égale &

= Do) & () mm4
KPM=k) = ¥ k-l = am)  TRRT L
P P AN (T

m
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@ On peut calculer de maniére analogue

n—m+1
E(minA) Z k(( )) n+1)—EM).

(I y a quelques astuces classiques en route.) Mais un tel résultat est surprenant et mérite d’étre
expliqué.
Comme l'application o : E — E définie par

VFEE, oF)={n—x+1,x€F}

est une bijection de E dans E (c’est méme une sorte de symétrie, puisque o o o = Ig) et comme la loi
de A est uniforme sur E, on en déduit que la loi de B = o(A) est aussi la loi uniforme sur E :

VFEE, PB=F) =P(c(A)=F)=P(A=0c¢'(F) = %_

Comme A et B ont méme loi, les variables aléatoires min A et min B ont également méme loi et en
particulier
E(min A) = E(min B).

Par définition de o,
VweQ, yeBw) & n+1)—yecAlw)

donc
YweQ, minB(w)=n+1)—maxA(w).

Donc, par linéarité de 1'espérance,

n+1

E(minA) = E(minB) = (n+ 1) — E(maxA) = ——

# [l est intéressant de noter que

min A 2 (

n+1)—maxA

alors que ces deux variables ne sont certainement pas égales en tant que fonctions de Q dans [1,n].

a  Par linéarité de l'espérance, on trouve enfin

(m—T)(n+1)

E(X) = E(lmaxA) — E(minA) = —

[2. ] Avecle modele probabiliste précédent, M = max A.
[3. ] Avecle modele probabiliste précédent, A = X.
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Soit r > 0. On pose
1
vk e N, pk:J T (1 —x)" dx.
0

[1. ] Démontrer que (px)x>1 est une loi de probabilité sur N*.
[2. ] Soit X, une variable aléatoire discrete telle que

VkeN*,  P(X=k)=px.

Pour quelles valeurs de r la variable X est-elle une variable aléatoire d’espérance finie ? Calculer E(X) dans
ce cas.

[1. ] Ilestclair que tous les py sont positifs. Il reste donc a prouver d’une part que la série ) px
est convergente et d’autre part que la somme de cette série est égale a 1.
@ Pour tout k € IN*, on pose

Vxe0,1], fi(x)=mx*"T(1—x).

» Il est clair que les fonctions f sont continues sur le segment [0, 1] (puisque T > 0 et k € IN*). Elles
sont donc intégrables sur cet intervalle.

» La série de fonctions ) fi converge simplement sur [0, 1] (série géométrique de raison x pour
0 < x < 1; de terme général nul pour x = 1).

» Lasomme Sy de cette série de fonctions est continue et intégrable sur [0, 1[ puisque

VOo<x<T1, Sof ka r(1—=x)""" et So(1)=0.

%y La somme So n'est continue sur [0, 1] que pour v > 1.

» Comme les fonctions fy sont positives, on a donc

Vnz1, vxe o), ‘ka ‘_ka

Le majorant est indépendant de n et intégrable sur [0, 1[, donc la convergence est dominée.
@ On peut donc intégrer terme a terme : la série ) py est convergente et

+o0 1
Zpk :J r(1—x)"Tdt=1.
k=1 0

[2. ] Pour étudier I'espérance de X, on reprend la méme étude avec la série de fonctions ) kfy.
@ Pourtoutx € [0,1],

+oo
:Zkfk( (1—x)" kak T—r(1—x)"2.
k=1

» Sir > 1, alors la somme S; est intégrable sur [0, 1] et le méme raisonnement que le précédent
montre que la série ) kpy est convergente (ce qui prouve que X est une variable d’espérance finie)

et que
kak—J —x)"2dx = L
T—1

» S5i0 < r < 1,alors la somme S; n’est pas intégrable sur [0, 1[.
Sila série }_ kpy était convergente, alors

1 1
vV k e N*, kpk:J kfk(x)dx:-[ kfi(x)| dx
0 0
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et on pourrait donc appliquer le Théoréme d’intégration terme a terme a la série ) kfy. Dans ce cas,
la somme Sy serait une fonction intégrable sur [0, 1], ce qui est faux.
@ Lasérie ) kpy est donc convergente si, et seulement si, r > 1.
La variable X est donc une variable aléatoire d’espérance finie si, et seulement si, v > 1 et

T

vr>1, EX)= .
r—1
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Soient X; et X2, deux variables aléatoires indépendantes qui suivent respectivement les lois géométriques
G(p1) et G(p2). Calculer I'espérance de U = min{Xy, X,} et de V = max{Xj, Xz}.

Comme de coutume, onnotera q; =1 —pjetqz =1—7pa.
a [l estclair que U et V sont des applications de Q) dans N.
@ Pour tout entier k € N, par définition du minimum,

U>kl=[X; >KkInNn[X; >k € A
» On en déduit que
U=0=[U>0°€A e Vk=1 [U=kl=[U>k—-1IN[U>k]°e A

et donc que U est bien une variable aléatoire discrete sur (Q,.A).
» Par indépendance de X; et X»,

VkeN, PU>k)=P(X;>kP(Xs>k) =(q192)"
et par additivité de P,
V=1, PU=K=PU>k-1)=PU>K =(q142)" " [1 —qrq2],
ce qui montre que U suit la loi géométrique de parametre
po=1—(1=p1)(1=p2) =p1 +p2—pip2.

(Il n’est pas nécessaire de s’assurer que P(U = 0) = 0.)
®  Par définition du maximum,

YkeN, [V<KkI=X <kIn[Xz <KL
» Comme plus haut, on en déduit que V est bien une variable aléatoire :
VkeN, [V=kle A
» De méme, par indépendance de X; et X»,
vk=1, P(V<K)=(1-qy)(1—q5)
et donc

Vk>1, P(V=Kk =P(V<K-PV<k=1)=qy "p1+d5 "p2—(9:192)* (1 = q192).



rms132-655

Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes, de méme loi, strictement positives. On suppose que
X et 1/x sont des variables aléatoires d’espérance finie. Démontrer que X/y est une variable aléatoire
d’espérance finie et que
E(XN) > 1.
Comme Y est strictement positive, le quotient X/y est une variable aléatoire réelle.
Comme X et Y ont méme loi, les variables aléatoires VY et % admettent des moments
d’ordre deux et on déduit de 1'inégalité de Schwarz que

1=E(1)? = E(ﬂ- k)z <E(Y)- E(%)

Comme X et Y ont méme loi, on en déduit que

1<E(X)-E(]?).

Comme X et 1/y sont indépendantes et d’espérance finie, le produit X - 1 est une variable aléatoire

d’espérance finie et
e(3) e £(1) -1
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Soit X, une variable aléatoire réelle a valeurs dans [a, b]. Démontrer que

(b—a)?
T

Comme X est bornée, elle admet un moment d’ordre deux et donc une variance.
a SiP(X=a)=P(X=0b)=1h,alorsE(X) = (a+b)/2 et

V(X) <

2 p2 2 2
a‘+b a+b b—a
vix)= &b (a+b)” | )
2 4 4
La majorant indiqué est donc la variance de la variable aléatoire qui prend les valeurs extrémes avec
équiprobabilité.
@ La variable aléatoire X prend ses valeurs dans [a, b] si, et seulement si, la variable aléatoire

B a+b
2
b_

X

prend ses valeurs dans le segment [—«, o] avec o = 25%. De plus,

viX) =V(X - a+b).

2
Pour résoudre le probleme posé, on peut donc supposer que X prend ses valeurs dans [—«, «].
@ Si X est une variable aléatoire a valeurs dans [—«, «f, alors il existe une variable aléatoire Y,

indépendante de X et de méme loi que —X. Par symétrie du segment, Y prend aussi ses valeurs dans
[—o, o] et

La combinaison convexe

X+Y
Z= 5
prend aussi ses valeurs dans [—«, «] et, par indépendance de X et Y,
V(Z) = M =V(X).

En outre, par linéarité de 'espérance,

On peut donc se restreindre aux variables aléatoires a valeurs dans [—«, &] qui sont centrées pour
majorer la variance.
@ Comme X est centrée et prend ses valeurs dans [—«, a,

Vwe, (X(w)—EX)?=X*w)<o?

et par conséquent

V(X) < o = (b_ a)z.

#  Voir aussi [135-342].
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Soit X, une variable aléatoire réelle positive admettant un moment d’ordre deux. On suppose aussi que X
n’est pas presque stirement nulle.
[1. ] Démontrer que, pour tout A > 0,

YVweQ, X(w) <N EX) + X(w) ]]-[X(w)ZAE(X)]-
[2. ] Démontrer que, pour tout 0 < A <1,

(1-A)?-E(X)?

P(X<AEX) > ECX)

#  L'intéreét de cet exercice est de présenter une variante de I'inégalité de Markov.

[1. ] Comme X est positive et admet un moment d’ordre deux, alors elle est d’espérance finie et
E(X) > 0.
De plus, P(X = 0) < 1 par hypothese, donc E(X) > 0 et (méme raisonnement pour X?)
E(X2) > 0.
Comme A > 0, on en déduit que le seuil A E(X) est strictement positif.
@ Pour tout w € Q, on distingue deux cas :

» Si X(w) < AE(X), alors Iix(w)>rg(x)] = 0 et donc
X((,U) < AE(X) = )\E(X) +X(w)]].[x(w)>)\ E(X)]-
» Siau contraire X(w) > AE(X), alors 1ix(w)>rg(x)) = 1 et donc

X(w) = X(w) - Lix(w)zrex) < X(w) - Lix(w)saex) +AE(X)

car AE(X) > 0.

» Dans tous les cas, on a bien
X< AE(X)+X1a,

ou1 la variable de Bernoulli 1 5, est définie par
VweQ, 1a,(w)=Txw>rex)-

[2. ] D’apres cette inégalité,

Vwe O, Xw):1a,(w)>X(w)—AE(X).
L’espérance est linéaire et conserve les inégalités, donc

E(X-1a,) > EX)—=AE(X)=(1—-A)-E(X).
OrE(X)>0et0 <A< 1,donc (1 —A)E(X) > 0etdonc

E(X-14,)2 > [(1-A)- E(X)].

Par hypothese, la variable aléatoire X admet un moment d’ordre deux et toute variable aléa-
toire de Bernoulli admet également un moment d’ordre deux : on peut donc appliquer I'inégalité de

Schwarz.
[E(X-14,)]° <E(X?)-E(1X,) = E(X?)-P(A,)

On en déduit finalement que

E(X?)-P(Ay) > [E(X-14,)]7 > [(1 =N -E(X)]%.
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Une urne contient n boules numérotées de 1 a n.. On procéde a des tirages sans remise : aprés chaque
tirage, on enleve de I'urne les boules qui ont un numéro supérieur a celui de la boule tirée.

On note Xy, le nombre aléatoire de tirages nécessaires pour vider I'urne.

[1. ] Calculer E(X7) et E(X3).

[2. ] Démontrer que

Vn>2 EXn)=1+— ZEXk

[3. ] Calculer E(Xy,) et en déduire un équivalent lorsque n tend vers +oo.
[1. ]

# Exercice infaisable dans le cadre du programme : il s’appuie d'une part sur la formule de I’espérance
totale (une variante de la formule des probabilités totales) et d’autre part sur la propriété de Markov...
Allons-y comme d’habitude — a la one-again.

@ Comme on retire au moins une boule a chaque tirage et que 1'urne contient initialement n
boules, les valeurs de X, sont comprises entre 1 et n. Par conséquent, X;, est bornée et donc d’espé-
rance finie (sil s’agit bien d'une variable aléatoire).

a Pourn = 1, il n'y a qu'une seule boule dans 1'urne, qu’on enléve au premier tirage. Par
conséquent, la variable aléatoire X; est constante, égalea 1, et E(X;) = 1.

@#  Pourn = 2,ily a deux boules dans l'urne.

Pour i € {1,2}, notons [By = i] le fait que la premiére boule tirée soit la boule numérotée i et
admettons que

P(Bi=1)=P(B; =2) = .

» Sila premiere boule tirée est la boule 1, alors 1'urne est vidée du premier coup : X; = 1.
» Sinon, il ne reste plus que la boule 1 et l'urne est nécessairement vidée au second coup : X; = 2.

» On en déduit que

donc X, = B, et par conséquent

1 1 3
E(X2)7§«1+§-2—§.

[2. ] Sil'urne contient initialement n boules, alors on dispose d'un systéeme complet d’événe-
ments :
[B] :1], [B] :2], ey [B] :TL]

qui sont tous de probabilité 1/,. (Ces événements nous indiquent quelle est la premiere boule tirée.)
Comme X,, est une variable aléatoire d’espérance finie, on peut appliquer la formule de
I'espérance totale :

n) = Z EB1:k(Xn) : P(B1 = k)
k=1

» Sila premiere boule tirée est la boule 1, alors X, prend nécessairement la valeur 1, donc

EB1:] (XTL) = 1'

» Pour 2 < k < n, sila premiére boule tirée est la boule k, alors apres avoir tiré cette premiére boule, on
continue pour v1der une urne qui contient (k — 1) boules. "Donc" (rires nerveux dans l'assistance qui
connait la théorie des chaines de Markov)

V2<k<n, Eg —(Xq)= 1 + EXik—1) .
— —_——

premier tirage  tirages suivants

» Bref:

E(Xn):1+ZlE(Xk 1) i
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[3. ] Enposantuy = E(Xy), on dispose de la relation de récurrence suivante :

On en déduit que

et donc que

Ainsi

Commeu; =1,

1 n—1
U, = ] + E Z Uk.
k=1
n—1
Z u =n(u, —1)
k=1

Unpr =T+ ——[n(un — 1) +un| :1—%_’_14—1%.
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Soient A, B € My (Z). On suppose que
Vke[0,2n], det(A+kB)==+1.

[1. ] Démontrer que la matrice A est inversible.
[2. ] Démontrer que detB = 0.

[1. ] Pourk=0,onadetA = %1, donc A est inversible en tant qu’élément de (I’algebre) M, (R).
Cela dit, d’apres les formules de Cramer,

A.Com(A)" =detA.l, = +1,,.

Puisque les coefficients de la comatrice sont des déterminants de matrices extraites de A (et donc
de matrices a coefficients entiers), la comatrice appartient a 9, (Z) et la matrice A est donc inversible
dans I'anneau M, (7).

[2. ] Supposons que detB # 0. D’apres la propriété de morphisme de det et I'hypothese,

+1

2 B! +kl,)=—.
Vke[0,2n], det(A +kI,) dotB

Dans cette identité, le parametre k prend (2n + 1) valeurs et I’expression det(AB~' + kl,,) prend au
plus deux valeurs : cette expression prend donc 'une des valeurs au moins (n + 1) fois.
Or l'application
A+ det(Al, + AB™1)]

est une application polynomiale de degré n : c’est le polyndme caractéristique de la matrice —AB~'.
Si une application polynomiale prend (n + 1) fois la méme valeur, il n'y a que deux possibi-

lités : ou bien elle est constante, ou bien son degré est au moins égal a (n + 1). Quoi qu’il en soit, son

degré ne peut pas étre égal a n. Notre hypothese est donc absurde, on a démontré que det B = 0.
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Soit @, une forme linéaire sur M, (R). On suppose que
VA eM(R), VP e GL,(R), (P 'AP)=@(A).
Démontrer qu'il existe un réel A tel que @ = A - tr.

#  Pour se lancer dans la démonstration qui suit, il faut commencer par traduire I'énoncé : deux matrices
semblables ont toujours méme image par @.

On note, comme de coutume, E;; (pour 1 < i,j < n) les matrices de la base canonique de
NMn(R).

@ Soit D = Diag(1,2,...,n). Pour i # j, la matrice D + E; ; est une matrice triangulaire dont les
coefficients diagonaux sont deux a deux distincts. Cette matrice est donc diagonalisable et semblable
a la matrice diagonale D (mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités).

Par hypothese, (D + Ei ;) = @(D) et par linéarité de ¢,

Vi#j, o(Ey;) =0.
a  Pour tout 1 <1i < n,les matrices E; ; et E; ; sont semblables : la matrice de permutation

0 1

vérifie P;{EMPW = E4,7 et par conséquent, @(Ei i) = @(E1,1).

#  Autre point de vue : la matrice €4 1 représente I'application linéaire

[(X1y.eyxn) — (x1,0,...,0)]
dans la base canonique (eq, ..., en) et la matrice E4 ; représente cette méme application linéaire dans la base
(ei,62,...,6171,61,€i+1,...,€n).

En posant A = ¢(E,1), ona donc

n
e(A) = Z ay;@(Ei;) = Z ai A =AtrA
i=1j=1 im1

pour toute matrice A € M, (R).
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Soient Ny et N3, deux normes sur un espace vectoriel réel E. On note By, la boule unité ouverte de E
relative a la norme Ny (pour k = 1 ou 2). Les deux normes Ny et N, sont égales si, et seulement si, les
boules By et B, sont égales.

Siles normes Ny et N, sont égales, il est clair que les boules By et B, sont égales.
@ Réciproquement, supposons que By = B,. Pour tout vecteur x € E non nul,

X
N](X) EB] :BZ>

donc RN N Nl

B Z(me))‘N](x)'

Par conséquent,
VxeE, Nj(x)=Nyx).

#  On a démontré cette égalité pour x # Og et elle est par ailleurs évidente pour x = Og.

On a ainsi démontré que N; = Nj.
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Pour quelles suites réelles (ot )nen I'application N définie sur I'espace vectoriel E des suites réelles
sommables par

+00
YuceEeE, N(u):Zocnlun\
n=0

est-elle une norme sur E?
S’il existe un rang ny tel que a,, < 0, alors ’application N prend au moins une valeur strictement
négative : c’est impossible.
# [l suffit de considérer la suite w = ey, dont tous les termes sont nuls sauf le terme de rang no qui est
égalal.
Dans ces conditions, N(en,) = otn, < 0.

a  §il existe un rang no tel que o, = 0, alors I'application N ne sépare pas les points : c’est
impossible.

# Meéme chose : N(en,) = 0 alors que en, # Of.

@ Sila suite (axn )nen est strictement positive sans étre bornée, alors il existe une suite extraite

(g (1))ken telle que

#  D’une maniere générale, une suite réelle n’est pas bornée si, et seulement si, on peut en extraire une
suite qui tend vers +oo.
On peut reprendre le principe de la démonstration pour obtenir le résultat plus précis que nous venons
d’énoncer.
Supposons connus des entiers

0<0) <o)< - <ok

tels que oty (5) > 2 pour tout 0 < j < k. L'ensemble des valeurs

{an, 0K < @(K)}
est fini, donc borné. Comme la suite (on)nen 1'est pas bornée, on en déduit que I'ensemble

{on, 1> @(k)}

n’est pas borné : il contient donc au moins un élément supérieur i 2<+7.

Considérons alors la suite (un )nen définie par

1
VkelN, Up (k) = sz
etu, =0sin ¢ @.(N). Il est clair que cette famille est sommable (de somme 1) et que

N(u) = Z K (k) U (k) = T00.
keN

@ ]l faut donc que la famille (x, Jnen soit une famille bornée de réels strictement positifs pour
que l'application N soit une norme sur I’espace vectoriel des suites sommables.
@ Réciproquement, supposons que la famille (o, )nen soit une famille bornée de réels stricte-
ment positifs.
Tout d’abord,
VneN, 0<anunl=loanun| < [l o Iunl

et comme la suite (Uun)nen est sommable, on en déduit que la suite (otnin )Jnen est sommable (par
comparaison). Ainsi, N est bien une application de E dans R, .
@ Par linéarité de la somme, ’application N est homogene.

VAER, YuecE, NAwW =N
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a  L'application N sépare les points : si N(u) = 0, alors

VneNN, o Jun| = 0.

# Une somme de réels positifs est nulle si, et seulement si, chaque terme est nul.

Et comme les «,, sont tous strictement positifs,
vVneN, u, =0.
@ Enfin, 'application N vérifie 'inégalité triangulaire. On sait que
vneN, [un 4+ vnl < [unl + val.
Comme les «,, sont des réels positifs, on en déduit que
¥YneN, On [Un + V| < an [un| + o [Val
et en sommant (puisque les trois familles sont sommables)
N(u+v) < N(u) +N(v).

a  ['application N est donc une norme sur E si, et seulement si, la famille (x, )Jnen est une suite
sommable de réels strictement positifs.
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Déterminer toutes les fonctions continues
f: Ry =Ry

telles que
Vx>0, f(f(x)) =x.

Une telle fonction réalise une bijection de R, sur R et est sa propre réciproque. L'identité [x — x|
est une telle fonction. Y en a-t-il d’autres ?
@#  Comme f est continue et injective, il faut que f soit (strictement) monotone.
Supposons qu'il existe xo > 0 tel que yo = f(xo) # x0. On a aussi

f(yo) = (fof)(xo) =xo
et comme X et yo jouent des roles symétriques, on peut supposer que xo < yo. On a donc
Xo <Yo et yo="F(x0) > f(yo) =xo.

Comme f est monotone, il faudrait que f f(it décroissante.
Mais comme f réalise une bijection de R sur R, il existe un réel zo > 0 tel que f(zo) = 0.
Comme f est strictement décroissante et positive, on aurait donc

Vx>z9, O0<Tf(x)<f(z0)=0

ce qui est absurde.
@ Par conséquent, pour tout x € R, ona f(x) =x.

#y Sion cherchait f continue de R dans R?., alors la fonction inverse [x — 1/x] serait une solution.
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Soient f et g, deux applications continues de [0, 1] dans [0, 1], telles que

fog=gof.
On note ™ et g™ les itérées n-iemes de f et g :
f*=fofo.---of g“:gogo...og.
n fois  fois

[1. ] Onsuppose que
Vxel0,1], f(x)<g(x).

Démontrer qu'il existe un réel « > 0 tel que

YnelN, g"(x)=f(x)+na.

[2. ] Endéduire qu’il existe c € [0,1] tel que f(c) = g(c).

[1. ] Comme f et g sont continues sur le segment [0, 1], la différence g — f est continue sur le
segment [0, 1], donc elle atteint son minimum en un point xo € [0, 1]. Avec 'hypothése qui est faite,
ce minimum est strictement positif : on pose donc

o = g(xo) — f(x0) = min g(x) —f(x) > 0.
x€[0,1]

@  On a dong, par définition de «,
Vxel0,1], g(x)=>f(x)+a« 2)

et la propriété est vérifiée pour n = 1.
. Cette propriété est vérifiée pour n = 0, puisque f°(x) = g°(x) = x pour tout x € [0, 1].
@ Supposons pour terminer la démonstration par récurrence qu'il existe un rang n > 1 tel que

Vxe[0,1], g™(x)=>f"(x)+neo. (3)
En appliquant (1) avec x +— g™(x), on obtient
9" (x) =g(g9"(x)) = f(g"(x)) + .
Comme f et g commutent, alors f et g™ commutent aussi et donc
f(g"(x)) + a = g™ (f(x)) + & = [ (f(x)) + na] + «
par hypotheése de récurrence (avec cette fois x < f(x)). On a ainsi démontré que
Vxelo,1], g™ (x) = (x)+ (n+ 1

et donc que la propriété étudiée était héréditaire.

@ Ona donc démontré par récurrence que la propriété (2) était vraie pour tout n € IN.
[2. ] Parhypothese, f et g prennent leurs valeurs dans [0, 1]. Il en va donc de méme pour f™ et g™
pour tout n € IN. Ainsi,

YneN,Vxelo,1], g™(x)—f"(x)> n(xT) +00,
N n—+oo
<1

ce qui est absurde.
L'hypotheése
Vxel0,1], f(x)<gx)

est donc fausse, donc il existe a € [0, 1] tel que f(a) > g(a).
Par symétrie, 1’assertion suivante est fausse également :

Vxel[0,1], f(x)>g(x).

Dong, parmi tous les a € [0, 1] tels que f(a) > g(a), il en existe au moins un pour lequel f(a) = g(a).
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Soit B, I'espace vectoriel des suites réelles bornées. Pour toute suite u € E, on pose

+oo
lu

2k

|ulloo = suplue| et N(u) =
N k=0

ke

[1. ] Lesapplications N et ||-|| ., sont des normes sur E. La norme N est dominée par la norme |-|| .,
mais ces deux normes ne sont pas équivalentes.

On suppose dorénavant que E est muni de la norme ||-|| ..

[2. 1 Démontrer que le sous-espace C des suites convergentes est une partie fermée de E. (NB : Cette
question ne figure pas dans I’énoncé original.)

[3. ] L’ensemble des suites nulles a partir d'un certain rang est une partie d’intérieur vide de E. Quelle
est son adhérence ?

[4. 1 Déterminer l'intérieur et I'adhérence du sous-ensemble des suites strictement positives.

[1. ] Comme la suite u € E est (par hypothese) bornée,

Uk 1

SRR

2K ko400 2
et comme la série géométrique ) 1/2* est absolument convergente, la série ) Itxl,x est convergente
et sa somme est évidemment un réel positif. Par conséquent, N est bien une application définie sur E

et a valeurs dans R, .
@  L’application N est homogene par linéarité de la somme :

+o00 +o00
AU u
Now) = 3 Pl 37 B ).
k=0 k=0

@ L'application N sépare les points : si N(u) = 0, alors

lul
donc u est la suite nulle.
w  D’apres I'inégalité triangulaire,

e + vl lw] vl

VkEN, P \ZT—'_ZT

donc I'application N vérifie 1'inégalité triangulaire :

+oo
Nawtv) = Y St N 4 N,
k=0

@ Donc N est bien une norme sur E.

# Voir le cours pour ||-|| .

@ Laborne supérieure est un majorant, donc

VkeN, E‘—:' < L;ﬂw

et en sommant ces inégalités, on obtient
+o0o 1
VueR,  NW <[uly Y 5 =2l
k=0

Cette inégalité montre que la norme ||-|| . domine la norme N.
@ Pour démontrer que les normes N et ||-||  ne sont pas équivalentes, il suffit de trouver une
suite (én )nen de vecteurs de E telle que

WM Nien) =0 et lmlenflo, #0.
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A cette fin, on considere la suite
en =(0,...,0,1,0,...) = (8k,n)keN-
Il est clair que
vVneN, llenllo =1
et que
vneN, N(en) = 1

T2 notoo

0.

Par conséquent, la norme N ne domine pas la norme ||-|| ..
[2. ] Soit (un)nen, une suite de vecteurs de C qui converge (pour la norme ||-|| ) vers le vecteur
{ekt:

Jim s — €, =0. @

Chaque vecteur u,, appartient a C, donc il existe un réel A,, tel que

Iim u, (k) = An. (5)

k—+o00

#  Lasuite (un)nen est en fait une “suite de suites” puisque les vecteurs de E sont des suites. Ca facilite
les confusions, méfiance !
1l faut en particulier bien distinguer la convergence de la suite (\y )nen € CN (pour la norme ||-||
sur E) de la convergence de chaque suite u,, € C (pour la norme usuelle sur R, c’est-a-dire pour |-|).

Fixons & > 0. Il existe donc un rang N, € NN tel que
Vn>N,, VkeN, [un (k) — €(K)| < e. (6)
Par inégalité triangulaire,
Vn,p =N, VkeN, [un (k) — up (k)| < 2e. (7)
On peut faire tendre k vers +oo dans (7) et déduire de (5) que
Vn,p > N, An = Ap| < 2, (8)

ce qui prouve que la suite (réelle) (A )nen est convergente.

4y La relation (8) montre que la suite (Ay )nen vérifie le critére de Cauchy et il est bon de savoir (méme
si ce n'est pas au programme) que, dans tout espace vectoriel de dimension finie, le critére de Cauchy est une
condition suffisante de convergence.

@ Sion veut rester prudemment dans le cadre du programme, on peut déduire du critére de Cauchy (8)
qu'il existe une suite extraite (Ap(m))men telle que

Yme N, |)\<p(m+1) — }\(P[m)} < 1/2"‘.

Cet encadrement prouve que la série (télescopique) Y (A (m-+1) — A (m)) €st absolument convergente et donc
que la suite extraite (A (m))men est convergente. On déduit facilement du critere de Cauchy (8) que la suite
(A )nen admet au plus une valeur d’adhérence, donc on a démontré que cette suite était convergente.
@ Par définition, un espace vectoriel normé E est dit complet, ou espace de Banach, si, et seulement
si, toute suite qui vérifie le critere de Cauchy converge vers un vecteur de E.
On peut démontrer qu'un espace vectoriel E est un espace de Banach si, et seulement si, toute série
absolument convergente est en fait une série convergente.

@ Notons donc A € N, la limite de la suite (An)nen. En combinant I’astuce taupinale et I'inéga-
lité triangulaire, on obtient

Vk)n € ]N) |E(k) - )\| < |£(k) _un(k” + |un(k) - }\n| + |)\n - )\| (9)
D’apres (8) (en faisant tendre p vers +o0),

vYn > Ng, An —Al < e. (10)
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En prenant n = N, dans (6), on a
vVkeN, [e(k) —un, (k)| < e. (11)
Toujours en prenant n = N, dans (5), il existe un entier K. € N tel que

Vk>2Ke, o fun, (k) —An,

<e. (12)
En combinant (10) [avec n = N¢], (11) et (12), on déduit de (9) que
Vk > Kg, [€(k) — Al < 3e.

On a ainsi démontré que le vecteur { € E (= la limite de la suite (u, )nen) était bien une suite conver-
gente et donc que le sous-espace C des suites convergentes était une partie fermée de E.

# Cette démonstration est une adaptation du Théoréme d’interversion des limites (ou Théoreme de la
double limite) : au lieu d’étudier des fonctions qui ont une limite finie au voisinage de 4+oco et qui convergent
uniformément au voisinage de +oo, on étudie des suites convergentes (= des fonctions définies sur N qui ont
une limite finie au voisinage de +o0) et qui convergent uniformément au voisinage de +oo (uniformément sur
N en fait).

[3. ] Notons F, I'ensemble des suites nulles & partir d'un certain rang.

#  Rappels
Un point ug est a l'intérieur d'une partie F si, et seulement si,

Jeo >0, B(up,eo) CF
Par conséquent, une partie F d'un espace vectoriel E est d'intérieur vide si, et seulement si,
YueF Ve>0, B(ue)NF #£a.
(Les boules considérées ici peuvent étre ouvertes ou fermées, c’est sans importance.)

@ Soitu € E, une suite nulle a partir d'un certain rang :
Vk>Ko,  w=0.
Pour tout ¢ > 0, la suite v, définie par
vVkeN, Ve(k) =u + ¢
vérifie ||[u —v.||, = cet
Vk > Ko, ve(k) =¢>0.
L’ensemble F des suites nulles a partir d'un certain rang est donc une partie d’intérieur vide.

#  Variante savante.
On peut aussi vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E et se rappeler qu’un sous-espace vectoriel
strict de E est toujours une partie d'intérieur vide.

@ Toute suite u € F tend vers 0 (suite stationnaire), donc F C C et comme C est fermé, I'adhé-
rence de F est contenue dans C.
#  L'adhérence de F est le plus petit fermé qui contienne F et C est une partie fermée qui contient F.

@ L’'application [u — lim u], définie sur le sous-espace C des suites convergentes et cette appli-
cation est linéaire et continue :

VueC, ‘kgrfmuk’ < uf -

Le sous-espace Cy des suites convergentes de limite nulle est donc une partie fermée de C (image
réciproque du singleton {0} par une application définie et continue sur C). Comme C est une partie
fermée de E, on en déduit que Cy est aussi une partie fermée de E et que, par conséquent, ’adhérence
de F est contenue dans Cy.
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@ Réciproquement, soit u € Cp, une suite convergente de limite nulle. Pour tout indice n € N,
on considere la suite v, définie en tronquant la suite u apres I'indice n :

Vi = (Ugy. .oy Un, 0y...).
Il est clair que v, € F pour toutn € N et que

vneN, [u—vn|o = suplul.
k>n

Fixons ¢ > 0. Comme la suite u converge vers 0, alors il existe un rang N, € N tel que
Vk=Ne,  lwl<e

et par conséquent
Vn > N, w—vn|l, <e.

Cela prouve que la suite (vn)nen est une suite de vecteurs de F qui converge (pour ||-||) vers le
vecteur u € Cy.

@  On a ainsi démontré que tout vecteur u € Cy était adhérent a F et donc que 1’adhérence du
sous-espace des suites nulles a partir d’un certain rang était le sous-espace des suites convergentes
de limite nulle.

[4. ] Notons G, I'ensemble des suites réelles bornées et strictement positives.

@ Considérons une suite (un)nen de vecteurs de G qui converge vers le vecteur { € E. Pour
toutk € N,

VTIEN, |un(k)_ek‘ < ||un_€||oo

et en faisant tendre n vers +o0, on en déduit que

VkeN, &= lm un(k).

n—-+4oo

Comme les uy, (k) sont tous (strictement) positifs, on en déduit que

VkeN, € =0.

#  [ciencore, nous retrouvons un énoncé classique du cours : la convergence uniforme implique la conver-
gence simple.

Réciproquement, considérons une suite bornée { € E dont tous les termes sont positifs (au
sens large). Pour tout entier n € N, on définit alors le vecteur u,, € E en posant

VKkEN,  un(k) =0k +2° ™

I1 est clair que le vecteur u,, est une suite réelle bornée (somme de la suite bornée { et d’une suite
constante) et que

vnelN, [[l-unl, =2""—0.
n—-+oo

Par conséquent, toute suite réelle bornée et positive est limite (pour |[|-|| ) d'une suite de suites réelles
bornées et strictement positives.

@ On a donc démontré (par double inclusion) que 'adhérence du sous-ensemble G des suites
réelles strictement positives était le sous-ensemble des suites réelles positives.

#  Ni G, ni son adhérence ne sont des sous-espaces vectoriels de E, mais ce sont tous les deux des parties
convexes de E.

#  Variante savante.
Pour démontrer que I'ensemble G des suites réelles positives est un fermé, on pouvait aussi remarquer
que, pour tout k € N, l'application @\ = [u — u(k)] est une application linéaire de E dans R et que cette
application linéaire est continue :

Vuet, lox ()] = hu(k)] < [uf| -
L’image d’une partie fermée de IR par une application continue de E dans R est une partie fermée de E, donc
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est une partie fermée de E pour tout k € N et par conséquent
Go = ﬂ @7 ([0, +ool)
keN

est une partie fermée de £ (en tant qu’intersection d’'une famille de parties fermées).

@ Considérons un vecteur u appartenant a l'intérieur de la partie G.

#  Comme les inégalités larges sont conservées par passage a la limite, toutes les valeurs d’adhérence de
u (s'il en existe...) sont des réels positifs (au sens large).

Par définition, il existe donc un réel ¢ > 0 tel que la boule B(u, €) soit tout entiére contenue
dans G. En particulier, la suite u — ¢ est dans G, donc

VkeN, u(k)—e>0.

On en déduit que
VkeN, u(k)>ce

ce qui prouve que O n’est pas une valeur d’adhérence de la suite w.

w  Réciproquement, considérons une suite u € G bornée et strictement positive et suppo-
sons qu’elle admette 0 pour valeur d’adhérence. Il existe donc une suite extraite (u[@(m)]) men qui
converge vers 0.

Pour tout € > 0, le réel ¢/; est strictement positif et il existe donc un rang M, € N tel que
Ym > M, lule(m)] —0| <

N ™

Dans ces conditions,
‘LL[(P(ME)] —e<0

et cette inégalité prouve que la boule (fermée) de centre u et de rayon € n’est pas contenue dans
le sous-ensemble G des suites strictement positives. Autrement dit, le vecteur u n’est pas un point
intérieur a G.

@ Nous avons démontré (par double inclusion) que l'intérieur du sous-ensemble des suites
réelles bornées et strictement positives était 'ensemble des suites réelles bornées strictement posi-
tives qui n’admettait pas 0 pour valeur d’adhérence.
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[1. ] Une urne contient n boules blanches et n boules noires. On effectue des tirages sans remise (une
boule a la fois) jusqu’a ce que les boules restant dans I'urne soient toutes de la méme couleur.

Modéliser la loi du nombre Xy, de boules qui restent dans I'urne a l'issue des tirages.

[2. ] On considere deux urnes contenant chacune n boules. On effectue des tirages sans remise (une
boule 4 la fois), en choisissant a chaque fois I'une des deux urnes de maniere équiprobable jusqu’a ce que
I'on constate que I'urne choisie soit vide.

Modéliser la loi du nombre Yy, de boules qui restent dans I'autre urne a ce moment-la. Calculer un
équivalent de I'espérance de Yy,.

[1. ] Onmodélise les tirages par une famille (Uy);<k<2n de variables aléatoires de Bernoulli dé-
finies sur un espace probabilisé (Q, .4, P), en faisant '’hypothese que

n—o
V(S],...,Sk) E{O)]}k) P(ukJr] =1 |U1 :Eh---)uk = Ek) Sf L.
2n—k
oll o = (&1 + -+ -+ €x).
#  Ce modele est raisonnable : si I'événement [Uy = e1,..., Uy = ex] est réalisé, cela signifie qu’on a

obtenu oy = €1+ -+ -+ € fois "1”. On a donc obtenu k — oy fois "0”. Comme I'urne contient initialement n
boules de type 1" et n boules de type "0”, il reste donc (2n — k) boules, parmi lesquelles on compte (n — oy )
boules de type "1” et (donc) (n — k + o) boules de type "0”. Le quotient (n — oy )/(2n — k) peut donc
s’interpréter comme une hypotheése d’équiprobabilité sur le résultat du (k + 1)-iéme tirage.

En supposant de plus que
1 n
P(U =1)=5 (= 3.):

ce modele est complet, puisque les hypothéses qu’on vient de poser permettent de calculer
P(U] = E])'-')UZn = EZTL)

quel que soit (€1, ..., e2n) € {0,1}*™ par l'intermédiaire de la Formule des probabilités composées.
@ On peut en particulier vérifier que

1
P(U] :slw-'auZn :SZTL) = TN

(%)
pour toute famille (e )1<k<2n telle que 02, = 1 (= les familles qui constituent le support de la loi du

vecteur (Uy)1g<kgon)-
Cette forme d’équiprobabilité va nous permettre de ramener le calcul de la loi de X, a du
dénombrement.

» L'événement [X,, = k] signifie qu’il ne reste k boules, toutes du méme type, dans l'urne. On a donc
effectué (2n — k) tirages, qui ont amené les n boules d"un premier type et (n — k) du second type :

Xn =Kkl = [Xn =k, Uz = 11U Xy =k, Uz, =0]

et par équiprobabilité
P(Xn =k) =2P (X =k, Uy, =0).

» D’apres la régle du jeu, 'événement [X, =k, Uy, = 0] est égal a

Xn =k Uzn « = ])U(ank)vq = U(ank]JrZ == u(zn*k)Jrk = 0.
—_———
derniére boule les k derniers tirages
de type "1

C’est donc la réunion de tous les événements
[u1 = e1,...,Un = En}

telsque exn k =Tetern ki1 = €n k2= =¢&n =0.
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Comme il existe exactement (2“; kf ]) événements de ce genre (on place les (n — 1) boules

de type "1" qui ont précédé la derniere boule de type "1" parmi les (2n — k — 1) premiers tirages), on
en déduit que
2 (2n7k71 )

n—1
2n
()
& Il n'est pas inutile de vérifier la cohérence de ce résultat ! Comme

S n—k—1 L on—1)+(n—k)\ &k
z:(tll >=§:(“ nff’ )— Z:(nJ (ke 2n—k—1)

k=1 k=1 k=n—1

Vi<k<n, PXn=k) =

= <2n B ]) (triangle de Pascal)

onabienP(X, =1)+---+PXy=n)=1.

[2. ] Onmodélise la seconde expérience par une famille (Vi )1<k<2n+2 de variables aléatoires de
Bernoulli définies sur 1'espace probabilisé (Q, A, P) en supposant que la probabilité

P(Vi=¢1,--,Voni2 = €2n42)
est la méme pour tout vecteur € = (e )1<k<any2 € {0, 1122 tel que

2n+2

Oon+2 = Z e =mn+1.
k=1

Cela revient a dire qu’on effectue de maniére équiprobable (2n + 2) tirages successifs, tantdt dans
I'urne "1", tantdt dans I'urne "0", et qu’on effectue exactement (n + 1) tirages dans chacune des urnes.

Le cardinal de I'ensemble E, 1 des vecteurs ¢ tels que 0242 = n + 1 est égal a (27?:]2) (on
choisit les positions de n éléments égaux a "0" parmi (2n + 2) positions possibles, les n éléments

égaux a "1" occuperont les positions restées libres).

» Ce modele est évidemment complet, puisque la loi du vecteur aléatoire (Vi )1<k<on+2 est parfai-
tement définie.

» Ce modele est aussi raisonnable au regard de la situation étudiée.

En effet, dans 1’énoncé, chaque urne contient n boules et apres avoir tiré les n boules de
l'urne, il faut un (n + 1)-iéme tirage pour constater que 1'urne est vide.

On peut aussi bien imaginer que chaque urne contient en fait (n + 1) boules et que la procé-
dure s’arréte lors du tirage de cette (n + 1)-ieme boule fictive : cet artifice permet de ramener cette
nouvelle situation a la situation précédente.

» Il reste cependant a vérifier que ce modele est cohérent avec 1’énoncé qui exige que

Vi<k<2n+2, PVi=1)=-.

2
Or
Vik=1= |_| Vi=c¢1,..., Vani2 = €2n42].
e€En 41
tq ex =1

Ces événements sont tous équiprobables et leur nombre est égal a (2“n+1) (il faut placer n "1", la
position k est occupée par un "1" et on choisit n positions parmi les (2n + 1) autres positions pour
placer les n autres "1"). Donc

CYY o) DM ntl 1

@) Tl Dl @+l mt2 2

P(Vi=1) =

Jusqu'ici, tout va bien...

» La valeur prise par la variable aléatoire Y, est comprise entre 0 (lorsqu’on vide la seconde urne
avant de constater que la premiere urne vidée est bien vide) et n (lorsqu’on constate qu'une urne est
vide avant de tirer la premiére boule de I'autre urne).
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» Comme dans le premier cas,
[Yn = k] = [Yn = k) V2n+2 = O] u [Yn = k» V2n+2 = ”

et par équiprobabilité,
P(Yn=%)=2P(Yn =Kk, Vony2 =0).

L'événement [V7 1, = 0] signifie que le dernier tirage a lieu dans 1'urne "0" et donc qu’on a
déja constaté que l'urne "1" a été vidée.

La contrainte [Y,, = k] signifie alors qu’on a tiré k fois de suite dans I'urne "0" avant d’effec-
tuer le (2n + 2)-ieme et dernier tirage (également dans 1'urne "0"). Autrement dit, on s’intéresse aux
événements

[(V1 PO >V2n+2) =¢]

tels que

Vinti-k =1, Vonti-w+1 = =Vianei-x+x =0, Vany2=0
(on constate que l'urne "1" est vide; on tire encore k boules dans I'urne "0" et on constate pour finir
que l'urne "0" est vide elle aussi).

Le nombre de ces événements est égal a (
les (2n — k) positions libres) et par conséquent

2n—k

') (on choisit la place des n boules "1" parmi

2%

n+1

VOo<k<n, P(Yn=X%k)=

# On constate que les variables aléatoires Yy, et Xn1 — 1 suivent la méme loi : les encadrements 1 <
k<n+1et0<k—1< nsont équivalents et

2(2(n+1]*k71) Z(Zn,(k,”)

1)—1
PXni1—T=k—1)=P(Xnp1 =k) = (2’;;)” =S L =P(Yu=k-1).
( n+1 ) (n+1)

Si on veut traiter I'exercice dans le temps imparti, il serait judicieux de partir de cette remarque, en la fondant
par un arqument combinatoire (sans entrer dans les détails).

a  Comme Yy, est bornée, c’est bien une variable aléatoire d’espérance finie et, par définition de
I'espérance,

E(Y,) = kiokp(vn —X) = (ﬁ‘iﬁz) kiok(znn_ k) - (2;:]2) [zn:znn (D -~ :Z:k(iﬂ
(k e 2n—%)

D’apres la formule du triangle de Pascal (généralisée),
2n 2n
k n+1 k n+2 2n+1
L (w)=Ci) @ D) =) ()
= \n n+1 = \n n+2 n+1

VTLZ], E(Yn)—znz_,_z)|:(2TL+])(2T1:+]>—(Tl+1)(2n+2>:|

donc

+1 n+2

Apres quelques simplifications,

qui tend vers 1 lorsque n tend vers +oo.
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Soit A : R — M, (R), une application de classe €. (Pour alléger les notations, on notera A au lieu de
At).)
[1. ] Onsuppose qu’il existe une application

S: R —-GL,(R)

de classe ¢ telle que
VteR, S 'AS:=Ao.

Démontrer qu'il existe une application continue
B: R — M,(R)

telle que
VtE R, A{ :BtAt—AtBt.

[2. ] Réciproquement, on suppose qu’il existe une application continue B : R — I, (R) telle que

Vte R, A{ :BtAt—AtBt.

Démontrer que, pour tout t € R, la matrice A(t) est semblable a A(0).
[1. ] On partdel’hypothése habilement réécrite :

VteR, ASt=StAo
et on dérive en appliquant la formule de Leibniz :
VteR, A{St+AS;=S{Ao.
Comme la matrice S; est inversible, on en déduit que

VteR, Al=BA—AB; avec By =5/S;".

#  Comme S est de classe €7, Vapplication [t — S{] est continue et comme Sy € GLy (IR) pour tout
t € R, l'application [t — Sy '] est de classe €. (Inutile de se fatiguer i calculer la dérivée )

[2. ] Réciproquement, on s’appuie sur le calcul précédent pour deviner ce que vaut S;. On a en
effet démontré que
VtER, Sé =Bt5t.

Autrement dit, S est une solution d"une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre :
rien de plus simple a résoudre!
a  Comme [t — By] est continue, elle admet une primitive [t — C¢] (de classe ¢'..) telle que
Co = 0n, et on pose
VteR, S¢=expCy.

On a ainsi défini une application de classe ¢ telle que
So=expOn =1y

et on sait que
Vte ]R,, S{ = C{(exp Ct) = (eXp Ct)C{ = BtSt = StBt.
On sait aussi que
VteR, S[I = exp(—Cy)

et donc que

dis;y

t
vteR, dt

= —C{.exp(—Cy) = —B.exp(—Cy) = —exp(—Cy).By.

a  On considére maintenant 'application F : R — 9, (R) définie par

VteR, F(t)= Sf‘AtSt = exp(—C¢).A¢. exp(Cq).
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En particulier,
F(0) =I1.'Aol, = Ao.

En tant que produit de trois applications de classe ¢!, la fonction F est de classe ¢! et on calcule sa
dérivée : pour tout t € R,

F/(t) = —[exp(—Cy).B¢].A¢.exp(Cy) + exp(—Cy).A{. exp(Ct) + exp(—Cy).A¢. [Bi.exp(Cy)]
= exp(—Cy).(At.By = Br.A¢ + A{).exp(Cy) = On

par hypothese sur B;.
La fonction F est donc constante :

VteR, S;'.A.S=TF0)=A,.
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2

Soient E, un espace vectoriel réel de dimension n et u, un endomorphisme de E ayant n valeurs propres
deux a deux distinctes. Déterminer le nombre d’endomorphismes v tels que v = .

Comme u admet n = dim E valeurs propres distinctes, cet endomorphisme est diagonalisable :

n
E= @ Ker(u—A¢I)
k=1

et ses sous-espaces propres sont des droites :
Vi<k<n, dimKer(u—AI)=1.

Si v2 = u, alors u et v commutent (ce sont deux polyndmes en v) et par conséquent, tout
sous-espace propre de u est aussi stable par v. Comme les sous-espaces propres de u sont des droites,
leurs vecteurs directeurs respectifs (qui sont par construction des vecteurs propres de u) sont donc
des vecteurs propres de v.

Autrement dit, quelle que soit la base

B =(e1y...,€n)

constituée de vecteurs propres | pour u | considérée,

Matz(u) = Diag(Ar,...,An) =D et Matg(v) =Diag(wr,...,tn) = A,
Mais u = v2, donc D = A? et par conséquent
Vi<k<n, pi=>A.

@ On distingue alors les cas suivants.

» Sil'un des Ay au moins est strictement négatif, le probléme posé n’a pas de solution. (On travaille
sur un espace vectoriel réel, donc les px doivent étre réels).

» Si tous les Ay sont strictement positifs, alors
V1<k<n, H.k:i Ak-

Il y a donc 2™ choix possibles pour la famille (1 )1<k<n et donc 2™ endomorphismes v tels que

v =u

» Si l'un des Ax est nul (A; = 0 par exemple), alors les (n — 1) autres sont strictement positifs
(puisqu’ils sont deux a deux distincts) et il y a cette fois seulement 2"~ choix possibles pour la
famille (ux)1<k<n (puisqu’on a nécessairement ; = 0) et donc seulement 2™ ~! endomorphismes v

tels que v2 = u.
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On étudie

fnn
n=2

[1. ] Etudier la convergence simple et la convergence normale sur R, de cette série de fonctions.
[2. ] Soit A > 0. Démontrer qu’'il existe une constante M telle que

M
S inn’

Que peut-on en déduire?

[3. 1 Démontrer que f est continue sur R, et de classe €' sur R%.
[4. ] Démontrer que

e—kx
nk’

f(X) “+o0
Vyn>2 Vx>0, T}Z
k=2

La fonction f est-elle dérivable a droite en 0?2

[1. ] Pourtoutk > 2ettoutx € Ry, onpose

xeka
nk °

ug(x) =

Il est clair que les fonctions uy sont de classe € sur R,.
@ Pourx =0, 0naux(x) =0pour tout k > 2 et la série )_uy(x) converge évidemment.
Pour x > 0,0n a

et comme 0 < e ™ < 1, on déduit du Théoreme de comparaison que la série ) u(x) converge
absolument.
La série de fonctions ) uy converge donc simplement sur R .

#  La fonction f est donc définie sur R au moins. Comme la série ) wn (x) diverge grossierement pour
x < 0, la fonction f est donc définie sur R et seulement sur R

@ Chaque fonction uy est positive et comme

, e—kx
Vx>0, wlx)= e (1—%kx),
on en déduit que
1
= 1 =
||uk||oo w (TA) ekink’

Comme la série ) |[uy|., diverge, la série de fonctions } uy ne converge pas normalement sur R ;..

# Les séries de Bertrand n'étant pas au programme, pour justifier la divergence de la série Y i, il
faut prétendre qu’on a pris soin de comparer les sommes partielles de cette série aux intégrales

Todt "
L tnt noteo T

De cette maniere, les apparences sont sauves...

[2. ] Comme les ux(x) sont positifs,

+oo
1 X 1 X
< — e 8
‘guk(x)’ = €nn];lxe T inn 1—ex

La fonction
SIS
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est évidemment continue sur R et tend vers 1 au voisinage de 0. Elle admet donc un prolongement
continu sur R et comme toute fonction continue sur un segment est bornée, quel que soit A > 0, il

existe M > 0 tel que

Vx€elo,Al, 0< == <M

Les inégalités larges étant conservées par passage a la limite, on en déduit que

7kx

v x € [0, Al ‘ZEnk M

S n’

Cet encadrement prouve que la série de fonctions ) uy converge uniformément sur [0, A].
[3. ] Comme les fonctions uy sont continues sur R et que A est quelconque, on en déduit que la
somme f est continue sur R, (= I'union des segments [0, A] lorsque A parcourt RY).

@#  Fixons maintenant o > 0.

» Sil’entier k est assez grand pour que ka > 1, on déduit de I'étude des variations de uy que
Vx 2z 0<u(x) <ule).

Le majorant est indépendant de x € [x,+oo[ et la série ) ui(«) est convergente, donc la série ) uy
converge normalement sur [o, +00[.

#y  Pour l'instant, cette étude ne nous apprend rien de nouveau. Patience...

» Par inégalité triangulaire, pour tout k > 2,

—kx

Vx>0, ’u]@(xﬂ < ¢

Ik + kug(x).

D’apres ce qui précéde, pour tout k assez grand,
Vx>« ‘uﬁ(x)| < (67 %) + kuy (o).
Le majorant ne dépend pas de x et

(e *)* + kuy(x) o(ke ).

k~>_+oo
Comme la série J_ k(e *)* converge absolument pour « > 0 (puisque le rayon de convergence de
la série entiere ) kx* est égal a 1 et que 0 < e~ ™ < 1). Donc la série des dérivées ) uj converge
normalement sur tout intervalle [, +ool.

D’apres le Théoréme de dérivation terme a terme, la somme f est une fonction de classe ¢’

sur
10, +oo[ = U [, +o0[
x>0
et pour tout x > 0,
“+o00
£x) = Y u(x)
k=2
[4. ] Comme tous les termes sont positifs,
(x) too e X noe—kx
Vx>0, — = >
x {nn Ink
n=2 k=2

w  Commefnk = ofk) lasérie} - estdivergente par comparaison a la série harmonique
k—+o0

(Théoreme de comparaison pour les séries de terme général positif).
Soit A > 0. Puisque la série de terme général positif }_ ' est divergente, il existe ny € N
tel que

Comme
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et que 0 < A < 2A, il existe o > 0 tel que

na e—kx
VO0<x<« = A
{nk
k=2
Par conséquent,
f(x
VO0<x<a, Q > A
X

Comme A est arbitrairement grand, on en déduit que f(x)/x tend vers +oco au voisinage de +oco et
donc que f n’est pas dérivable en 0.

#  On a démontré que le taux d’accroissement [f(x) — f(0)]/(x — 0) tendait vers +oo et donc que le
graphe de f admettait une tangente verticale (vers le haut!) a I'origine.
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[ 1. ] Justifier I'existence de I'intégrale généralisée

I, =

/2 .2
J sin“ (nx) dx

0 sin” x
pour tout n € IN*,
[2. ] Démontrer que

+o0 gin? u
In ~ n 72 du..
n—-+oo 0 W

[1. ] Lafonction f,, définie par
?(nx)

sin? x

Vxelo, hl,  fax) = S0

est continue sur l'intervalle ]0, 7/2] et comme elle tend vers une limite finie au voisinage de 0 :

sin? nx P
fn(x) ~ 2 —ns,
x—0 X x—0

elle est intégrable au voisinage de 0. Par conséquent, 'intégrale I,, est bien définie pour toutn € IN*.
[2. ] Lechangement de variable affine u = nx nous donne

du.

1 nm/2 sin® 1
n

—I, = 2(

0 n?sin” (u/n)

@ Considérons maintenant les fonctions g,, définies par

.2
sm t et Vu>E gn(u) =0.

Yuelonm/2l, gn(u) = 2

"~ nZsin?(u/n)
D’apres la question précédente, chaque fonction g, est intégrable sur ]0, +oo[. Comme n7m/2 tend
vers +oo et que sin® ~ 6 quand 6 tend vers 0, la suite de fonctions (g ) converge simplement sur
10, +oo[ vers la fonction ¢ définie par

vu >0, eu) = ——

@ Lafonction ¢ est continue sur l'intervalle ouvert ]0, +oo[, elle tend vers une limite finie (égale
a 1) au voisinage de 0 et est dominée par u — 1/u? au voisinage de +oo, donc cette fonction ¢ est
intégrable sur ]0, +ool.

@ Sur [0,7Y], la fonction sin est concave, donc

20
vo<o< T 0<Z <sino.
2 s
Par conséquent,
) 2 2 2
Yn>1, vuelonms), 0<% T SY T o).

S nZsin(u/m) S 4 n(um)z 4
Comme g, est nulle et que ¢ est positive sur |"7/, +o00[, on en déduit que

2
Y1, Vus>0, 0<gn(u)<%-<p(u).

Comme ¢ est intégrable sur ]0, 400, on a ainsi établi que la convergence était dominée.
@  D’apres le Théoreme de convergence dominée,

1 +oo
Iim —I,= J @(u) du
n—+oo M 0

c’est-a-dire
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On considere I'équation différentielle

exp(—1/x?
y(x) +y(x) = SR ®)
[1. ] Soity € €°°(R,R), une solution de cette équation différentielle. Déterminer un développement
limité a I'ordre 3 de y au voisinage de x = 0.
[2. ] Résoudre I'équation (E) sur R*.
[3. ] Résoudre I'équation (E) sur R.

[1. ] Comme la fonction y est de classe ¥’*° sur un voisinage de 0, elle admet un développement
limité a 1’ordre 3 et sa dérivée admet un développement limité a 1’ordre 2 qui s’en déduit (formule
de Taylor-Young)

y(x) = ao + arx + axx? + azx® + o(x3)

y'(x) =, + 2asx + 3a3x? + o(x?)
—

#  On ne peut pas dériver un développement limité car on ne sait pas, en général, ce qui se cache dans le
reste o(x™).
Mais si on sait que la fonction y est de classe €™, alors la formule de Taylor-Young nous assure que le
développement limité de y’ a l'ordre (n—1) peut se déduire du développement limité dey a I'ordre n comme si
on dérivait terme a terme.

On en déduit que
xy’(x) +y(x) =, G0 + 2a1x + 3axx? + 4azx® + o(x3).

Par croissances comparées,
exp(—1/x?
pl . /x7) — o(x3)
X x—0
et par unicité du développement limité & 1’ordre 3,

a=a =a; =az3=0.

Ainsi, y(x) = o(x?) au voisinage de x = 0.

#  On peut mener ce raisonnement a I'ordre n. pour tout n € N et pas seulement pour n = 3. On en
déduit que : siy est une solution de (E) de classe € sur R, alors

VkeN, y ¥ 0) =0.

Par conséquent, la série de Taylor de y est identiqguement nulle et si y était développable en série entiere, alors
y serait identiquement nulle.

Comme la fonction nulle n’est pas solution de (E), on en déduit que cette équation n’a pas de solution
développable en série entiere.

[2. ] Onrésoutici une équation différentielle du premier ordre. L'ensemble IR* n’est pas un inter-
valle. On va donc travailler sur les deux intervalles I = ]—oo0,0[ et I, =]0, +ool.

#  Le cours sur les équations différentielles ne s’applique que sur un intervalle.
Sion travaille sur une partie de R qui n’est pas un intervalle, il faut autant de constantes d’intégration
que d’intervalles. (Attention! Pour une équation du second ordre, une "constante” d’intégration, c’est un
vecteur de R?.)

@ La solution générale de I'équation homogene (sur I ou sur I_) est x — /.
@ On trouve une solution particuliére en faisant varier la constante : y(x) = K(x)/; est solution
surI =1, ousurI=1_ si, et seulement si,

—1

K'(x) exp(—1/x?) 2
= . Xi_’; .eprT'

x x3

Vx el X

N =
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On reconnait ici la dérivée de :

- ex .
P2

N =

Par conséquent, y est solution de (E) sur R* si, et seulement si, il existe deux constantes K_ et K
telles que

K= —1 K 1 —1
Vxel, y(x):——i——~expx—2 et vVxelg, y(x):%—kﬂoexpx—z.
[3. ] Siy estune solution de (E) de classe € sur IR, alors en particulier y est solution de (E) sur
R* : on peut donc se servir des expressions précédentes.
Comme y doit étre continue en x = 0, il faut donc que K_ =K, =0.
Il existe donc au plus une solution de (E) de classe € sur IR définie par yo(0) = O et par

1 —1
Vx # 0, yo(x)zﬂfxpx—z.

# Il est facile de vérifier que yo est de classe €' sur R (en appliquant le Théoreme de prolongement €'1).
1l est assez fastidieux de vérifier que yo est de classe € sur R (la méme chose en procédant par récurrence —
il faut avoir une bonne intuition de I'hypotheése de récurrence).
11 existe donc en fait une, et une seule, solution de (E) de classe ¢€'*° sur IR et son expression confirme
que
Vn1, yold = o(xM)

par croissances comparées.



