VENDREDI 12 JUIN

Certains énoncés ont été transmis par des candidats aux concours en 2025 - merci a eux.
Autant que possible, j’ai veillé a établir des énoncés mathématiquement corrects, faites-moi
signe si vous rencontrez des points litigieux.

Thémes abordés

136-py-27  Espérance d’un quotient

136-py-35 Théoreme de Perron-Frobenius

136-py-37 Critere de Raabe-Duhamel

136-py-46  Série génératrice

136-py-50 Chaine de Markov

135-py-37 Equation différentielle

135-py-42  Estimation d’un reste de série convergente

Exercice 1 136-py-27

[1. ] Soient X et Y, deux variables aléatoires de méme loi, a valeurs strictement positives. On veut
établir 'inégalité

ECN) = 1. *)

[1.a. ] Tester la propriété (x) avec des lois discretes usuelles.

[ 1.b. ] Démontrer la propriété (x) en supposant que X et Y sont indépendantes.

" On pourra utiliser I'inégalité de Schwarz.

[ 1.c. ] Ensupposant que la variable aléatoire {n X est d’espérance finie mais sans supposer que X et
Y soient indépendantes, démontrer la propriété (x).

5" On commencera par démontrer que Inx < x — 1.

[1.d.] Soient a et b, deux réels strictement positifs. Démontrer que

+oo ,—ax —bx
e —e b
J ——dx=4In—.

0 X a
[1.e. ] Démontrer la propriété (x).
[2. ] Soient U et V, deux variables aléatoires aléatoires indépendantes et de méme loi, & valeurs
réelles. On veut établir I'inégalité

E(U—V]) <E(lU+VI]). (3%)

[ 2.a. ] Tester la propriété (xx) avec des lois discretes usuelles.
[ 2.b. ] Tracer le graphe de la fonction

T 1 _ cos(xt)

S dt

x — J
sur l'intervalle [—3, 3]. Quelle conjecture peut-on en déduire?

[ 2.c. ]| Démontrer cette conjecture.
[ 2.d. ] Démontrer 'inégalité (xx).



Exercice 2 136-py-35

Soit &5, 'ensemble des matrices symétriques de M., (R) dont tous les coefficients sont stric-
tement positifs.
[1. ] Ecrire une fonction creer_matrice(n, a, b) qui renvoie une matrice A € &, dont les coef-
ficients sont des entiers pris au hasard dans l'intervalle [a, b[.
[2. ] Une matrice de &, peut-elle avoir des valeurs propres négatives ? strictement négatives?
[3. ] Soit A € &,.0Onnote
MSA< <A

ses valeurs propres et (X1,..., Xy ), une base orthonormée telle que
V1<k<n, AXy = A Xk,
[ 3.a. ] Démontrer que
VYeR™Y  YLAY ALY

[ 3.b. ] Conjecturer le signe des coefficients du vecteur propre X,.
[ 3.c. ] Etudier le cas d’égalité dans [3.a.].
[ 3.d. ] Démontrer la conjecture avancée en [3.b.]

Exercice 3 136-py-37
Soit A € R. On dit qu'une suite de termes strictement positifs (u,,) vérifie la propriété (F,)
lorsque
A 1
L = - Ze(—).
Uy, N—+o© n n

Pourn > 1, on pose v, = /n# (ol  est un réel donné quelconque) et pour n > 2, on pose

1
In = nin’n’
[1. ] Alaidede Python, conjecturer le réel A tel que la suite (vy,) vérifie la propriété (F,). Etudier
la convergence de la série ) v, et démontrer la conjecture sur A.
[2. ] Mémes questions sur (yn).
[3. ] Dans cette question, on consideére une suite strictement positive (u,) qui vérifie la propriété
(Fa).
[ 3.a. ] Onsuppose que A < 0. Démontrer que la série } u, diverge.
[ 3.b.] Onsuppose que A > 3 > 1. Démontrer qu’il existe un rang N € N tel que

Un41 Vn+1
< .

Un Vn

Vn >N,

En déduire la nature de la série > u,.
[3.c. ] Onsuppose que0 < A < 1. Démontrer que la série }_ u,, diverge. Que dire dansle casA =17
[4. ] Pourn > 1, onpose

n—1
1
wn =4/ (n—1)! sin —.
n ) g \/]2
Déterminer la nature de la série }_wy,.

Exercice 4 136-py-46

On considere la fonction f : ]—1,1[ — R définie par

1

vxel-1,1[,  f(x) IS ETSE

[1. ] Démontrer que f est développable en série entiere au voisinage de 0. Préciser son rayon de
convergence.
Dans la suite de cet énoncé, on notera

“+oo
E cnx™,
n=0



le développement en série entiére au voisinage de 0 de 1’application f.
[2. ] Ecrire une fonction qui calcule cy,.
[3. ] Calculer ¢, pour n € [0,199], puis en déduire la valeur de

Cn+15 — Cn

pour n € [0, 185].

[ 4.a. ] Démontrer que le polyndme (1 — X')(1 — X) est divisible par (1 — X3)(1 — X>).

[ 4.b.] Onnote Q, le quotient de cette division euclidienne. Quel est le degré de Q ? Que vaut Q(1)?
[5. ] Démontrer que la fonction g définie par

1
1—x

g(x) = (1 =x")f(x) —

est polynomiale.
[6. ] En déduire une relation entre c,, et ¢4 15.
[7. 1 Pourtoutn € N, on note D, 'ensemble des couples (11,v) € N? tels que

3u+5v=n.

On note d,,, le cardinal de I'ensemble D,,.
[ 7.a. ] Ecrire une fonction qui calcule d,,.
[ 7.b.] En déduire une relation entre c,, et d,,.

Exercice 5 136-py-50

On considere une marche aléatoire sur quatre emplacements numérotés de 1 a 4 :
— Initialement (= pour n = 0), on est sur 'emplacement 1.
— Si, al'instant n, on est sur I'emplacement 1, alors on rejoint a l'instant (n + 1) de maniere
équiprobable un des quatre emplacements possible. Il est donc possible de ne pas bouger.
— Si, al'instant n, on est sur un emplacement i > 2, alors on rejoint 'emplacement (i —1) a
I'instant (n + 1).
On suppose connue une suite (Xy)xen de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P) telle que Xy indique le numéro de I'emplacement occupé a l'instant k.
La loi de chaque variable aléatoire X est représentée par la colonne

PXx=1)

| P(Xk=2)
U= | p(xs = 3)
P(Xyx =4)

[1. ] Ecrire une fonction trajectoire(n) qui renvoie la liste (X )o<k<n des numéros d’emplace-
ments otl on est passé entre l'instant initial et 'instant n.

[2. ] Ecrire une fonction loi_position(k) qui renvoie une approximation de la colonne Uy. Tester
cette fonction pour k € {10, 50, 100}. Quelle conjecture peut-on en déduire ?

[ 3.a. ] Déterminer une matrice A telle que

vneN, Upy =AU,

[ 3.b. ] Démontrer que 1 est une valeur propre de A et donner un vecteur propre associé a cette
valeur propre.
[ 3.c. ] Onadmet que la matrice A possede trois autres valeurs propres distinctes, toutes de module
strictement inférieur a 1, deux d’entre elles étant complexes (et donc conjuguées).

Démontrer que la suite (U )xen converge et déterminer sa limite.
[4. ] Onnote Yy (i), le nombre de passages sur l'emplacement i entre I'instant initial et 'instant k
(inclus).
[ 4.a. ] Ecrire une fonction Y(n) qui renvoie les valeurs de Y, (1), Yn(2), Yn(3) et Yo (4), puis une
fonction esperance_Y100() qui renvoie les valeurs de E(Y10(1)) pour i € [1,4].
[ 4.b. ] Quelle conjecture peut-on faire?



Exercice 6 135-py-37

Pour x € R, on pose f(x) = x> + x.
[1. ] Démontrer que f réalise une bijection de IR sur R. Tracer f et =1 sur [-2,2].
[2. ] On consideére la suite (an)nen définie par la donnée de ap = 0 et de a; =1 et par la relation
de récurrence suivante.

—27n? +3
¥n e, an+2:4( nt

n+2Nn+Uan

On pose alors
n
vVyneN, VxeR, Sn(x):Zakxk.
k=0
Tracer f~', Ss et S1o sur [~1/2, 1/4].

[3. ] Démontrer qu'il existe une, et une seule, fonction g telle que g(0) =0 et que g’(0) =1, et qui
vérifie I'équation différentielle suivante.

Vx € R, (27x% +4)y" (x) + 27xy’(x) — 3y(x) = 0

Tracer le graphe de cette fonction g et comparer a f~'. Quelle conjecture peut-on faire?
[4. ] Démontrer cette conjecture.

Exercice 7 135-py-42

Pour tout entier n > 1, on pose

et on rappelle que Ry = /5. On cherche les réels C et D optimaux tels que

1 1

vnz=i, n—Cangn—D'

[1.a. ] Ecrire une fonction Reste (N) qui renvoie une valeur approchée de Ry.
[ 1.b. ] Ecrire une fonction RechercheC(N) qui renvoie le réel C optimal tel que

1
VISn<N, <R

[1.c. ] Ecrire une fonction RechercheD(N) qui renvoie le réel D optimal tel que

1

YISn<N,  Ra<—p.

[ 1.d. ] Représenter graphiquement ces deux fonctions. Quelle conjecture peut-on formuler?
[ 2.a. ] Démontrer que R, est bien défini pour tout n € IN*.
[2.b.] Démontrer que

1 1
Vn>2, —<Ri<——
n n—1
[ 2.c. ]| Démontrer que C > 0.
[3. ] Démontrer que la fonction 1 définie par
+oo 1
=) G

est de classe ¢! sur R
[4. ] Onpose

[4.a. ] Déterminer la limite de G au voisinage de +o0.
[ 4.b.] Etudier la fonction F.
[ 4.c. ] En déduire la valeur de C.



