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On considere I'ensemble E des matrices triangulaires supérieures de 93 (IR) dont tous les coefficients
diagonaux sont nuls.

Démontrer que E est un espace vectoriel et donner sa dimension.

2.| Démontrer que
q
On pose
1

vV M eE, exp(M):I—i—M—F%M2 et En(I—i—M):M—EMZ.

YMeE, M3=0.

Veérifier que les matrices exp(M) — L et In(1 + M) appartiennent toutes deux a £, puis que
in(exp(M)) =M et exp(In(I+M)) =1+ M.
Démontrer que
VkeN* exp(kM)= [exp(M)}k.

Démontrer que exp(M) est inversible et que son inverse est exp(—M).
A quelle condition a-t-on

exp(A + B) =exp(A)exp(B) ?

Une matrice M € Mi3(R) appartient a E si, et seulement si, il existe trois réels a, b et c tels que

0O a b
M=1|0 0 ¢ :aELz +bE1,3+CE213
0 0 0

donc
E = Vect(Eq,2,E1.3,E2,3)

et par conséquent dim E = 3.
Démontrons un peu plus que le résultat demandé : quels que soient les réels ay, a,, as...

0 a7 by 0 a; by 0 0 ajby+bico
0 0 ¢ 0 0 c2]=100 0
0 0 0 0O 0 0 0 0 0

0 0 aiby+bicy 0 a3 bz
0 0 0 0 0 C3 =03
0 0 0 0O 0 0

et on voit ainsi que M? € E et que M3 = 03.
Il est clair sur les définitions que

exp(M) — 1 € Vect(M,M?)  etque  {n(I+M) € Vect(M, M?).

On a remarqué a la question précédente que M? € E (quelle que soit la matrice M € E) et par
conséquent Vect(M, M?) est un sous-espace de E. Donc

VM EE, exp(M)—I1€E et n(I+M)eE.

a Comme M3 =0,

(Mi MTZ)Z — M2,

Comme {n(I+ M) € E, on déduit de la définition de exp que

exp(En(1+ M) :1+(M—M72) +%(M—MTZ)2:I+M.
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Comme exp(M) =1 + [exp(M) — I] et que exp(M) — I, on déduit de la définition que

2 2
fn(I + [exp(M) — H) = [exp(M) — 1] ! [exp(M) — 2 = (M + &> + %(M + &)2 =M.

2 2 2

On procede par récurrence pour k € N*.
Pour k = 1, I’égalité est évidente.
On suppose qu'il existe un entier k € N* tel que exp(kM) = [exp(M)]*.
Alors

lexp(M)I*"! = exp(kM). exp(M) (HR)
2
- (I+kM+k—M2)(I+M+lM2>

2 2
(k+1)?

MZ
2

— I+ (k+ DM+

en tenant compte du fait que M3 = 03.
@ La matrice exp(M) est inversible car elle est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous
non nuls :
1T a b+(a+c)b/2
exp(M)= [0 1 c
0 0 1

:a Par définition,
1 1
exp(M).exp(—M) = <I + M+ EMZ) (I — M+ EMZ) =1

(toujours en tenant compte de la relation M?® = 03).
Lorsqu’un produit de deux matrices carrées est égal a la matrice I, les deux matrices sont in-
verses 1'une de l'autre. Donc exp(—M) est bien I'inverse de exp(M).

#o Il n’est pas nécessaire de vérifier que le produit exp(—M). exp(M) est aussi égal a I (Théoreme du rang!).

On sait que les puissances de M commutent entre elles (associativité du produit matriciel), donc deux

polynémes en M commutent entre eux et par conséquent exp(M) et exp(—M) commutent. (On vérifie ainsi
que exp(—M). exp(M) = I sans faire aucun calcul matriciel.)

En développant exp(A + B) et exp(A) exp(B), on trouve que ces deux matrices sont égales si, et
seulement si,

1
BA —AB =A’B— AB? + SAB’.
# Attention en développant (A + B)?, a priori les matrices A et B ne commutent pas !

Les calculs menés a la question 2. montrent que les matrices A%B, AB? et A2B? sont nulles, donc

VA,BcE, exp(A + B) =exp(A)exp(B) < AB = BA.
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Pour tout n € IN*, on pose

1 o 1
Up = — ) ——.
Démontrer que (un)n>1 converge vers 2(v/2 — 1).
En comparant la somme d une intégrale, encadrer

2n .I
Sp = —.

En déduire que
un =2(v2-1)+0(-)

!
n

lorsque m tend vers +-oo.

La fonction

1
X ——
{ vV1+ x}
est continue sur le segment [0, 1]. Par conséquent, la somme de Riemann u, converge vers

r dx  _ 2VT+x]y =2(v2—1).

o V1I+x

Comme la fonction f = [t — 1/,/1] est décroissante sur le segment [n, 2n],

2n n 2n—1
Y k)< J fltydt< ) f(k).
k=n-+1 n k=n
................. fn)
e fan—1)
f(2n)
n n+1 2n—1 2n t

Autrement dit,

| 1 2n 2n
—+—=+| flt dt<8n<J f(t) dt
= L (1) e
et donc, en explicitant 'intégrale,
1
V2-1)|2vn— —| <S. < (V2—-1)2n
(V2-1)|2vi- | (V2-12yn

Pour tout n € N*,

1T 1T& 1 s,
RV iy AV D MY Al 3

On déduit de I'encadrement de S,, que

1—V2
Vn e N <un—2(V2-1)<0
V2n ( )
et donc en particulier que
Uy = 2(V2=1)+0(/).
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Soient p et q, deux fonctions continues de R dans R. On suppose que f et g sont deux fonctions de période
T > 0, toutes deux solutions de I'équation différentielle suivante :

VxeR, y"(x)+pKy'(x)+qx)yx) =0
et que f(0) = g’(0) =1, f'(0) = g(0) =0.
Démontrer que la fonction W : R — R définie par

VxeR, W(kx)=

vérifie
VxeR, W’'(x)+px)W(x)=0.

En déduire que la fonction W ne s’annule jamais.

2.| Démontrer que
q

.
J p(t)dt=0
0

puis que p est une fonction de période T.

Comme f et g sont de classe €% (en tant que solutions d’une équation différentielle du second
ordre), la fonction W définie par

VxeR, W(x)=f(x)g'(x)—f'(x)g(x) (%)
est de classe €' et
VxeR, W'(x)=f(x)g"(x)—f"(x)g(x).
On exprime f”(x) et g”'(x) au moyenne de I'équation différentielle et, apres simplifications, on obtient
VxeR, W'(x)=—-px)W(x).

@ La fonction W est donc solution d'une équation différentielle linéaire homogene du premier
ordre.
Comme la fonction p est continue, elle admet des primitives et, en notant Py, une primitive de
p, il existe donc une constante A € IR telle que

Vx€R, W(x) = Aexp[—Po(x)].
En particulier,
W(0) = f(0)g’(0) — f'(0)g(0) = 1 = Aexp[—Po(0)]

donc la constante A n’est pas nulle et W(x) # 0 pour tout x € R (puisque exp ne prend jamais la
valeur 0).
Comme W ne s’annule jamais, on peut exprimer p en fonction de W :

=W (x)
VxeR, p(x) = W) (1)
et en déduire que
x L, W(0)
Vx€eR, L p(t)dt—an.

# Reconnaitre une dérivée logarithmique, c’est bien. Savoir l'intégrer en faisant apparaitre un quotient
strictement positif et sans dimension, c’est mieux (et tres utile en Physique).

. Comme f et g sont des fonctions de classe ¢! et périodiques, de période T, leurs dérivées f’ et
g’ sont aussi des fonctions périodiques, de période T et W est aussi périodique, de période T d’apres
(%)-

Ainsi, W(T) = W(0) et
t)dt =In——= =0.
, P "W

@ La fonction W est de classe ¢! et périodique, de période T, donc sa dérivée W' est elle aussi

périodique, de période T. On déduit de (f) que p est périodique, de période T.

JT W(0)
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On note By = (e, ey, e3), la base canonique de R3 et on considere I'endomorphisme w de R3 représenté
par la matrice
1 2 0
A=(2 10
0 0 1

dans la base canonique %,.
On dit qu'un sous-espace vectoriel F C R est stable par u lorsque

vVxeF u(x)eF
Montrer que la droite dirigée par le vecteur e :
2=R-e;3
et le plan dirigé par les vecteurs ey et e; :
& = Vect(eq, ez)

sont deux sous-espaces stables par u.
Calculer le rang de A + 13 et de A — 313.

Vérifier que la matrice

1 1 0
P=1|1 -1 0
0 0 1

est inversible et, sans calculer P~ démontrer que

3.0 0
P'AP=(0 -1 0
0 0 1

Soit x € 2.1l existe un scalaire « € R tel que x = « - e3 et par linéarité de u,
ux)=ou-ules) =x-e3 € 2.
#y La troisieme colonne de la matrice A nous donne u(es) = es.
@ Soit maintenant x € Z. Il existe deux réels x et 3 tels que x = - €1 + 3 - €2 et par linéarité de u,

ux) =a-uler;)+ p-u(ez) € Vect(er,ez) = 2.

# La premiere et la deuxieme colonnes de A nous disent que

ule;) =e; +2-e, € Vect(er,ez) et u(ez) =2-e7+ ey € Vect(eq, ez).

@ On a ainsi démontré que les deux sous-espaces vectoriels 7 et & étaient stables par .
On écrit les deux matrices :

2 20 -2 2 0
A+Iz3=12 2 0], A—3I; = 2 -2 0
0 0 2 0o 0 =2

Dans les deux cas, les deux premiéres colonnes sont proportionnelles (donc le rang est inférieur a 2)
et la troisieme colonne est linéairement indépendante des deux premiéres (donc le rang est supérieur
a2).

Par conséquent, rg(A + I3) =rg(A —313) = 2.
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#y Pour la matrice A + 13, 0na C; — C, = 0, donc la colonne

1
—1
0

appartient au noyau de (A + 13).
Pour la matrice A — 313, ona C; + C2 = 0, donc la colonne

appartient au noyau de (A — 313).

Les deux premieres colonnes de P ne sont pas proportionnelles (donc le rang est supérieur a 2)
et la troisieme colonne n’est pas une combinaison linéaire des deux premiéres, donc rgP = 3 et la
matrice P est inversible.

# Une matrice P € My, (IK) est inversible si, et seulement si, son rang est égal a n.

@ La matrice P est donc la matrice de passage de la base canonique %, a une nouvelle base % =
(e1,€2,€3). Plus précisément, les vecteurs €1, €, et €3 sont représentés sur les colonnes de la matrice
P par leurs coordonnées relatives a la base %;. On a donc :

g1 =e1+e, €r=e —ey ¢€3=e;3. ()

D’apres la formule de changement de base, la matrice P~' AP représente I’endomorphisme u dans la
base % :
P TAP = Maty(u) = Matg (uler),ulez), ulesz)).

w D’apres (x),
3
Matz, (u(er)) =A (1| = (3 = Matz, (3 &1)
0 0

et par conséquent, u(e;) =3 - ;.

De méme,
1 —1
Matg, (ule2)) =A | =1 ] =[ 1 | = Matgy, (—e2)
0 0
et
0 0
Matz, (u(e3)) =A 0| = (0] =Matg, (e3).
1 1
Onadoncu(ey) =—¢z etules) = e3.
En résumé,
u(er) =3-e1+0-e24+0-¢3 (premiére colonne de P~ AP)
u(ez) =0-e14+(=1)-e2+0-¢3 (deuxiéme colonne)
u(ez3) =0-e1+0-e2+1¢3 (troisiéme colonne)
et on a bien
3 0 0
P'TAP=(0 -1 0
0 0 1

# On ne change pas de base pour le plaisir, mais parce qu’on a trouvé une base qui permet de représenter
plus simplement I'endomorphisme .

On aura peut-étre remarqué que le vecteur €3 = e3 dirige la droite stable 9 et que les vecteurs €y et €

appartiennent respectivement au noyau de (A — 313) et au noyau de (A + 13). Ce n’est pas une coincidence !
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On considere la matrice
1 1 1

M=1|1 1 1
-2 =2 =2

et on note f, l'endomorphisme représenté par la matrice M dans la base canonique de E = R3.
Démontrer qu'il existe une droite vectorielle D telle que

E=Kerf® D

et qu’il existe une base 4 = (u1,uz,uz) de E telle que uy € Kerf, u, € Kerfet uz € D.

Les sous-espaces Ker f et Im f sont-ils supplémentaires dans E ? En déduire que la matrice de f
relative i la base % est de la forme suivante.

Awvec le moins de calculs possibles, démontrer que la matrice

o 1 1
P=10 1 -1
1 =2 0
est inversible et que
0 00
P'MP=(1 0 0
0 00

La matrice M n’est pas la matrice nulle (donc son rang est supérieur a 1) et toutes les colonnes
sont proportionnelles (donc son rang est inférieur a 1), donc le rang de M est égal a 1.

#v La matrice nulle est la seule matrice dont le rang est nul.

a D’apres le Théoreme du rang, la dimension du noyau de M est égale a 2.

#v La somme de la dimension du noyau et du rang est égale au nombre de COLONNES de la matrice.

Le noyau de f et le noyau de M sont isomorphes, donc le noyau de f est un plan, c’est-a-dire un
hyperplan de R3.
1l existe donc une droite vectorielle D C R? telle que

E=Kerf® D.

# Plus précisément, la droite D = R - u3 est un supplémentaire de Ker f si, et seulement si, le vecteur
directeur uz est choisi en dehors de I’hyperplan Ker f.

a Comme Kerf et D sont deux sous-espaces vectoriels de dimension finie (en tant que sous-
espaces vectoriels de R3, espace vectoriel de dimension finie), il existe une base %y = (ui,u;) de
Ker f et un vecteur directeur usz de D.

Comme Ker f et D sont supplémentaires de R3, on obtient une base de R? en concaténant leurs
bases. Donc # = (u1,u,,u3) est une base de R3.

Quelle que soit la colonne X,

X XxX+y+z
MX=M|y| = x+y+z
z —2(x+y+2z)

donc la colonne MX est égale a la colonne nulle si, et seulement si, x +y +z = 0.
Par conséquent, Ker f est le plan d’équation x +y + z = 0 (relativement a la base canonique de
R3).
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# On pourra retenir que, pour une matrice de rang 1, les coefficients de la colonne MX sont tous propor-
tionnels et que chaque ligne non nulle de la matrice M nous donne les coefficients d'une équation cartésienne
de Ker f.

@ ['image d'une matrice est le sous-espace engendré par les colonnes de la matrice. Par consé-
quent, le sous-espace Im f est la droite de R® engendrée par le vecteur (1,1, —2).

# Comme M représente f dans la base canonique de R3, les colonnes de M donnent les coordonnées relatives
a la base canonique de R3 de vecteurs de Im f.

Comme 1+ 1+ (=2) =0, le vecteur (1, 1,—2) appartient au noyau de f et comme il dirige Im f,
on en déduit que Im f est un sous-espace de Ker f.
En particulier, Ker f et Im f ne sont pas supplémentaires dans R3.
a Par définition, f(u;) = f(u,) = 0 (puisque les vecteurs u; et u, sont dans le noyau de f).
D’autre part, nous venons de prouver que Im f C Ker f, donc

f(uz) € Imf C Ker f = Vect(uqg,u,).
11 existe donc deux scalaires a et b tels que
fluz)=a-u;+b-uy+0-us.

Par définition, la matrice de f relative a la base # = (u1,u;,u3) est donc égale a

0 0 a
0 0 b
0 0 0

L'opération C, «— C, + 2C; démontre que la matrice P est équivalente a la matrice

01 1
PP=(0 1 -1
10 0

#v Les opérations de pivot (transvections, dilatations et permutations) conservent le rang. Autrement dit,
elles font passer d'une matrice P a une matrice P’ équivalente a P. (Deux matrices sont équivalentes si, et
seulement si, leurs rangs sont égaux.)

Les deux derniéres colonnes de P’ ne sont pas proportionnelles (donc le rang de P’ est supérieur
a 2) et la premiere colonne de P’ n’est pas une combinaison linéaire des deux autres (donc le rang de
P’ est supérieur a 3).
Comme P € M3(IR), son rang est égal a 3 et par conséquent cette matrice est inversible.
@ La matrice P peut donc étre comprise comme la matrice de passage de la base canonique %, a
une autre base € = (1, €2, €3). Dans ce cas, les colonnes de la matrice de passage nous donnent les
coordonnées relatives a la base canonique %, des vecteurs €1, €2, €3 qui constituent la base %'

51:(0a0»1)) 52:(])])_2)) 53:(])_1)0)

D’apres la formule de changement de base, la matrice P~! AP représente alors 'endomorphisme
f dans la base % :
P'AP = Mate () = Maty (f(&] ), f(e2), f(£3)) .

En calculant dans la base canonique,

0 1 1 0 1 0
Mlo|l=(1], m[1]=[0o], Mm[-1]=]0
1 2 -2 0 0 0

ce qu’on peut traduire respectivement par

fler) =e2=0-e1+1-e2+0-¢3 (premiére colonne de P~'MP)
fle2) =0=0-e1+0-e2+0-¢;3 (deuxiéme colonne)
fle3) =0=0-g1+0-e2+0-¢3 (troisieme colonne)



1206 3

ce qui nous donne finalement

P~'MP =

oS = O
S O O
o O O

#y On aurait donc pu choisir w1 = €3, Uy = €3 ef Uz = €1 4 la question précédente. Avec un tel choix, la
matrice de T relative a la base 9B serait

o O O

0 1
0 0
00

puisque 'image par f du troisieme vecteur de base (W3 = €1) est égale au premier vecteur de base (W = ¢€3).
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A I'aide d’une intégration par parties, calculer

J tn? t dt.
1

En déduire que

J tn?tdt ~ xn’x
1

lorsque x tend vers +oco.
Pour tout n > 2, on pose

n
U = Z tn? k.
k=2

Démontrer que la suite (uy, ) diverge.
Démontrer que

n n+1
Vn>2, J (’.nztdtgungj tn?tdt
1 1

et en déduire un équivalent simple de w,, lorsque n tend vers +co.

Pourx > 0,

X X X X 2
J ﬂnztdt:J l.tn? tdt = [t.@nzt]]—J t-%dt
1 1 1
:x.(’,nzx—Z[t.Knt—t]’f
=x.n?x — 2x. Inx + 2x — 2.
11 est clair que
“2x.Inx+2x—2 = o(x.tn%x)

X—+00
donc
X
J n’tdt ~ xin?x.

1 X—+00

Lorsque k tend vers 400, le terme général {n” k ne tend pas vers 0 (il tend méme vers +oc),
donc la série Y~ n? k diverge (tres) grossierement.
Par conséquent, la suite (un)n>2 de ses sommes partielles tend vers +oo.

# Une série de terme général positif est divergente si, et seulement si, ses sommes partielles tendent vers
+o0. (On rappelle au passage qu’une suite divergente ne tend pas forcément vers l'infini, elle peut méme étre
bornée.)

Sur l'intervalle (2, 4+oc0], la fonction {n est positive et croissante, donc la fonction tn? est crois-
sante. On peut donc facilement comparer la somme u,, a une intégrale.
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Pour tout entier n > 3,

n—1
nfﬂnzn:Zanng. in?tdt < Z(’,n k=un
et donc

mn mn
J n?tdt < u, <€n2n+J tn? t dt.
1 1

On a démontré que

n
J in*tdt ~ nin’n etilestclair que n’n = onin’n)
1 n—-+4oo n—-+4oo

donc

U, ~ nin’n.
n—-+oo
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On considere la matrice

1 0 —1
A=10 1 0
-1 2 1

Ecrire les matrices A — 15 et A — 215. En déduire que le produit
A(A —I3)(A —2I3)

est égal a la matrice nulle et que
A% =3A% —2A.

Démontrer que, pour tout entier n. € IN*, il existe un unique couple (otn, Pn) € R? tel que
A" = xn A2 + BLA.

On pose maintenant
1

1
Py =2A—A% et P;=-A%2—_A.
1 e 2=5 7
Veérifier que
AP] = P] et APZ = ZPZ

et en déduire que

Ona

YneN*, A"™=P;+2"P,.

0o 0 -1 -1 0 -1
A-I3=10 0 0 et A—2I3=(0 -1 0
-1 2 0 -1 2 -1
donc
1 -2 1
(A—I3)(A—-2I3)=10 0 O
1T =2 1

On voit que le rang de cette matrice est égal a 1 (matrice non nulle dont toutes les colonnes sont
proportionnelles) et que 'image de cette matrice est la droite dirigée par le vecteur (1,0, 1).

# L'image d’une matrice est le sous-espace engendré par les colonnes de cette matrice.

Or ce vecteur appartient au noyau de A :

1 0
A0l =10
1 0

donc
Al(A = 3)(A = 213)] = 0s.

@ En développant cette expression, on obtient

A3 =3A% —2A. (*)
Comme la matrice
2 -2 =2
A2=0 1 o0
-2 4 2

n’est pas proportionnelle a A, le couple (A, A2) est une famille libre. Par conséquent, pour toutn € N,
il existe au plus un couple (o, Bn) € R? tel que A™ = o A% + BrA.

# Si(wi,...,uy) est une famille libre, alors c’est une base du sous-espace F = Vect(uy,...,u,) qu'elle
engendre.
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Chagque vecteur de F peut donc se décomposer de maniere unique dans cette base :

r
X = E XK - Uk
k=1

et les vecteurs de € qui n’appartiennent pas a F ne peuvent pas se décomposer sous cette forme.
Ainsi, chaque vecteur de E admet au plus une décomposition commme combinaison linéaire des uy, 1 <
k<.
w ][] reste donc a démontrer que
VneN, A™ € Vect(A, A?)

ce qui revient a démontrer que le sous-espace Vect(A, A?) est stable par multiplication.

a [l est clair que
Al=A=1-A+0-A%c Vect(A,A?).

Supposons maintenant qu'il existe un entier n € N* tel que A™ € Vect(A, A?). Il existe donc deux
réels «,, et B, tels que A™ = an A2 + BnA et par conséquent

AT = AT A = (n A% + BnA)A = BrAZ? + anA® = BrA? + an (3A2 —2A)
= (30t + Pn)A% —2an A € Vect(A, A?).

On a ainsi démontré par récurrence que, pour tout n € N*, il existe un couple (o, Brn) € R? tel que

A" = anA? + BrA.

# L'unicité de cette décomposition prouve que les coefficients «r, et 3 vérifient une relation de récurrence :

vVneN, nt1 =300 + Bny, Pnr1 = —2cn.

Par définition de P; et de P,, on déduit de la décomposition (x) de A3 que

AP; = AQA —A2) =2A% — A3 WoA2 _ (3A2 _2A)=2A A2 =P,

1 (%) 1
P = — . 2 —_ = —
AP, > A(A°—A) 7

[(BAZ —2A) — A%l =A% — A =2P,.
a Pour n =1, il est clair que
Py 4+2P;=2A—A%)+ (A?—A)=A=A"
S’il existe un entier n € N* tel que A™ = Py 4+ 2™P», alors

AT = A(Py +2"P;) = APy +2"AP, = Py + 2" - 2P, =Py 421 1P,.

Le résultat est ainsi démontré par récurrence.

# En revenant aux définitions de Py et P2, on a ainsi démontré que
VneN, A'=QR2A-A%)+2" T (A2—_A)=2"T-—NA?+(2-2"A

et on a retrouvé la décomposition de la question précédente (en explicitant cette décomposition).
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Soit f, une fonction de classe €' de R, dans R. On suppose que

lim xf'(x)=1.
X—+00

Démontrer qu'il existe un réel a > 0 tel que

En déduire qu’il existe deux nombres A € Ret B € R, tels que
Vx>2a, f(x)>A+Binx

puis que
lim f(x) = +oo.

X—+o00

Par définition de la limite, comme '/ < 1, il existe a > 0 tel que

Comme f est de classe €', on déduit du Théoreme fondamental que

Vx> a f(x)—f(a):J f’(t)dt}J %:M.

a

#y On a établi une minoration de f'(t) qui n’est valable que sur l'intervalle [a,+ool. On ne peut donc
intégrer cette inégalité que sur un segment contenu dans l'intervalle [a, +-ool.

Finalement,

a Comme B =1/ > 0 convient, on en déduit par comparaison que

lim f(x) = +oo.

X—+00

# En reprenant les calculs de maniere plus précise (a la manieére de la démonstration du Théoréme de Cesaro),
on peut démontrer que f(x) ~ Inx lorsque x tend vers 4co.
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On considere la suite définie par la donnée de son premier terme uo = 1 et de la relation de récurrence
suivante.

vVneN, un+1:un+@
Représenter graphiquement le comportement de la suite (Un )nen.
Démontrer que la suite (un )nen est strictement croissante et qu’elle tend vers 4-co.

3.| Pour quel réel o la différence uyy , ; —uy admet-elle une limite finie non nulle?

HENE

En admettant que
(04
Iim == lim u%, , —u®%
no+4oo M n—too I w

que peut-on en déduire sur la suite (Un)nen ?

On reconnait une suite récurrente w1 = f(u, ) associée a la fonction
f= [X’—)X+]/x2].

Cette fonction f est définie et strictement positive sur ]0,+oco[, donc l'intervalle ]0, +oco[ est stable
par f. Comme uy = 1 € ]0,4+o00[, on en déduit que la suite (u,)nen est bien définie et a valeurs
strictement positives.
@ On vérifie facilement que la fonction f est d’abord décroissante, puis croissante.
Enfin, on doit remarquer que la droite y = x est asymptote au graphe de f et que le graphe de f
est situé au-dessus de cette asymptote :

Vx>0, f(x) > x.
def f(x):
return x+1/xxx*2
u, X, Y =1, [1], [0]
e 4.0
for n in range(N):
v = f(u) #u=1un, v="1unq 3.5 1
X.extend([u, v]) 3.0
Y.extend([v, v])
2.5 1
us=yv # U= Unp
2.0 A
Xxmax = 4 1.5 A
X = np.linspace(0.01, xmax)
1.0 4
y = f(x)
plt.plot(x, y, 'r’) # la fonction itératrice f 0.5
plt.plot(x, x, 'b") # la bissectrice y=x 0.0 ; ;
plt.plot(X, Y) # la suite (upn) 0 1 2 3 4

plt.axis("square")
plt.xlim(0, xmax)
plt.ylim(0, xmax)

I1 est clair que f(x) > x pour tout x > 0, donc un41 = f(un) > u, pour tout n € N et la suite
(un)nen est strictement croissante.
@ D’apres le Théoréme de la limite monotone, la suite (un)nen tend vers une limite ¢, finie ou
infinie. Par croissance de la suite, la limite { est supérieure a up = 1.
Comme f est continue sur ]0, +-o0l, si la limite £ est réelle, alors f est continue au point { (puisque
¢ > 0) et, en passant a la limite dans la relation de récurrence,

1
(=f) =L+ 2k

ce qui est absurde.
Donc la limite n’est pas réelle, la suite (1n )nen tend donce vers +oo.
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D’apres la relation de récurrence, en tenant compte du fait que u,, tende vers +oo,

uﬁﬂ—uﬁ:uﬁ{O—f—%)“—qn: u"‘[cx—k (1)} ~ oaud 3,

n —+00 u3 n3 n—-+4oo

# On a utilisé ici le développement limité (1 + )% = 14 ah + o(h) (lorsque h tend vers 0) et, pour le
calcul de I'équivalent, on a remarqué que la différence uyy, ; —uyy tendait vers O pour o« = 0 (on cherche ici
une limite finie non nulle).

@ Sio > 3, alors 'exposant («— 3) est strictement positif et comme u,, tend vers +oo, on en déduit
que la différence u, ; —uy tend vers +-oo.
Sia < 3, alors l’exposant (o —3) est strictement négatif et cette fois la différence uy_ ; —uy tend
vers 0.
Par conséquent, la différence 1y, ; —uy} tend vers une limite finie non nulle si, et seulement si,
o = 3. Dans ce cas, la limite est égale a «, c’est-a-dire a 3.

On a ainsi démontré que
3
.u
lim — =3
n—+oco M

et donc que

Un ~ V3n.

n—-+4oo

On a ainsi précisé la vitesse avec laquelle la suite (un)nen tend vers +oo (assez lente, comme on
l'avait vu sur la figure).

& Le résultat admis par I"énoncé n’est autre que le Théoréme de Cesaro.
En effet, nous avons démontré que

: 3
REMTHEE

et le Théoreme de Cesaro nous permet d’en déduire que
n—1

, 1
lim — Z(uiﬂ —1u3) =3.

n—-+oco 1
k=0

On reconnait une somme télescopique :
3

1 ' _uR o ug
= E (W —ug) = = — =
n 4 n o on

et il est clair que u3 /n tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
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On considere les matrices

-3 6 —4 210
A=|-14 28 =20 et P=[1 2 2
—18 36 26 0 2 3

Justifier I'existence d'un endomorphisme w de R> tel que A soit la matrice de . relative a la base
canonique A.

Justifier I'existence d'une base % de R? telle que P soit la matrice de passage de la base canonique a
la base 4.

Calculer les produits matriciels suivants.

2 1 0
All Al2 Al2
0 2 3

En déduire la matrice P~ 1AP.
. Donner un vecteur directeur de Ker u.

Quel est le rang de w? Donner une équation cartésienne de Imu.
Cours : Quelle que soit la base % de R3, I'application
[f — Maty(f)]

est un isomorphisme de l’espace des endomorphismes L(IR?) sur 'espace des matrices 93(IR).

En particulier, pour toute matrice A € 903(IR), il existe un, et un seul, endomorphisme u € L(RR?)
tel que A = Matg, (u).
Cours : Une matrice carrée P est la matrice de passage de la base canonique & une base % si, et
seulement si, elle est inversible.

# [l s’agit donc de vérifier que P est inversible et, pour cela, le calcul du rang est la méthode la plus efficace.

L'opération C; + C; — 2C;, démontre que la matrice P est équivalente a la matrice

0 10
PP=|-3 2 2
—4 2 3

La premiere et la troisieme colonne de P’ ne sont pas proportionnelles (donc le rang de P’ est supé-
rieur a 2) et la deuxiéme colonne de P’ n’est pas une combinaison linéaire des deux autres (donc le
rang de P’ est supérieur a 3).

Comme les matrices P et P’ sont équivalentes, leurs rangs sont égaux, donc rgP = 3 et par
conséquent P est inversible.

On vérifie sans peine que

2 0 1 1 0 0
All]=10], Al2l=1(2], Al2l=1[-4
0 0 2 2 3 —6

@ On aura reconnu les colonnes de la matrice P, matrice de passage de la base canonique a la base
2. En notant (&1, €3, €3) la base %, on vient en fait de démontrer que

u(er) =0, u(ez) = €2, u(ez) =—2-¢3
c’est-a-dire

ule;)=0-e1+0-€e2+0-¢3,
ulez) =0-e17+1-e340-¢3,
u(ez) =0-e14+0-e2+(—2) - ¢3.
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D’apres la formule de changement de base, la matrice P~! AP représente 'endomorphisme u dans la
base % donc

00 0
P TAP = Matg(u) = Matg (uler),ulez),ules)) = [0 1 0
00 -2

On a remarqué que u(e;) =0, donc &7 € Keru.

Les deux premieres colonnes de la matrice A ne sont pas proportionnelles, donc le rang de A
(et donc celui de u) est supérieur a 2.
Le noyau de u contient un vecteur non nul (le vecteur ¢; par exemple), donc la dimension du
noyau de u est supérieure a 1. D’apres le Théoreme du rang, le rang de u est inférieura 3 — 1 = 2.
Donc le rang de u est égal a 2.

# Le Théoreme du rang nous assure donc que le noyau de u est une droite vectorielle.
Chagque vecteur non d'une droite vectorielle est un vecteur directeur de cette droite, donc

Keru=R-¢; =R -(2,1,0).

@ L'image de u est donc un hyperplan de R? et peut donc étre représenté par une équation carté-
sienne.

# L'ensemble des vecteurs (x,y,z) € R qui vérifient I'équation cartésienne ax + by + cz = 0 est en fait
le noyau de la forme linéaire
[(x,y,2) — ax + by + cz]

et cette forme linéaire n'est identiquement nulle que si (a,b,c) = (0,0,0).

L'image de A est engendrée par les colonnes de A et comme le rang de A est égal a 2, on cherche
une forme linéaire dont le noyau est engendré par les deux premieres colonnes de A (par exemple).
Mais ces colonnes sont particulierement moches...

On a remarqué que u(ez) = €, et que u(— 14 - €3) = €3 et donc que ¢, et €3 appartiennent a
I'image de u.

#v Les vecteurs propres associés a des valeurs propres non nulles appartiennent toujours a I'image. (A rete-
nir!)

Comme ces vecteurs ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre et comme rgu = 2,
ils forment méme une base de Imu.
Il s’agit donc de trouver une forme linéaire

o =[(x,y,2z) — ax + by + cz]
dont le noyau contienne ¢, et 3. Autrement dit, trouver (a, b, c) € R3 tel que
a+2b+2c=0 et 2b +3c =0.
Les solutions de ce systeme (deux équations, trois inconnues) sont
(a,b,c) = (2t,—3t, 2t) (teR)

donc
Imu=[2x —3y +2z=0].

# On a trouvé une infinité de solutions car un plan admet une infinité d’équations cartésiennes — toutes
proportionnelles entre elles.
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Pour tout A € IR, on pose

Ay =

o = >

2 1
A
1T A

A l'aide d’opérations de pivot sur les colonnes, montrer que la matrice A\ a méme rang que la matrice

A T—2\ 2
Ba=|1 1-A2 A
0 0 1

Le rang de la matrice By peut-il étre égal 10?2 a 17
Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que By soit inversible.
En étudiant les variations de la fonction

[t —3t+1],

déterminer le nombre de réels A tels que le rang de la matrice A soit égal a 2.

On effectue d’abord C3 «+ C3 — AC; et ensuite C, « Cs.

Les opérations de pivot conservent le rang, donc rg By = rg Ax.
La matrice Bj n’est pas la matrice nulle (indépendamment de la valeur du parametre A), donc
le rang de B) n’est jamais nul.

#v La seule matrice dont le rang est nul est la matrice nulle.

@ La premiere colonne de B n’est pas nulle et elle n’est pas proportionnelle a la troisieme colonne
de B,, donc le rang de B, est au moins égal a 2. Comme rg A, = rg Bj, le rang de A, ne peut pas étre
égalal.

La matrice B, est inversible si, et seulement si, son déterminant est différent de 0. En dévelop-
pant par la derniere ligne,
A T=2A

_ — _ 3 _
det By = ’] 12| = A +3A—1.
Donc la matrice B, est inversible si, et seulement si,
A —3A4+1#£0.

Appelons f, cette fonction polynomiale. Il est clair que
VteR, f/(t) =3t2 =3t =3t(t—1).

On en déduit que f est strictement croissante sur les intervalles ]—oc0, 0] et [1,+oo[ et strictement
décroissante sur l'intervalle [0, 1].

De plus, f(0) =1 > 0 et f(1) = —1 < 0. Enfin, la fonction f tend vers —oo au voisinage de —oo et
vers +o0 au voisinage de +oo.

En appliquant trois fois le Théoreme de la bijection monotone, on conclut que la fonction f s’an-
nule exactement trois fois sur IR : une fois sur ]—oo, 0[, une fois sur ]0, 1[ et une fois sur ]1, +ool[.

11 existe donc exactement trois réels pour lesquels la matrice A n’est pas inversible. Comme le
rang de A n’est jamais nul, ni égal a 1, il existe donc exactement trois réels pour lesquels le rang de
A estégala 2.

#y Et pour tous les autres réels, le rang de A, est égal a 3 (la matrice est inversible).
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On considere la fonction f définie par

Vx>0, f(x)=x— l
X
Etudier les variations de f.
Calculer la primitive F de f qui s’annule en x = 1. Tracer 'allure des graphes de f et de F sur une
méme figure.
Démontrer que f réalise une bijection de 'intervalle I = ]0, +oo[ sur un intervalle ] qu’on précisera.
Sur quelle partie de ] la bijection réciproque £~ est-elle continue ? de classe €2 ?

Indiquer comment tracer le graphe de f et celui de £~ sur une méme figure a I'aide du langage
Python.

Démontrer que la bijection réciproque £~ est lipschitzienne.

La fonction f est clairement de classe €' sur l'intervalle ]0, 4+o0] et
p 1
Vx>0, f(x):1+x—2>1>0,

donc f est strictement croissante.

#v ]l ne sert a rien de calculer le signe de la dérivée si on n’a pas au préalable précisé qu’on étudie la fonction
sur un intervalle.

Il est aussi clair que la fonction f tend vers —co au voisinage (droit) de 0 et vers +oco au voisinage

de +oo.

# Plus précisément, comme —1/, tend vers 0 par valeurs négatives au voisinage de +oo, la droite y = x est
asymptote au graphe de f et le graphe de f est situé sous I'asymptote (au moins au voisinage de +oo).

Comme f est continue, on déduit du Théoreme fondamental de 1’analyse que

x xZ—1
Vx>0, F(x):J f(t) dt = 5 —{nx.

@ Comme f est strictement croissante, la fonction F est convexe.

Les deux fonctions f et F s’annulent toutes les deux pour x = 1, donc la fonction croissante f est
du signe de (x—1). Sa primitive F est donc décroissante sur |0, >] et croissante sur [1, +oo[ et toujours
positive.

Enfin,

X
~ —_ F ~ —_—
F(x) N Inx et (x) N

10.0

7.5 1
5.0 1
2.5 A
0.0 A
—2.5 1
—5.0 A

—7.5 1
-10.0
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On a constaté que f était continue et strictement croissante sur I'intervalle I. De plus, elle tend
vers —oo au voisinage de 0 et vers +oo au voisinage de +oco. D’apres le Théoréeme de la bijection
monotone, la fonction f réalise une bijection de I sur ] = R.
Toujours d’apres le Théoreme de la bijection monotone,
— la bijection réciproque f~! est continue sur l'intervalle J;
— comme f’ ne s’annule pas sur I et que f est de classe % sur I, la bijection réciproque f~' est
de classe €2 sur J.

def f(x):
return x-1/x

def F(x):
return (x**2-1)/2-np.log(x)

X = np.linspace(0.001, 20, 250)
y = f(x)

plt.plot(x, y, 'r’, label="f")
plt.plot(y, x, ’'b’, label="f"1")
t = np.linspace(-10, 10, 3)
plt.plot(t, t, 'k--")
plt.axis("square")

plt.xlim(-10, 10)

plt.ylim(-10, 10)

plt.legend()

5.| On sait que
q

vxeJ=R, (FYN= 5=

et on a constaté plus haut que
Yu>0, fllu) > 1.

Par conséquent,
vxeJ], 0<(f)(x)<1

et la fonction (croissante) f~! est 1-lipschitzienne sur R d’apres 1'inégalité des accroissements finis.
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Pour tout entier n € N, on pose

7T e X
I =
" JO T+ ex
Démontrer que
1 un
VvnelN, [,= J du.
e 141

En déduire que la suite (1, )nen converge vers 0.

Au moyen d’une intégration par parties, démontrer que (n + 1)1, tend vers 1/2 lorsque n tend vers
+o00.
En déduire un équivalent de 1,.

L'application [x — u = e~ *] est une fonction de classe ¢’ qui réalise une bijection (décroissante)
de [0, 7] sur [e~™, 1]. On déduit de la formule du changement de variable que

T ,—nx 7 —x\n 1 n
J € dx:J (™) e*de:J Y du
s T e o e T T

Il est clair que

vo<u<l, 0<u™<1l e O<l+u<l.

Par conséquent,
n
n

Vuele ™1 c01, 0< —— <u
u+1

et en intégrant cet encadrement (les bornes de l'intégrale étant dans ’ordre croissant) :
‘ 1

VneN, o<1n<J Wdu— ——.
0 TL+1

On en déduit (par encadrement) que la suite (un )nen converge vers 0.

On integre par parties :

1 n+1 1 n+1
1 untiqgl unt
Da=| ——(+Dutdu= v
(n+1) Jﬂ1+u (n+1)u™ du {1+uL4+Jﬂ T

1 ef(n+1)7r 1 unt
T2 l+eT +Lf7r1+u

Il est clair que
e*(T\.Jr] s
im — =0
no+oo 1 4e 7

et, pour les mémes raisons que plus haut,

1 untl

v N, 0< < .
mES LHJ—I—u n+2

Par conséquent,
1

lim (n+1)I, = 5.
n—+oo 2
On en déduit que
n 1
e U e

et donc que
1

~ P
" notoo 21
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Soit a € R. On considere I'endomorphisme f de R> représenté dans la base canonique par la matrice
suivante.

1 2a+1 1 -1
A:E 1 2a—1 1
2 0 2a

Déterminer une base de Ker (f — al) et compléter cette base pour obtenir une base de Ker(f — aI)2.
On pose uz = (1,1,0). Calculer (f — al)(u3) et (f — al)?(u3). En déduire une base
B = (ur,uz,u3) de R telle que
a 1 0
Matz(f) =0 a 1
0 0 a

L’endomorphisme (f — al) est représenté dans la base canonique par la matrice

1 T 1 -1
A—ab:i 1T -1 1
2 0 0

& Attention! Il faut éviter le piege tendu par le facteur /5!

Les deux premiéres colonnes ne sont pas proportionnelles, donc le rang est au moins égal a 2.
Les deux dernieres colonnes sont proportionnelles (opposées méme), donc le rang est au plus égal a
2.

D’apres le Théoreme du rang, la somme du rang et de la dimension du noyau est égale au
nombre de colonnes de la matrice. Par conséquent, le noyau de (f — al) est une droite vectorielle et,
de ce fait, chaque vecteur non nul de ce noyau est un vecteur directeur de cette droite.

On a remarqué que C3 = —C,, cest-a-dire 0- C; +1-C, + 1 C3 = 0, donc le vecteur (0,1,1)
appartient au noyau de (f — al) et finalement

Ker(f—al) =R - (0,1,1).

4 Les coefficients de la relation de liaison 0- C1 +1-C2+1- C3 = 0 nous donnent les coordonnées relatives
a la base canonique d’un vecteur du noyau.

@ ’endomorphisme (f — al)? est représenté dans la base canonique par la matrice

00 0
(A—alg)Z:% 1T 1 -1
11 =

Cette matrice n’est pas nulle et toutes ses colonnes sont proportionnelles entre elles, donc le rang de
cette matrice est égal a 1 et (Théoreme du rang) la dimension de son noyau est égale a 2.
Le noyau de cette matrice a pour équation cartésienne

x+y—z=0.

@ Il suffit d’écrire I'équation (A — al3)?X = 0 sous forme d'un systeme : la premiere ligne est nulle et les

deux autres sont égales.

11 est clair que les coordonnées du vecteur (0, 1, 1) vérifient cette équation. De méme, le vecteur
(1,0,1) vérifie cette équation et comme il n’est pas proportionnel au précédent, le couple

((0,1,1),(1,0,1))

est une famille libre du noyau de (f — aI)2. Et comme ce noyau est un plan vectoriel, on en déduit
que cette famille libre est en fait une base de Ker(f — aI)?.
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Le vecteur us est représenté dans la base canonique de R? par la colonne
Uz =
0

Dans cette méme base, 'endomorphisme (f — al) est représenté par la matrice (A — al3). Donc les
vecteurs (f — al)(uz) et (f — al)?(u3) sont représentés dans cette base par les colonnes

1 0
(A—al3)Us=[0| et (A—al3)?Us=|1
1 1
® En posant
w = (f—al(uz) =(1,0,1) et w = (f—al)(uz) = (f—al)(uz) =(0,1,1), (*)

on définit une base % = (17, u,,u3) de R? car la matrice

01 1
Matg, (B)=[1 0 1
110

est inversible.

# L'opération de pivot C, « C, — C3z démontre que le rang de cette matrice est égal au rang de la matrice

0 0 1
1T =11
1 1 0

Or les deux premiéres colonnes ne sont pas proportionnelles et la troisieme colonne n’est pas une combinaison
linéaire des deux premieéres, donc cette matrice est bien inversible.

La matrice de (f — al) relative a la base # est trés simple a calculer : par définition (),
(f —al)(uz2) =y, (f—al(usz) =uy
et on a remarqué a la premiere question que

u; = (0,1,1) € Ker(f — al).

Ainsi,
flu)=a-wu =a-u+0-u+0-us (premiére colonne)
fluz)=w +a-u, =l-uy+a-uy+0-us (deuxiéme colonne)
flus) =uz+a-us =0-w+1T-uy+a-us (troisieme colonne)

et par conséquent

Matg(f) =

S O 0
S o =
e = o



