Lycée Pierre CORNEILLE MP/MPI
ANNEE SCOLAIRE 2026/2027

Composition de Mathématiques
Le 30 septembre 2026 — De 13 heures a 17 heures

Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit sa
composition en expliguant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.
La présentation et la rédaction comptent pour une part importante dans l'appréciation de la copie.

Les calculatrices sont interdites.
Les téléphones portables doivent étre éteints et rangés.

Probléme I

On note E, I'espace vectoriel des applications continues de [—1, 1] dans R. Pour tout f € E, on pose

Ifllee = sup [f(x)].
x€[—1,1]

Pour tout n € IN, on note £, le sous-espace vectoriel des applications polynomiales de degré inférieur a n de [—1,1] dans
R. On confondra les applications polynomiales et les polynomes.

Partie A. Polynémes de Tchebychev
1. Pour toutn € N, démontrer qu’il existe un, et un seul, polynéme T,, € R[X] tel que

Vo eR, Tn(cos0) = cos(nod). (1)

Le polynoéme T,, est le n-iéme polyndme de Tchebychev (de premiére espéce).
' On pourra remarquer que cosnb est la partie réelle de (cos © +isin 6)™.
2. Vérifier que
Vxel[-1,1], T (x) = cos(n Arccos x). 2)

3.a. Démontrer que
Vxe =11, Tapalx) = 2xTa (%) — Tn(x). ®)
85 On pourra calculer Ty (x) + Tai2(x).
3.b. Expliciter les polyndémes Ty, Ty, T, et Ts.
3.c. Calculer le degré et le coefficient dominant de T,,.

Pour n € N*, on pose

Vo< k<n, szw et Vo<k<n, ck:cosg.
2n n
Les réels cos By, 0 < k < n, sont appelés points de Tchebychev et les réels ¢y, 0 < k < n, sont appelés points de
Gauss—Lobatto.
4. Dans cette question, on suppose que n > 1 et on détermine les racines et les extrema du polynoéme T,,.
4.a. Démontrer que

n—1
Vxe[-1,1] Ta(x) =21 H(x—cosek). 4)
k=0

4.b. Calculer ||Ty ||, puis démontrer que

vo<k<n, |Tule)]=Talle etque  VO<k<mn, Tylckr)=—Tn(ck). 5)
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Partie B. Polynéme de meilleure approximation au sens de Tchebychev

Dans cette partie, la fonction f € E et I'entier n sont fixés. On note cette fois
doo(f,En) = inf [[f Q..

Un polyndme P € E,, est un polyndme de meilleure approximation d’ordre n de f au sens de Tchebychev lorsque

|If =Pl = doo(f, En).

5.a. Justifier I'existence du réel do(f, En).
5.b. Démontrer que P € E,, est un polyndme de meilleure approximation d’ordre n de f si, et seulement si,

VQekEn,  [f=Pl, <If-Ql-

6. On pose
K={QeEn : f = Qllo < Iflloo}-

6.a. Démontrer que K est une partie non vide, fermée et bornée de E,,.
6.b. Démontrer que d(f, Er) = doo(f, K) et en déduire qu’il existe P € E, tel que

If =Pl = doo(f, En).

Une fonction h € E équioscille sur k 4 1 points lorsqu’il existe k + 1 réels
Xo < X1 < -0 <Xk

dans le segment [—1,1] tels que
vo<i<k,  |h(xi)|=hl

et tels que les extrema soient alternés :

VO <i<k, h(xi+1) = —h(xi).

7.a. Représenter graphiquement le polyndme de Tchebychev T3 sur [—1, 1]. On précisera les valeurs des abscisses co,
c1,Ccoetcs.
7.b. Démontrer que le polynéme T, 1 équioscille sur n + 2 points.
8. Le but de cette question est de trouver une condition suffisante pour qu'un polynéme P soit un polynome de
meilleure approximation d’ordre n de f.

On suppose connu un polynéme P € E, tel que f — P équioscille sur n + 2 points que 1’on note

Xo < X1 <0 < Xn4i

et on suppose qu’il existe un polyndéme Q € E,, tel que ||f — Q|| < [If — Pl .-
8.a. Démontrer que
vog<i<n+1, [f(xi) = P(x4)] [Q(xi) — P(x1)] > 0.

8.b. En déduire que P = Q et conclure.
9. Dans cette question, on choisit la fonction f € E définie par

Vxe[-1,1] f(x) = x™!

et on pose qn (x) = X" — 27T, (x).

9.a. Démontrer que g, est un polynoéme de meilleure approximation d’ordre n de f.

9.b. En déduire que ||P| ., = 27| Tnt1]l o, pour tout polyndme P unitaire de degré n + 1.

10. Dans cette question, f est un polyndme de degré n + 1. Déterminer un polynéme de meilleure approximation
d’ordre n de f.

On peut démontrer l'unicité du polynéme de meilleure approximation, mais il n’existe pas de formule donnant I'expression
du polynome de meilleure approximation d'une fonction qui n’est pas polynomiale. Cependant, il existe un algorithme qui
fournit une suite de polyndmes qui converge vers le polyndme de meilleure approximation (algorithme de Remez).
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Probléme I1

Pour tout a € RP et tout v > 0, on note By (a, 1), la boule ouverte de centre a et de rayon r pour la norme produit ||-||
définie par
Vx=(x1,...,xp) €RP, x|, = 1r<n]gé<p\xkl.

L’espace Mtn (R) est muni de la norme définie par

VA =(aij)i<ijen € Ma(R), N(A)= max |ay;l-

I<ijsn

Pour toute matrice A € M, (R), on dit que la matrice R € My, (R) est une racine carrée de A lorsque RZ = A. On notera
Rac(A), l'ensemble des racines carrées de A.

Partie A. Etude de la compacité de Rac(A)

1. Soit A € My, (R). Démontrer que Rac(A) est une partie fermée de M, (R).
2.a. Pour tout q € N, calculer Sé ol
1 0
Sq = (q _1) .

2.b. Lensemble Rac(I,) est-il un compact de M, (R)?
2.c.  Onsuppose que n > 2. Démontrer qu’il n’existe pas de norme ||-|| sur M, (R) telle que

V(A,B) € GLn(R) x GLn(R),  [[AB] = [|A[[[[B]|. (*)

Partie B. Intérieur de Rac(A)

On note Ty, l'ensemble des applications polynomiales de RP dans R. Pour tout P € T}, on note Z(P), I'ensemble des zéros
deP:
Z(P) = {(x1,...,%xp) ERP : P(x1,...,%p) =0} = [P(x) =0] C RP.

On rappelle qu’un point a € RP est un point intérieur a O C RP lorsqu’il existe v > 0 tel que Boo(a,r) C Q et que
Uintérieur d’une partie QO C IRP est I'ensemble des points intérieurs a Q.

3.a. Soienta = (aj,...,ap) € RPetr > 0. Ecrire la boule By (a, ) comme un produit de p intervalles.

3.b. Soient F et G, deux parties de RP. On suppose que l'intérieur de F est vide. Démontrer que I'intérieur de FN G est
vide.

4.a. Dans cette question, on suppose que p = 1. Dans quel cas I'ensemble Z(P) est-il infini?

4.b. Dans cette question, on suppose que p = 2 et on considere

P(x1,x2) =x1 +x2—1 et Qx1,x2) =x] —x2.

Représenter graphiquement Z(P) et Z(Q) sur une méme figure. Commenter.
5. Soit P € T,. Il existe donc une famille presque nulle (ai,,....i, )i, ,...,i, )enr de nombres réels tels que

P = > ey

(i1y0nyip )ENP

pour tout x = (x1,...,xp) € RP.
5.a. Soient Iy, I, ..., I,, des parties infinies de IR. Démontrer (par récurrence) que : si la fonction P s’annule sur
It x I x--- x I, alors
V(i],iz,...,ip) E]Np, ai,‘iz‘m,ip =0.
5.b. En déduire que si P s’annule sur une partie d’intérieur non vide, alors P est la fonction nulle.

6. Dans cette question, on identifie 9, (R) a R™.
6.a. Soit A € M, (R). Expliciter des fonctions polynomiales Py, Py, ..., P2 de T2 telles que

Rac(A) = (1) Z(Py).
k=1

6.b. En déduire I'intérieur de Rac(A).
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Solution I & Utilisation des polyndmes de Tchebychev en analyse

Partie A. Polynémes de Tchebychev
1. Unicité — Si deux polynomes P et Q vérifient la relation (1), alors

Vxel[-1,1], P(x) = Q(x)

puisque la fonction cos est surjective de R sur [—1, 1]. Par conséquent, le polyndme P — Q admet une infinité de racines,
ce qui prouve que P = Q.
w Existence — D’apres la Formule du binome,

n
em9 — (&)™ = (cos B + isinO)™ = Z (;) cos™ PO -1iP .sin? 0.
p=0

Pour tout entier p impair, le complexe iP est un imaginaire pur. Par conséquent,

cosnd = Re(e"?) = Z (n) cos™ P Q-iPsin? @ = Z (;}:) cos™ 2k Q. (=1)% . (sin® 0)® (p = 2k)
o<p<n P 0<k<n/2
P pair
“) n—2k 2 k
= Z cos 0-(cos”0—1)
o<k<n/2 (Zk

car —sin® @ = cos? @ — 1. Le polyndme

To= Y <2’L) (X2 — kXM 2F € RIX]

ogkg<n/2

vérifie donc la relation (1).
2. L’application cos induit une bijection de [0, 7t] sur [—1, 1] dont la réciproque est Arccos. Par conséquent,

Vxe[-1,1], cos(Arccosx) = x.
On déduit alors de (1) que

vxel[-1,1], Tn(x) = Tn (cos(Arccos x)) = cos(n Arccos x).

[ Cette identité n’a de sens que pour x € [—1, 1] puisque Arccos n’est définie que sur [—1,1].

3.a. Soitx € [—1,1]. Il existe donc 6 € IR tel que x = cos 6. D’apres les formules d’addition, pour tout © € R,
2cos(n+1)0-cos® =cos(n+1+1)0+cos(n+1—1)6

c’est-a-dire
2x - Tn+1 (X) = Tn+2 (X) + Tn (X)

selon (1).
@ On peut en déduire que
V nec N, TTI+2 = ZXTTL+‘| - TTl

puisque l'intervalle [—1, 1] est une partie infinie de R.
3.b. En utilisant la formule trouvée au [1.], on trouve Ty = 1, Ty = X et en exploitant la relation de récurrence établie
a la question précédente, on trouve

T, =2XTy — Ty = 2X% — 1 et T3 =2XT, —T; =4X3 —3X.

3.c. D’apres les calculs précédents, le degré de T;, est égal a n pour 0 < n < 3. Si le coefficient dominant de Ty est égal
a 1, il est clair que le coefficient dominant de T, est égal a bl pour 1 < n < 3.
@ Pour n € N, on note HR,, la propriété suivante : le degré de T 1 est égal a (n + 1) et son coefficient dominant est

égala 2™

Ainsi qu’on I'a remarqué, la propriété HR,, est vraie pourn =0, T et 2.

Supposons qu’elle soit vérifiée pour un entier n > 1 ainsi que pour 'entier (n—1). D’apres la relation de récurrence
du [3.a.],

Tn+2 = 2XTn+1 —Th.
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On sait que le degré d’une somme P 4 Q de deux polyndmes est majoré par max{deg P, deg Q} et que si deg P # deg Q,
alors le degré de P + Q est égal &8 max{deg P, deg Q}.

Ordeg T, =n (par HR_1) et deg(2XTy+1) = n+2 (par HRy,), donc le degré de T, > est égal a n+ 2 et le coefficient
dominant de T, est aussi le coefficient dominant de 2XT,, 1, ¢’est-a-dire 2 - 2™ = 2"+ (par HRy,).

@ On a donc démontré par récurrence que deg T,, = n pour tout n € IN et que le coefficient dominant de T, est égal a

2"~ pour tout entier n > 1 (et égal a 1 pour n = 0).
4.a. Comme n > 1, on peut considérer un entier 0 < k < n. (On est prié de remarquer l'inégalité stricte.) Pour
x = cos By, on a Arccos x = 6y puisque 0 < By < 7. (Ce n’est pas vrai pour k =n...)

D’apres (2),

Th(x) = cos(n Arccos x) = cos(nby) = cos(kn+ g) =0.

Pour 0 < k < m, on a n angles 6 distincts dans l'intervalle [0, 7], sur lequel la fonction cos est strictement décroissante
(et donc injective). Par conséquent, les abscisses cos 6y, 0 < k < n, sont deux & deux distinctes et on a trouvé n racines
distinctes pour le polynéme T,,.

Or deg T, = n par [3.c.], donc le polyndéme T,, est scindé a racines simples et comme son coefficient dominant est
égal a 2"~ 1 d’apres [3.c.] (puisque n > 1), on en déduit que

ynzl, T,=2"" J] (X—cos6y)'
o<k<n

et en particulier
n—1

Vxel[-1,1], Tu(x)=2"" H(xfcosek).
k=0

4.b. Pour tout x € [—1, 1], on déduit de (2) que
| Tn(x)| = | cos(n Arccosx)| < 1

et donc que || Tn ||, < 1.
[ Le second membre ne dépendant pas du parametre x € [—1,1], on peut passer a la borne supérieure.

Mais pour x = 1, on a Arccos x = 0 et donc T, (1) = cos(n - 0) = 1 donc || T ||, = 1 (puisque la borne supérieure est
un majorant).
a Pour 0 < k < n, toujours d’apres (2),

Ta(ew) = cos(n - <) = cos(km) = (1)
n

puisque 0 < kmr/n < .
On en déduit d’une part que
Vo<k<n, [Tule)]=1=Tal

et d’autre part que
vo<k<n, Talekrt) = (15" =—(=1)% = ~Tu(ci).

Partie B. Polynéme de meilleure approximation au sens de Tchebychev
5.a. Comme E, n’est pas vide (c’est un sous-espace vectoriel), 'ensemble

{If—Qlls Q€En}

est une partie non vide et minorée (par 0) de R, donc elle admet une borne inférieure réelle. Par conséquent, le réel
deo (f, Eyy) est bien défini.
5.b. La borne inférieure est un minorant. Par conséquent, si P est un polynéme de meilleure approximation d’ordre
n, alors

VQcEn,  [If—P f—= Q-

Réciproquement, si un polynéme P € E,, vérifie 'inégalité précédente, du fait que le membre de gauche soit indé-
pendant du parametre Q € E,,, on peut passer a la borne inférieure par rapport a Q, ce qui donne

o S|

Hf - PHoo < doo(f) En).
Par ailleurs, comme on 1’a déja dit, la borne inférieure est un minorant et comme P € E,, (par hypothese), on a aussi
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et 'égalité est démontrée.
6.a. Le polyndme Q = 0 appartient a E,, et ||f — 0|, < [/f||.., donc 'ensemble K contient le polyndme nul et n’est
donc pas vide.

[ En particulier, do (f, K) < ||f||, (puisque la borne inférieure est un minorant).

a S5iQ €K, alors
1Qllee = I-Qllce = I = Q) = flloo < lIf = Qlloo + Ifllcc < 2lIfll
Le majorant est indépendant de Q € K, cela prouve donc que I'ensemble K est borné.
[ On vient de démontrer que K est contenu dans la boule fermée de centre O et de rayon 2||f||

@ L'application Q — |[f — Q|| est lipschitzienne de E,, dans R :

¥V Q1,Q2 € By, IIIf = Qilloe = If = Qalloo| < [ (F = Q1) = (F = Q2)||, = 1Q1 — Q2|

donc K est 'image réciproque de 'intervalle | —oo, ||f|| ] par I'application continue Q — ||f — Q|| ., ce qui prouve que K
est une partie fermée de E,,.

L’ensemble E,, est un sous-espace vectoriel de E dont la dimension est finie. Par conséquent, B, est une partie fermée de E et
K est donc a la fois une partie fermée de E et une partie fermée de E,.

6.b. CommeK C E,,ona
{If = Qllooy Q€ K} C {lIf = Qllo» Q € En}

et doo (f, En) < doo(f, K) par décroissance de 1'opérateur inf.
Réciproquement, soit Q € E;,. On distingue deux cas :
— Soit Q € E,, \ K. On rappelle que d (f,K) < ||f||, d’apres [6.a.]. Par définition de K,

— Soit Q € K. Dans ce cas,

If = Qlloe = doo(f, K)

puisque la borne inférieure est un minorant.
On a ainsi démontré que
erEn) ”f*QH f K)-

Le second membre est indépendant du parametre Q € E,,, on peut donc passer a la borne inférieure et en déduire que

On a ainsi établi 1’égalité des deux distances.
@ On a démontré [6.a.] que K était une partie non vide, fermée et bornée de E,,. Comme E,, est un espace vectoriel de
dimension finie, on en déduit que K est compact.
On a aussi démontré [6.a.] que l'application Q — |[|f — Q|| était continue. Comme K est un compact non vide,
cette application atteint donc un minimum sur K : la borne inférieure d(f, K) est en fait un minimum. Il existe donc un
polynéme Py € K C E, tel que

IIf —Pollo :II;nEiEHf— Pl = deo(f, K) = doo (f, En).

a. Pourn=3,0onaco=1,¢1 =12 c; =—12etc3 =—1.Dapres [4.b.], la restriction de la fonction T3 au segment
1, 1] atteint un extremum aux abscisses ck, 0 < k < 3. Comme les abscisses c; et ¢, appartiennent a l'intervalle ouvert
1

7.
[~
11,1}, le graphe de T3 admet une tangente horizontale en ces points.

(@)
w
- — - =
)
Al

—_—————
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7.b. Pour0O<k<n+1,ona0<krn/(n+1) < Orla fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7], donc la
famille des réels

Yk = cos O<k<n+1)

n+1

est une famille strictement décroissante de (n + 2) abscisses comprises entre —1 et 1.
D’apres [4.b.] (appliqué a T, 41 au lieu de T,), le polyndéme T,, 1 équioscille sur les points

m—k+T)m

Xy = _x = COS
k =Yn+1)—k nd

pour 0 < k < n+ 1 et donc sur n + 2 points.
8.a. D’apres I'hypothese d’existence de Q, la distance ||f — P||_, n’est pas nulle, donc

[f(xi) = P(xi)| = If = P|lo, > O

par définition des abscisses x;.
@ Supposons que [f(x;) — P(x1)] > 0. Alors

f(xi) =P(xi) = [f = Pllo > [If = Qllc = f(xi) — Qlxi)
puisque la borne supérieure est un majorant. On en déduit que
Q(xi) = P(xi) > 0.

@ Le méme raisonnement meéne a une conclusion analogue lorsque [f(x;) — P(xi)] < 0 (en traduisant cette hypothese
par l'égalité f(x;) — P(xi) = —[|f — P||.)-
Par conséquent, les deux facteurs sont toujours de méme signe et non nuls. Par conséquent, leur produit est stricte-
ment positif pour tout 1.
8.b. Sila fonction f est polynomiale et que P = f, il est clair que P est un polyndme de meilleure approximation de f a
l'ordre n (et il est aussi clair que c’est le seul polynéme de meilleure approximation de f a 1’ordre n).
On suppose dorénavant que P # f et donc que ||f — P||_, > 0. On suppose de plus qu'il existe un polynéme Q € E,,
tel que [[f — Q| , < [If — ]|
a [’hypothese d’équioscillation sur (n+2) points contient le fait que la différence f — P, qui est une fonction continue,
change de signe (n + 1) fois sur l'intervalle [—1, 1]. D’apres [8.a.], le produit

(Q—=P)(xi) x (Q = P)(xi41)

est strictement négatif pour tout 0 < i < n. D’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires, le polynéme Q — P admet
au moins une racine sur l'intervalle ouvert ]x;, xi+1[ pour tout 0 <1 < n.

Or deg(Q — P) < n (puisque P et Q sont des polyndmes de degré inférieur a n) et le polyndéme (Q — P) admet au
moins (n + 1) racines distinctes (les intervalles ouverts Jxi, x;+1[ étant deux a deux disjoints). Par conséquent, (Q — P)
est le polyndme nul et Q = P.

On a ainsi démontré par 1'absurde que

VQeEn,  f=Qly=IIf-Pl,

et donc que ||f — P|| , = doo(f, En).
9.a. D’apres [3.c.], le polynome 27" T, 11 est un polyndme unitaire de degré (n + 1). Donc le degré du polynéme g,
est strictement inférieur a (n + 1), c’est-a-dire : q, € E,.

Par ailleurs, f — qn = 27" Tn 41 et d’apres [7.b.], la fonction f — q,, équioscille sur les (n + 2) points xo, ..., Xn41.
D’apres [8.], le polynéme g, est un polyndme de meilleure approximation de f a I’ordre n.

A ce stade du sujet, il est sans doute excessif de prendre du temps pour justifier que : si une fonction g équioscille sur N
points, alors Ag équioscille sur (les mémes) N points pour tout N # 0. Il est plus important de prendre soin de justifier ses
affirmations par des références précises aux questions précédentes.

9.b. Soit P, un polyndme unitaire de degré (n+1). Il existe donc un polyndéme Py € E,, tel que P = X" —Py. D’apres
[9.a.], le polyndme g, € E,, est un polyndme de meilleure approximation a 1'ordre n de X™*', donc

Pllog = X1 = Pollog = doo(X™ 1 En) = [IX" ! — gl
Par définition de g, et par homogénéité de la norme,

XM = Gnlloe = 127" Tt lloe = 27 Tas1 oo
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et par conséquent ||P||_ > 27| Tn11]|,, pour tout polyndme P unitaire de degré (n + 1).
10. Soit f, un polyndme de degré (n + 1). Il existe donc un réel « # 0 et un polyndme Py € E, tels que f = aX™ "1 — Py.
D’apres [3.c.], le polyndéme P = f — 27" «T, 1 appartient a E,, et la différence

f— P = Z_n(XTn+]

équioscille sur les (n + 2) points X, ..., Xn41 [7.b.]. On déduit a nouveau de [8.] que P est un polyndme de meilleure
approximation de f a 'ordre n.

Solution Il % Racines carrées de matrices

Partie A. Etude de la compacité de Rac(A)
1. Lapplication
mn(R) — mn(lR) X anR) — mn(R)
M — (M, M) —  M?

est continue en tant que composée de deux applications continues :

— La premiéere application est continue car ses deux composantes sont continues (I'identité d’un espace vectoriel
normé dans lui-méme est toujours continue). Variante : La premiére application est continue en tant qu’applica-
tion linéaire définie sur un espace vectoriel de dimension finie.

— La seconde application est bilinéaire et définie sur le produit de deux espaces vectoriels de dimension finie, donc
elle est continue.

L’ensemble Rac(A) est donc I'image réciproque du fermé {A} par une application continue de 9, (R) dans lui-méme,
donc Rac(A) est une partie fermée de M, (R).

I Dans tout espace vectoriel normé, les singletons (et plus généralement les parties finies) sont des parties fermées.

2.a. On vérifie sans peine que Sf] = I, quel que soit I’entier q.
2.b. Dans tout espace vectoriel normé, une partie compacte est fermée et bornée.
Pour n > 2, on peut définir une matrice L4 € 9, (IR) par blocs :

_ (Sq 0
n= (% 1)

La matrice L est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont non nuls, donc cette matrice est bien inversible :
L4 € GLn(IR). Cette remarque nous sera utile au [2.c.].

D’apres [2.a.], on a Zé = I, et pour q > 2, il est clair que N(X4) = . Comme L, € Rac(I,,) pour tout q € N,
I'ensemble Rac(I,) n’est pas borné pour la norme N. Par conséquent, si n > 2, alors Rac(I,) n’est pas une partie
compacte de M, (R).

@ En revanche, sin = 1, alors R € Rac(I;) si, et seulement si, R = (£1). Cette fois, Rac(I;) est une partie fermée et
bornée de M1y (R), espace vectoriel de dimension finie, donc Rac(I;) est compact.
2.c. Raisonnons par l’absurde et supposons qu'il existe une norme ||-|| sur 2, (R) vérifiant la propriété (x). Avec les
notations introduites en [2.b.], la propriété (x) appliquée avec A = B = L nous dit alors que

2
VageN,  [Zq]” <[Ta].

En particulier, la suite de terme général ||Z|| est bornée.

Or N(Z4) = q pour tout q > 2, donc N(Z4) tend vers +oo lorsque q tend vers +oo. Comme 9, (IR) est un espace
vectoriel de dimension finie, les normes ||-|| et N sont équivalentes et en particulier ||Z|| tend vers 400 lorsque q tend
vers +oo : la contradiction est établie.

Il n’existe donc pas de norme sur M, (R) qui vérifie la propriété (x).

Sin =1, lanorme N correspond a la valeur absolue sur R et on a donc N(AB) = N(A)N(B), quelles que soient les matrices
A et B dans 91 (R). Ce cas trés particulier ne présente pas d’autre intérét mathématique que de justifier I'hypothése n > 2
faite par I"énoncé.
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Partie B. Intérieur de Rac(A)
3.a. Question de cours pour laquelle I’énoncé semble ne pas attendre de justification. Pour mémoire :

X=(X1,...,%Xp) € B(a,1) & [x—a| <7
& V1I<k<p, Ikk—al<r
& V1<k<p, xx€lax—r,ax+7(

donc
Bola,t) =la; —7,a1 +r[ x]Jaz —ryaz +7[x - x]ap, — 1,0, +1[.

3.b. D’apres les définitions rappelées par 1'énoncé, si xo est un point intérieur a FN G, alors il existe une boule ouverte
Boo (X0, 1) de rayon v > 0 contenue dans F N G. Cette boule est donc contenue dans F, ce qui prouve que X, est un point
intérieur a F. Mais F est, par hypothese, une partie d’intérieur vide! Par conséquent, FN G est aussi une partie d'intérieur
vide.

On peut aussi proposer une démonstration fondée sur la caractérisation de I'intérieur (I'intérieur de F est le plus grand ouvert
contenu dans F), mais ce n’est pas vraiment plus simple, ni plus rapide.

4.a. Un polynéme non nul de R[X] n'a qu'un nombre fini de racines.

Par conséquent, pour une application polynomiale P de IR dans IR, ’ensemble des racines est infini si, et seulement
si, P est identiquement nulle.

Autrement dit, s'il existe un entier m € N et des réels ay, ..., an, tels que

m
VxeR, P(x) :Zaixi
i=0

et si Z(P) est infini, alors a; = 0 pour tout i € [0, m].

Comme R est un ensemble infini, I'application P — P qui envoie un polynome P € RIX] sur I'application polynomiale P qui
lui est canoniquement associée est injective. On peut donc librement identifier le polynome P et I'application polynomiale P.

4.b. Lensemble Z(P) est en fait la droite d’équation x, = 1—x; et'ensemble Z(Q) est la parabole d’équation x, = x3.

Ni le polynéme P, ni le polyndme Q ne sont identiquement nuls et pourtant, pour chacun d’eux, 'ensemble des zéros
est infini.
5.a. Nous allons procéder par récurrence sur p € N*.

Avant d’aller plus loin, il faut introduire une notation qui va rendre les calculs plus rapides a écrire et plus simples a

comprendre.
Une liste i = (i1,...,1p) € NP est un multi-indice : le symbole a; désigne en fait ai, i, . _
Cette liste peut également servir de multi-exposant : pour x = (x1,...,xp) € RP, le symbole x* désigne en fait le produit

X752 Xy
Une application polynomiale P € T}, s’écrit alors sous la forme

Vx e RP, P(x) = Z aixt
iENP

ot (ai)ienv est une famille presque nulle de scalaires.
Pour tout p € IN*, on note HR,, la propriété suivante : pour toute application polynomiale P € T}, et pour toute
famille presque nulle (ai)ienr telle que

v x € RP, P(x) = Z aixt,
iENP
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sl existe des parties infinies Iy, ..., I, de R telles que
Vxely x---x1I, P(x) =0,

alors a; = 0 pour tout i € NP.
@ Prenons p = 1, fixons P € Iy et une famille presque nulle de scalaires (a;)icn telle que

VxeR, P(x) = Zaixi.

ieN

S’il existe une partie infinie Iy C IR telle que
Vxel, P(x) =0,

alors le polynome )\ aiX' € R[X] admet une infinité de racines et par conséquent a; = 0 pour tout i € N.
La propriété HR; est donc vraie.
@ Soit p € N* et supposons que la propriété HR,, soit vraie.
On considére alors une application polynomiale P € T}, ;1 et une famille presque nulle (a;);jcnr+1 de nombres réels
telle que

o >\ Fo i tp
VX = (x%ps1) € RP xR, P(x) = E X! = E Qi XX
jENPHI (i,ip41)ENP XN
_ L. i i}er'l
= E ( E Aii, X )Xp+1 .
ip41€N MeNP
Qi (%)

Comme (aj)jenv+1 est une famille presque nulle, les sommes précédentes ne comportent qu’un nombre FINI de termes non
nuls. C'est la raison pour laquelle il est possible de réorganiser ainsi les termes de la somme P(x).

Supposons qu’il existe des parties infinies I, ..., I,, I, 41 de IR telles que
V?EI]X---XIPJH, P(x) = 0.

Cela signifie que, pour toutx € Iy x --- x I,

i
Vxpi1 € Ipyin, > Qi (xS =0

ip+1EN
Comme I, 1 est une partie infinie de R, on déduit de HR; que

Vipr1 €Ny, Vxely x--- x 1, Qi,,,(x)=0.

” La démonstration nous a imposé de permuter les quantificateurs Vi, 1 € NetVx € Iy x --- x I, ce qui est possible sans
condition.
Les Qi, ., sont des applications polynomiales appartenant a I,. Comme Iy, ..., I, sont des parties infinies de IR, on
déduit de HR,, que
Vip41 € N, Vie NP, Qiyi, ., =0
c'est-a-dire
Vje NPH a; = 0.
@ On a ainsi démontré par récurrence que la propriété HR,, était vraie pour tout entier p € IN*.
Corollaire tres important de la propriété HRy, : pour toute application polynomiale P € Ty,, il existe une, et une seule, famille
presque nulle (ai)icnv telle que
VxeRP, P(x) = Z aixt.
ieNP
Cette propriété d'unicité, qui n’étonnera personne, n’est pas mentionnée dans I'énoncé. Cela nous a obligés a formuler HR,

en mentionnant une famille presque nulle (ai)ienv quelconque et non pas la famille presque nulle associée a I'application
polynomiale P.

5.b. Siune fonction polynomiale

X — Z a;xt (ot1la famille (a;)iene est presque nulle)
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s’annule sur une partie de RP dont l'intérieur est non vide, alors il existe un vecteur a € RP et un réel r > 0 tels que la
boule B, (a, r) soit contenue dans Z(P).

D’apres [3.a.], cette boule est un produit d’intervalles ouverts non vides. Or un intervalle ouvert non vide est une
partie infinie de IR. Il existe donc des parties infinies Iy, ..., I, telles que P s’annule sur le produit cartésien I; x --- x L.

On déduit alors de [5.a.] que les scalaires a; sont tous nuls et que P est nécessairement la fonction nulle.

6.a. Que signifie «identifier M, (R) a R™ »?11 s’agit de deux espaces vectoriels de dimension finie sur R et ils ont
méme dimension : n?. Ils sont donc isomorphes et « identifier » signifie qu’on fixe un isomorphisme entre ces deux
espaces.

Malheureusement, si les deux espaces M, (R) et R™ ont tous deux une base canonique, il n’existe pas d’isomor-
phisme canonique entre eux. Il est en outre plus commode de conserver les couples d’entiers (i,j) € [I, nJ? pour effec-
tuer les calculs matriciels que de les remplacer par des indices entiers k € [1,n?] choisis de maniere « non canonique ».

Nous considérerons donc une bijection o : [1, n]? — [1,n?] et nous identifierons la matrice R = (ri,)1<i,j<n AU
vecteur x € R™ défini par

v(i,j) € [[1>nﬂz) Xo(i,j) = Ti,j-

Cette identification masque I'application @4 : R™ — M, (R) définie par

2
Vx = (xx)i<kgnz € R™, ©o(x) = (Xo(ij)) (i,j)en,n12 € Ma(R).

On vérifie sans peine que @ est un isomorphisme linéaire de R™ sur M, (R). De plus, les normes N et |-|| . étant
invariantes par permutations des coordonnées,

VX ERY,  N(@o(x) = [x] -

L’isomorphisme @ est donc en fait une isométrie entre les deux espaces vectoriels normés quelle que soit la bijection o
choisie et, pour cette raison, le choix de o est sans incidence sur la suite.

a Pour tout (i,) € [1,n]?, on définit I'application polynomiale P j) € I,z en posant
5 n
YV (X1y...,%n2) € R™ Po,i) (X150 yXn2) = aij — ZXo(i,e)Xa(e,j)-
=1

Comme o est une bijection de [1,n]? sur [1,n2], on a ainsi défini les applications polynomiales Py, ..., P,.> une fois et
une seule.
La matrice R = (ry,j)1<i,j<n appartient a Rac(A) si, et seulement si,

n
V1<ij<n, Zri,md = a;j cest-a-dire V1 <1i,j<n, Pyuj)(xt,...,xn2) =0
=1

en identifiant comme plus haut la matrice R au vecteur x. Autrement dit :

TLZ

Rac(A) = (1) Z(Py).
k=1

6.b. Par définition, une fonction polynomiale P € T},> s’annule sur Z(P). D’apres [5.b.], si I'intérieur de Z(P) n’est pas
vide, alors tous les coefficients de P sont nuls. Par contraposée, si 'un des coefficients de P est non nul, alors l'intérieur
de Z(P) est vide.

@ Considérons Ps (1 1y :

n
Poiin(X) =11 — x5y — ZXG(1,e)Xa(e,1)~
=2

Comme o est injective, o(1,{) et o({, 1) sont distincts de o(1, 1) pour tout 2 < £ < n. L'expression de Py (; 1) ne contient
donc qu'une seule fois le monome xfr (1,1), avec un coefficient non nul. Donc, comme on 1'a vu, 'intérieur de Z(Ps(; 1))
est vide.

@ En appliquant [3.b.] avec F = Z(P(;,1)), on déduit de [6.a.] que Rac(A) est une partie d’'intérieur vide.



