Suites et séries de fonctions : énoncés

Exercices CCP

nx

1) Montrer que la série de fonctions Z e " converge uniformément sur tout intervalle [a, 4+o00[ avec a > 0, puis que la

n>1
nm2
converge uniformément sur R.

série 2:(—1)"+1e

n
n>1

2) Soit (ap)n>0 une suite strictement croissante de réels > 0 divergeant vers l'infini. Montrer :

+oo t0 too (_1)7:,
—1)"e 4 *dx = —
X 2
n=0 n=0
Que vaut cette intégrale pour les suites (n 4+ 1),>0 €t (2n+ 1)p>0 7

+oo 1
-n" dt
3) Soit S = ,;:0 Gn +(1)()2n 1) Calculer a,b € Q tels que S = a/o —— + br et en déduire la valeur de S.

1+1t3

1

I+nx)(1+ (n—1x)
intervalles a-t-on convergence uniforme ? Peut-on dériver terme a terme ?

4) On pose Vn € N* w, : = — . Calculer les sommes partielles de la série > u,. Sur quels

2x) exp(—n?z) sur I'intervalle [0, 1].

5) Etudier la convergence uniforme de la suite f, : x — sin(n

6) Soit f: RT — R décroissante vers 0. Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de terme général
un(z) = f(z+n) - flz+n+1).

7) Montrer que si E uy, converge uniformément, la suite (u,) converge uniformément vers 0.
n>0

n+2

s 1677”2 cos(v/nm).

8) On pose Vn € N, Vz € R, f,(z) =

a) Montrer que la suite (f,),>0 converge simplement sur R.

b) Y-a-t-il convergence uniforme sur [0, +oo], ]0, +00[ ou Ja, +oo[ pour a > 07

+oo
9) Montrer que S : = +— Z In (1 + %) — % est définie et de classe C'! sur [0, 1]. Calculer S’(1).

n=1

10) Etudier la convergence simple, normale et uniforme de la série Z t" sin(mt) sur [0, 1].
n>0

“+o0 —_nzx

11) Etudier le domaine de définition et la continuité de f(z) = E (71)"7_1?( Ty
n — n
n=2



Exercices Mines-Centrale

12) On donne un intervalle [a, b] (avec a < b) et une suite de fonctions f,, définies sur [a, b], convergeant simplement vers
f- Montrer que chacune des hypotheses suivantes entraine la convergence uniforme de la suite :

a) Les f,, sont dérivables et leurs dérivées sont uniformément bornées sur [a, b].
b) Les f, sont croissantes et f est continue.
13) Considérons la suite (up)n>o définies par :

ug(z) =1 pour x € [0, 1]
Upt1(x) = / Un(t —t*)dt pour z € [0,1] et n €N
0

Montrer que la série Z u,, converge normalement sur [0, 1]. Montrer que sa somme S est de classe C'! sur [0, 1] et expliciter
n>0
une équation fonctionnelle vérifiée par S.

14) Soit a,b € R avec a < b, f € C([a,b],R) et (fn)n>0 la suite de fonctions définies sur [a,b] par :
fo=1F

fori(x) = /I fa(t)dt pour x € [a,b] et n € N

Montrer que E fn converge normalement sur [a, b] est donner une expression de sa somme S.
n>0

b
15) Soit f : [a,b] — R continue telle que f(t)t* dt = 0 pour tout Yk € N. En utilisant le théoréme d’approximation de

a
Weierstrass, montrer que f = 0. Démontrer que le résultat subsiste si I’'on suppose seulement :

b
3ko / Vk, k2k0:>/ f®thdt =0

0 siz<a 0 siz <a
16) Pour tout réel «, on définit f, : x — { ) et go 1 T +— { ] .
1 sinon T —«a sinon

Soit D = {r,, n € N} une partie dénombrable bornée de R. Montrer que les séries de fonctions

400 f +00 g
Tn _ Tn
f = Z on et g = on
n=0

n=0

convergent uniformément sur tout segment [a,b] de R. Montrer que f est croissante et que g est convexe. Quels sont les
points de discontinuité de f ? En quels points g est-elle dérivable 7

+oo
17) a) Pour n € N, que vaut / x"e Tdx?
0

n x

x e
b) Montrer qu’il n’existe par de partie I C N telle que f(z) = E — soit équivalent & — au voisinage de +00.
n! x
nel

+<><>1

18) Si x > 1, on pose ((z) = —.
nZIJ
n=1



a) Quelle est la limite de {(z) quand z tend vers oo 7

+oo
b) Montrer que la fonction F(z) = Z 40 2P est définie et continue sur [—1,1[ et de classe C* sur | — 1, 1].
p
p=2

¢) Donner une forme plus simple de F(z).

1 x
19) Montrer que E - / (Int)™ dt converge et calculer sa somme.
n! Jq
n>1

2 =
20) On pose f,(t) =(=1)"1n <1 + M) et s = Z fn- Quel est le domaine de définition de s 7 Justifier :

n=1

“+o0
. 1 2

n=1

—+oo
1 -1 P
21) Soit f(z) = Z [(m —1)In <1 + > —In (1 + :v)] . Etudier le domaine de définition et la continuité de f. Donner
n n
n=1
une relation entre f(z) et f(z + 1), puis un équivalent de f(x) au voisinage de +oco.

+oo
22) On pose S(x) = Zln (1+e ™). Etudier le domaine de définition et la continuité de S. Montrer que S(z) est
n=1

1 (" In(1+
équivalent a — / M dy au voisinage de 0.
T Jo Y

23) Approximation de 'unité

+oo
Soit # € C(R,R) intégrable sur R, telle que / 6(t) dt = 1. On note, pour tout n > 0 :

1
0 tl—>9(t>.
n n

Soit f € C(R,R) bornée.
+oo
a) Montrer que pour tout 1 > 0, 'application g, : = +— / f(t —x)0,(t) dt est définie et continue sur R.

b) Montrer que f, converge vers f uniformément sur tout segment [a, b] quand 7 tend vers 0.

400 2
24) Etudier f(z) = E In (1 + fz) et en donner un équivalent au voisinage de +oo.
n2m

n=1

+oo “+ o0

1 1
25) Donner un équivalent en 07 de f(z) = g et g(z) = E ——
ot shnx —_ sh” nx

b
26) Soit f, 1t — ﬁ et g : [a,b] — R continue, avec a < b. Déterminer la limite de I,, = / fn(t)g(t) dt quand n
n a

tend vers +oo.



27) Soit f: [a,b] — R.
a) Montrer que si f est de classe O, il existe une suite de polyndémes (P, )nen telle que P, v, fetP) SCLEN 1.
n—-+oo n—-+oo

b) Généraliser au cas ot f est de classe C* avec k > 1 : il existe une suite de polynomes (P, )nen telle que pour tout i

compris entre 0 et k, P,(Li) _cu, 7@,
n—-+o00
¢) Montrer que si f est de classe C, il existe une suite de polynémes (P, )nen telle que pour tout i € N, P7(lz‘) CE £,
n—-+0oo

d) On suppose maintenant que f: R — R est de classe C>°. Montrer qu’il existe une suite de polynémes (P, )nen telle

que pour tout ¢ € N et pour tout [a,b] C R, Pﬁi) converge uniformément vers (%) sur [a, b].

28) (Centrale) Soit E = C(]0, 1], R) muni de la norme || ||s. Pour f € E, on pose :

vae(01], 7)) = 1 (2) +f<x;1>-

a) Montrer que l’on définit ainsi un endomorphisme continu 7' et calculer sa norme.

b) Majorer |A| pour A valeur propre de T

2

1
¢) On pose pour, z €]0,1[, a(z) = Z —— et f(z) = . Montrer que a — /3 se prolonge en un élément de E.

nez (x —n)? sin? ()
En déduire que a = .
29) (Centrale) On note ((z) = Z s et n(z) = Z —
n=1 n=1

a) Montrer que ¢ est définie et continue sur A = {z € C, Re(z) > 1}.

b) On pose a, = (—1)"! pour tout n > 1 et A, = > ;_, ar pour tout n > 0. En effectuant une transformation d’Abel,
montrer que 7 converge simplement sur B = {z € C, Re(z) > 0} avec :

= 14+ 1) —1

n=1
Montrer que 7 est continue sur B.

¢) Montrer que n(z) = ((z) (1 — 2'~*) pour tout z € A et en déduire un équivalent de ((z) au voisinage de 1.

nln®
z(1+2z2)2+2z)...(n+x)

a) Quel est le domaine de définition de f, limite simple de la suite (f,)?

30) Pour n > 1, on pose f, : ©+—

b) Donner une relation entre f(z) et f(x + 1), quand ces deux quantités sont définies.

¢) Montrer que la fonction Inof est convexe sur |0, +o0].

!
x
d) Calculer n(?) puis montrer que f est de classe C! sur son domaine de définition.

x
31) (Centrale 2012) Soit ug € C(R*,R). On pose : Yn € N, Vo € RT, u,11(z) = / un (t) dt.
0
a) Montrer que la série ano u,, converge uniformément sur tout segment de R et que sa somme S est continue.

xT
b) Montrer que pour tout x > 0, S(z) = ug(z) + ex/ et ug(t) dt.
0



¢) On suppose que ug admet une limite finie en +o0o. La fonction S admet-elle une limite en +oo ?

+oo n—1
-1
32) (Centrale 2012) Déterminer le domaine de définition de la fonction f: x +— g (Q)TQn
n?+x

n=1

cos(xt)
1+e€t

+oo
Que vaut f(0)? Montrer que f(z) = / dt et donner un équivalent de f(x) en +oo.
0

+oo n
1
33) (Centrale 2012) Montrer que f: z +— E H T est définie sur R\ Z~.
x
n=0 k=0
- = (=" -
Mountrer que pour tout z € R\ Z~, f(z) =e E w+n) En déduire que f est de classe C'°.
nl(z+n
n=0

34) (Mines 2014) Soit (a,) une suite de réels strictement positifs qui décroit vers 0. Pour N € N, on définit oy : 2 —
N . N .

Yom_iGnsinnz et Sy @ x> " sinna.
1

sinz/2

a) Montrer que pour tout z € R\ 27Z et pout tout N € N, |Sy(z)] <

b) En utilisant la relation sinnz = S, () — S, —1(x), montrer que o converge simplement sur [0, 27| vers une application
que nous noterons o.

+oo
¢) Pour x € [0,27] et N € N, on note Ry(z) = o(x) —op(z) = Z ap sinnz. Montrer :
n=N+1
AN+1
Vx €]0,2n[, VN € N, |R <2-—
v €10, 2] Ry(o)] <2 22080

et en déduire que la série ) -, a, sinna converge uniformément sur tout segment [a,27 — a] avec 0 < a < 7.

d) On suppose de plus que a, = o(1/n). Pour € > 0 fixé, il existe un entier N, tel que |na,| < e pour tout n > N..
oo

Montrer :

2
Vz €]0,7], YN > N., VM €N, |Ry(z)| < (Mz + MZ) £
et en déduire que la convergence est uniforme sur [0, 27].

e) On suppose réciproquement que la convergence est uniforme sur [0, 27]. En utilisant R,,(x,) — Ran(z,), pour une bonne
valeur de x,,, montrer que a, = o(1/n).
o0

+oo :
‘ t .
35) (Centrale 2014) Montrer que F : z — stm 1 dt est définie et continue sur |0, +oo[. Etablir 1’égalité :
400 1

36) (Mines 2016) Quelles sont les fonctions de R dans R qui sont limites uniformes sur R (respectivement sur tout segment
de R) d’une suite de polynémes ?

n

37) (Mines 2017) a) Déterminer un équivalent en +oo de Z
k=1

1
n? + k2’



+oo
t
b) En déduire un équivalent en +oo de I,, = / 81?(711) dt.
0 e -
+oo ;
sin (¢
¢) Montrer que / sin(?) dt =TI

A B\’

38) (Mines 2017) Démontrer que pour A, B € M, (C), (exp () exp <)> tend vers exp(A4 + B) quand p tend vers
p p

Pinfini. On pourra utiliser le développement : exp(M) = I,, + M + o(M), pour M au voisinage de 0

39) (Centrale Python 2018) On pose :

oo 1 faney]

I:/ e tIn®tdt et Vn e N*, S, =In’*n+2 E ﬁ—21nng -.

0 D iJ — j
1<i<j<n+1 =1

a) Calculer une valeur approchée de I et écrire un programme qui calcule S,,. Que peut-on conjecturer ?

b) Montrer que la fonction I" est deux fois dérivable en 1 et que I =T"(1).
n t n
¢) Montrer que I,, = / <1 — ) In? t dt tend vers I quand n tend vers +oo.
0 n

d) Montrer que

In2 1 1
In:nn n+2n1nn/(1—5)” lnsds+n/(1—s)" In® s ds.
n 0 0

+1
Conclure.
40) a) Montrer que f: z +— —i:.o (D"
—oVntz

b) Trouver des équivalents de f en 0 et en +oo.

est de classe C'! sur |0, 4+o0].

Exercices X-ENS

41) Théoréme de réalisation de Borel

1 .
—= >0
a) Soitw:xH{SXp( w) sie

sinon

Construire a 1’aide de ¢ une application 6 de classe C*° sur R telle que :

11
Q(x)zlsixe[—i,i] O(x)=0siz¢g]—1,1] 0 < 8(x) <1 pour tout x

b) Soit alors une suite (a,) de réels. Montrer qu’il existe une suite (k,) de réels strictement positifs telle que la fonction
+oo
a
fiz— Z —7 0(knx)z™ soit de classe C™ sur R et vérifie : (™) (0) = a,, pour tout n € N.
n!
n=0
42) Fonction de Vanderwaerden :
Soit g : R — R paire, 2-périodique définie par : g(x) = = pour x € [0, 1].
+oo 3 n
a) Montrer que la série f(z) = Z () g(4™x) définit une application continue sur R. Tracer les premiéres sommes

n=0
partielles de la série.



F(z+h)—F(z—k)

b) Montrer que si F': R — R est dérivable en z, alors T'(h, k) = Wk

(0F,07).

¢) Pour z € R, on pose, pour tout n € N, k,, = |4"z|, ap, = kn4d™" et b, = (k, +1)4~". En étudiant le taux d’accroissement
de f entre a, et b,, montrer que f n’est pas dérivable en .

a une limite quand (h, k) tend vers

43) (X) a) Soit f continue de [0,1] dans R telle que f(0) = 0. Montrer qu’il existe une suite de polynomes (P,) tels que
P, (0) = 0 et convergeant uniformément vers f.

b) Soit F = {f € C(R",R), f(z) . 0}. Montrer que I’espace vectoriel Q engendré par les fonctions ¢, : © +— e "%,
T—r—+00
pour n € N*| est dense dans (F,|| |leo)-

+oo k
-1
¢) Soit fr: x+—e " E ( ') z¥. Montrer que f,, converge uniformément vers 0 sur [0, +ool.
k=n+1

d) En déduire que I’ensemble P des fonctions de la forme x — P(x) e 7, avec P € R[X], est dense dans (F, || ||co)-

f(=")
2

n

+oo
44) (X) Trouver les fonctions f € C([0, 1], R) telles que f(z) = Z pour tout z € [0,1].
n=1

45) Soit X un compact d’un espace vectoriel normé E et (f,)n,>0 une suite de fonctions continues de K dans R. On
suppose que pour toute suite (,,),>n de K et pour tout z € K, si z,, tend vers z, alors f,,(z,,) tend vers f(z). Montrer
que f est continue et que la convergence est uniforme.

b
46) (X 2019) a) Montrer que pour g : [a,b] — C continue par morceaux, / g(t) sin(At) dt tend vers 0 quand A tend

vers +o00.
Soit ¢ : R — C 2m-périodique. On suppose que g est C'' par morceaux, c’est-a-dire qu’il existe une subdivision
(ag,a1,...,ax) de [—m, x| telle que pour tout i € {0,...,k — 1}, la restriction de g & Ja;, a;4+1[ admet un prolongement g;

de classe C! a [a;, a;41]. On définit :

1 [T , n .
Vn€Z Ve ER, ¢ = o _Trg(t)e_”’t et S,(z) = k; cpe’™?.

b) Montrer que pour tout n € N et z € R, on peut écrire :

ou D,, est une fonction que 'on explicitera.

0 ™
1
¢) Montrer que D, (s)ds = / D, (s)ds = 3
-7 0

1
d) Montrer que pour tout = € R, S,,(z) converge vers 3 (f(z7)+ f(z")) quand n tend vers +oo.

+oo
1
e) En considérant g telle que g(z) = 22 pour —7 < x < 7, en déduire la valeur de ((2) = Z

—5-
n
n=1



Suites et séries de fonctions : corrigés

Exercices CCP

1) a) Por n € N* et © > a, 0 < e™™ < e ™. Comme a > 0, e”"* est le terme général d'une série convergente (série
géométrique de raison e~ € [0,1]) : la série étudiée converge normalement, donc uniformément sur [a, +o0].

b) Pour le second exemple, il n’y a pas convergence normale sur R, puisque pour & = 0, la série ne converge pas absolument.
Nous devons donc revenir a ’étude des sommes partielles. Remarquons que pour tout z € R, la suite de terme général

—7L$2

e

décroit vers 0 quand n tend vers 'infini. Le théoréme spécial des séries alternées prouve que la série converge

n
simplement sur R, avec :

+oo 1 67](,‘12 67(n+1)12 1
Vn € N* Vo € R, -1 < )
" * Z (=1) k n+l “n+1l
k=n-+1
“+o0 e_nw2
Ce majorant ne dépend pas de z et tend vers 0 quand n tend vers Iinfini, donc la série Z(—l)"ﬂi converge
n
n>1

uniformément sur R.

2) Pour z > 0, la suite de terme général e~*"% décroit vers 0, donc d’apres le théoréme spécial des séries alternées, la
fonction f: x Z::E)(—l)"e*“"w est définie sur 0, +oo[. Notons Sy, () (resp. R, (z)) la somme partielle (resp. le reste)
de cette série.

La série converge uniformément sur tout [, +00[, avec a > 0, puisque, toujours par le théoréme spécial des séries alternées,
on a :
Vz € [a, +0o[, Vn €N, |R,(z)] < e @n+1® Jemnt1® ()
N—— n—+oo

ind. de =

La fonction f est donc continue sur chaque [«, +00[, donc sur |0, +o00].

On peut se passer dans ce cas simple du théoréme de converge dominée : on a |f(z)] < e %% et cette fonction est
sommable sur ]0, +o0[, donc f est également sommable sur |0, +00[. Comme chaque somme partielle .S, est sommable, on
peut ensuite écrire :

/;OO F(z)da — /Om Sy () da

+oo +oo 1
< / |R,(z)]dz < / e ¥ dy = —0
0 0

a,nJrl n—-+o0o

ce qui donne :

L (—1)k e R
P — / S (—1)neaneda,
ko G "t Joo ST

On peut en particulier écrire :

+o00 +© +oo (_1)n
/ Z(—l)"e_("ﬂ)wdx = Z =1n2

400 +© +00
-n" 7
_1)" —(2n+1)xd —_ ( I
/0 ;( )he v > m+1 4




N

(=1)" R 2 3
;m a Z(_l) (_2n+1+3n+1)

0 n=0
N N
(_1)n 1)n
= =2 3
1/ N N
- _2/ (gy )dt+3/ (Z )
0 n=0 n=0
1 2)N+1 3)N+1
1—(— t
- 2 il S i dt+/ El . A
0 1+t2 1+t3
1 2\N+1 1 3\N+1
(%) / (%)
= =2 dt + 3 ——dt-3 [ ————dt
/01+t2 i 1+t /0 1412 o 141t
=R,
! 2(N+1) ' 3(N+1) 2 3
<2 = i :
Comme |R,| < /Ot dt+3/0t dt 2N+3+3N+4 P 0, on obtient
f " ——W+3/11
e Bn+1(2n+1) 2 o 1+13
d’oﬁa:3etb:%.
. 1 .y .
On décompose e en éléments simple pour calculer S :
1 1 2 1 V3 V3
—dt = —dt = 71 14+t —=In(1—t+1¢ — Arct — (2t -1
/1+t3 3/1—t+t2 /1+t [ttt =g =+ )+ rcan(?)( )>
d’ou : )
™ 1. (1412 V3 V3 V3 1
S=——+3|-In——+ — Arct — (2t -1 =1In2 —_— ==
2" [6 N g Ty Arctan (D )| =2 (S g )
3 3 3
car Arctan (?) — Arctan (—\3[) = 2Arctan (?) = 2% 7?:
4) Posons A =R\ ! n € N*3. Ona, pourn € N* etz € A, u,(x) = L n-1 donc :
B n’ ' P MY T4 nr 1+ (n— 12’ '
al N
VN € N*, Vo € A, Sn(x Z v

1
donc la série ) -, un(x) converge simplement sur D = A\ {0} vers la fonction z — —. En notant Ry le reste de la
= x
série, nous avons :
VN e N*, Vo € D, Rn(x) ! N !
y V& ) Tr)=—— =
N x 1+ Nz zx(1+ Nzx)

donc Ry n’est pas bornée au voisinage de 0 ; en particulier, il n’y a pas convergence uniforme sur le domaine de convergence

1
simple. Par contre, pour a > 0, il y a convergence uniforme sur D, = (] — 0o, —a] U [a, +oo[) N D : pour & € Dy et N > —,
nous avons a

1 1
< ;
z(14+ Nz) ~ a(Na—1)

e pour x >0:0< Ry(x) =

1 1
< .
|z|(=Nz —1) ~— a(Na—1)"’

e pour x < 0:0< Ry(z) =



donc |R,(z)| est majoré indépendamment de = par un terme qui tend vers 0 quand N tend vers l'infini.

Les u,, sont de classe C! sur D avec :

n? N (n—1)2
(I+nx)?2 (14 (n—-1)x)?

Vn e N* Vz € D, ul(z) = —

“+oo
1
La série de terme général u;,(z) converge donc simplement sur D vers x — ——, qui est bien la dérivée de E Up : ON
x

n=1
peut ainsi dériver terme & terme.

5) La suite (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

Si nous notons ¢ : y — sin(y)e~Y, nous avons :

[ fulloo = sup [p(y)| ——— sup |p(y)| #0
y€[0,n) nF0 yef0, 400

donc la suite ne converge pas uniformément sur [0, 1]. Par contre, il y a convergence uniforme sur [a, 1] pour tout a €10, 1] :

Vo € a,1], Yn e N, |fp(z)] < P L pu—
n—+oo

6) Pour z >0, 0on a :

Su(x) = Y up(w) = f(@) = fz +n+1) —— f(x)

n—-+o0o
donc la série converge simplement vers f sur RT. On a ensuite :
VneN, Ve >0, |f(x) = Sy(z)|=flzx+n+1) < f(n+1)

Comme ce majorant est indépendant de z et tend vers 0 quand n tend vers 'infini, il y a convergence uniforme sur R¥.

Par contre, on ne peut rien dire pour la convergence normale :

e avec f: T+ ,ona:

1 1

> < = <
VneN, Vo >0, 0 <u,(x) G i )E D S mrDmLY)

:an

donc il y a convergence normale sur R*, puisque o, est le terme général d’une série convergente ;

e considérons la fonction f en escalier définie par f(0) = 1si = € [0,1], f(x) = 1/2 si ¢ € [1,3], f(x) = 1/4 si
x € [3,7], et ainsi de suite (la largeur de l'intervalle double & chaque étape). Plus précisément, en posant ag = 0 et
Qpt1 = ap + 2P pour tout p > 1, on a :

1
Vp € N, f(x)=2—psiap§x<ap+1

1 1 1

= ——. On en déduit :

Pour tout p > 0, on a alors a, = 2P — 1 et f(apy1 — 1) — flapt1) = 2 9l = g

1

Vp €N, Vn € [ap, aps1], sup [un(@)] < [fap+1 = 1) = flap)| = 57
—_——
=M,
On en déduit que
apr1—1 1 1
Op = Z _2\4,,742(O[p+1—ap)2pﬁ:5
n:ap

10



any1—1

N
N+1 - P . .
donc Z M, = Z op > tend vers 400 : la série de terme général M,, diverge et il n’y a pas convergence
n=0 p=0

2

normale sur R+.

7) En notant A le domaine de convergence uniforme et (R, ),>0 la suite des restes de la série, nous savons que R,, converge
uniformément vers 0, donc pour € > 0, il existe ng tel que :

Vn > ng, Ve € A, ||Rn(z)|] < e.
On a donc :
Vn=no+1, Vo € A, |lup(2)| = [Ru-1(2) — Ru(@)]| < [Ru—1(2)| + [[Ru(2)]| < 22

donc (uy,) converge uniformément vers 0.

8) a) Pour f,(0) = 1 pour tout n, donc f,(0) tend vers 1; pour x # 0, f(z) = O(e*"ﬁ) donc fy,(x) tend vers 0. f,
0 si 0

converge donc simplement vers f: z +— S% z 7 .
1 siz=0

b) Comme les f,, sont continues sur [0, +00[ et que f n’est pas continue en 0, la convergence n’est pas uniforme sur [0, +o00].

Elle ne lest pas non plus sur |0, +o0o[ car, dans le cas contraire, on pourrait appliquer le théoréme de la double limite :
pour tout n € N, f,(x) tend vers 1 quand x tend vers 0, donc f(x) = 0 tendrait vers 1 quand x tend vers 07.

Il y a par contre convergence uniforme [a, +o0o[ pour tout a > 0 :

n—+ 2 2
() — < e ——— 0.
igglf (@) = f@)l < 7 e™ o

9) Posons uy, : me[O,l]»—Mn(l—l—E)—EpourtoutnEN. On a:
n n

1 1

e chaque u,, est de classe C* sur [0, 1], avec u, : = +—

)

r+n n

e pour z € [0,1], up(z) = O (75) donc Y, ~; us () est absolument convergente : la série , - | u, converge simplement
sur [0,1]; a a

e pour tout z € [0,1] et pour tout n € N* on a :

1
iy ()] = ——— < =

n(x +n) = n?

1
donc la série ), -, u;, converge normalement sur [0, 1] (car —3 ne dépend pas de x et est un terme général de série

convergente).

On peut donc appliquer le théoréme de dérivation : S est de classe C* sur [0,1] et

+o00 +oo 1 1
vz €[0,1], S'(z) = Zu;(aj) = Z el
n=1 n=1

E ticulier, S’(1) Ji:.o 1 L li L 1 1
n particulier = = lim — —1=—1.
P ’ n:1n+1 n  N—o4+oo N +1

11



sin (7t

1 —
général de la série est nul : la série converge et sa somme est nulle. On a donc convergence simple sur [0, 1] et la somme S
est définie par :

10) a) Sit € [0, 1], on reconnait une série géométrique convergente et la série converge vers ; pour t = 1, le terme

sin(7t)
vt e [0,1], S(t) = 1—t¢
0 sit=1

si0<t<l1

b) Montrons qu’il n’y a pas convergence normale. Pour n € N, 'application ¢t — ¢™ sin(7t) est positive sur [0, 1] et atteint
son maximum en 'unique ¢,, €]1/2, 1] vérifiant :

tan(mt,) = —% tn (%)

On montre ensuite que la suite (,) est croissante. En effet, pour tout n, on a :

¢
Vt €]1/2,1], t > t, <= tan(nt) > ——
n

™
et tan(ﬂtnﬂ) = — n+1 > —Ethrl.

—
n+1
La suite (¢,) a donc une limite £ €]1/2,1]; en faisant tendre n vers l'infini dans (%), on obtient tan(wf) = 0, soit £ = 1.
On peut ensuite poser t, = 1 — &, avec &, qui tend vers 07. On a alors :

1—e¢
TEn ~too tan(me,) = ¥ ~ oo T

1 1
th=1——+o0|—
n n

s

M, = sup [t"sin(nt)| = t" sin(nt,) = e MO/ H /) gin(7(1/n 4 o(1/n)) ~400 —
0<t<1 ne

ce qui donne le développement :

On a enfin :

et la série de terme général M,, diverge : il n’y a pas convergence normale sur [0, 1].

¢) Comme les fonctions ¢ — t" sin(7t) sont continues et que S n’est pas continue, la convergence n’est pas uniforme sur
[0,1].

Cela prouve bien en particulier qu’il n’y a pas convergence normale. Il faut donc retenir de cet exemple qu’il peut étre délicat
d’étudier la convergence normale, d’autant que savoir qu’il n’y a pas convergence normale ne donne aucun renseignement
constructif.

11) Pour z < 0, le terme général u, (x) ne tend pas vers 0, il y a donc divergence grossiére. Pour > 0, on a :

w =SS o (S ) = S o ()

S R n n? n n?
—_———
=1+0(1/n)

e~

n , .
— décroit vers

donc la série converge : le permier terme vérifie les hypothése du théoréme spécial des séries alternées (
0) et le second est un terme général de série absolument convergente).

(—1)"

On a donc convergence simple sur [0, +0o[. En posant = % + ay, ol ay, = O(1/n?), on a ensuite :

n+(—-1)"
+oo e~ Nz +oo
Vx>0, f(z) = Z(—l)” - + Z one” "
n=2 n=2
=g(z) =h(z)

12



—nx

La série qui définit g converge uniformément, grace au théoreéme spécial des séries alternées : pour tout = > 0,
n

décroit vers 0, donc

too —kx —(n+1)x 1
Vn>2, Ve >0, | Y (1) € < 0.
k n+1 n+1 n—o+too
k=n+1 ——

ind. de =
La série qui définit h converge normalement sur [0, +o00[, puisque

Vn > 2, Vo >0, |ane™ ™| < |ay,| qui est un terme général de série convergente.

. e—TLfE
Comme les fonctions x — (—1)" e

et x — ape ™" sont continues, g et h sont continues (comme limites uniformes

de fonctions continues) et f est continue.

Exercices Mines-Centrale
12) a) Les dérivées des f, étant uniformément bornées, les f,, sont toutes lipschitziennes de méme rapport K. Par limite
simple, f est également lispchitzienne de rapport K.

Fixons € > 0 et notons (a;)o<1<n une subdivision de [0, 1] de pas inférieur & e. Pour chaque 4, f,(a;) converge vers f(a;) :
il existe donc un rang n. tel que
Vn Z Ne, Vi S HoyNﬂv |.fn(a’i) - f(az)| S €.

Fixons n > n. ; pour x € [0, 1], il existe i € [0, N[ tel a; < 2 < a;41 et on peut écrire :

[fn(2) = f(@)] < [ful@) = fulai)| + | fn(ai) = flai)| + |fai) = f(2)] < 2K |ain — ai +& < 2K + 1)e

<K |z—a;| <e <K |z—a;l

Ainsi, nous avons démontré :
Ve >0, Ine, Vn > ne, ||fn— flloo < (2K +1)e

ce qui prouve que la suite (f,,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

b) Supposons dans un premiers temps que les (f,,) sont croissantes a partir du rang ng. Par limite simple, f est également
croissante.

La preuve est presque identique & celle du a) : comme f est continue, elle est uniformément continue ([0, 1] est un compact).
Pour € > 0 fixé, on peut choisir n > 0 tel que :
Vr,y €[0,1], [z —y[<n= —e < f(z) - fly) <e.

En fixant une subdivision (a;)o<1<n de [0,1] de pas inférieur & n et en définissant n. comme précédemment, nous avons
pour n > max(ng, ne) et pour x quelconque avec x € [a;, ai+1] :

fu(@) = f(2) < fulaiv1) — f(ai) = falait1) — flaivr) + flaiv1) — flai) < 2e
fu(@) = f(2) =2 fulai) = flaiv1) = falai) — flai) + f(ai) — flaiv1) > —2¢

ce qui prouve que (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].

Si les f,, sont décroissantes a partir d’un certain rang, il suffit d’adapter la preuve précédente (ou d’appliquer le résultat a
la suite (—f,). Enfin, si les f,, ne sont ni croissantes, ni décroissantes & partir d’un certain rang, on peut séparer la suite
en deux sous-suites (f,n)) et (fym)) avec N = {p(n), n € N} U {s(n), n € N}, f,(,,) strictement croissante et fy )
décroissante pour tout n € N. Ces deux sous-suites convergent alors uniformément vers f, donc (f,,) également.

13) Nous avons :

e 0 <ug(x) <1 pour tout z € [0,1];

13



1
o OSul(a:)S/ dt = x pour tout z € [0,1];
0

2 1’3 (E2

1
o Oqu(x)g/ (tftz)dt:%f—ggpourtoutxe[(),l].
0

Montrons par récurrence sur n la propriété :

n

8]

YneN, Ve €0,1], 0 <up(z) <

|

S

e la propriété est vraie au rang 0;

xn
e soit n > 0 et supposons que 0 < u,(z) < — pour tout z € [0,1]. Pour z € [0, 1], nous avons alors :
n!

x t_t2n ZEtn n+1
OSunﬂ(x)s/ %dts/ Sdt=
0 n! o n! (n+1)!

donc la propriété est également vraie au rang n.

On en déduit que la série ano uy, converge normalement, donc uniformément, sur [0, 1], puisque

1 1
VneN, Ve e [0,1], 0 <up(x) < — avec — terme général de série convergente.
n! n!

Les u,, sont de classe C*, avec :
uy =0et Vn €N, Vo € [0,1], ul, () = uy(z — 2?).

La série - u;, converge également normalement, donc uniformément sur [0, 1] ; le théoréme de dérivation s’applique :

+oo +o0o
S est de classe Ct avec S'(z) = Zu;(m) = Zun(m —2?) = S(x — 2?) pour tout x € [0,1] : ceci est une équation
n=0 n=0

fonctionnelle vérifiée par S.

14) Soit M = sup,<,<; |f(t)]. On a [fo(z)] < M pour tout = € [a,b], puis |fi(z)] < M(z — a) et par récurrence

| fr(2)] < M(lei?)” pour tout x € [a,b] et tout n € N. La preuve de I’hérédité est évidente : si I'inégalité est vraie au rang
n>0,ona:
x —a)"tt

Vo € o, 0], [fas1(2)] S/m\fn@ldté/x%!dt: ((n+1)!
b=a)
n!

On en déduit que la série )", ., fn converge normalement sur [a, b], puisque || f,[loo < qui est un terme général

de série convergente.
On peut ensuite appliquer le théoreme de dérivation :
e pour tout n > 1, f,, est de classe C* sur [a,b] et f/ = f,_1,
e la série ) -, f; converge uniformément sur [a, b],
+oo +oo +oo
donc ¢ = Z fn est de classe C! avec ¢’ = Z I = Z fn = f+®. Comme ¢p(a) =0, on en déduit que ¢ est la solution
n=0

n=1

n=1
du probléeme de Cauchy (y’ =f4+y,yla) = 0). La méthode de variation de la constante donne :

Vi € [a,b], p(x)=e" /f f(t)e tdt

14



et I’on obtient :

Vz € [a,b], S(z) = f(z)+¢€” /w f(t)e tdt.

15) Comme f est continue sur le segment [a, b], il existe une suite (P,),>0 € C[X]N qui converge uniformément vers f
quand n tend vers linfini. On en déduit que (fP,) converge uniformément vers |f|? sur [a,b], puisque || fP, — | f|?[|oc <
[/ 1loo 1 Pr — flloo —= 0. On peut alors échanger limite et intégrale sur le segment [a,b] :

n—-+0o0

0_/f dt—>/|f (t)|? dt

et donc f = 0, puisque |f|? est continue, positive et d’intégrale nulle sur I'intervalle [a, b] (qui n’est pas réduit & un point).

Avec I’hypothese affaiblie, on peut écrire :

b
Vn €N, / t2ko f(t) P, (t) dt = 0

car les monémes de X2k P, sont de degrés > ky. On a toujours convergence uniforme sur [a,b], ce qui prouve que
t2ko| £(¢)|? = 0 pour tout ¢ € [a, b], soit f(t) =0 pour tout ¢ € [a,b] \ {0} et f =0 par continuité.

fr. ()

2n
sommée étant croissante, les sommes partielles sont croissantes : f est donc croissante (toute limite simple de fonction
croissante est croisante).

1
16) a) Il y convergence normale, car < on qui est un terme général de série convergente. Chaque fonction

Si xz & D, chaque fonction f = est continue en x : comme la convergence est uniforme, f est donc continue en x.

Si z € D, il existe un unique k tel que z = r,. On peut alors écrire :

_ fT‘k +Z fT‘n

neN
- nk
g ——
=h

Comme h est continue en 7 (méme argument que précédemment) et g est discontinue en r, f est discontinue en . On
peut calculer le saut de f en x :

b) Comme f est croissante, f est intégrable au sens de Riemann sur tout segment : F' est bien définie et continue (intégrale
fonction de la borne supérieure). Comme f a des limites a droite et & gauche en tout point, F' admet des dérivées a gauche
et & droite en tout point, avec :

Vo € R, Fy(z) = f(a7) et Fjy(z) = f(z™).

En particulier, F' est dérivable en « pour x € R\ D et non dérivable en x si € D.

b
Soient a,b € R avec a < b. Posonsc-i comme ¢ > a, on a f(t) < f(t+ ¢ — a) pour tout ¢, d’ou :

Fle /f dt</ft+c—adt /f F(b) — F(c)

en posant s =t + ¢ — a : cela donne I'inégalité demandée.

Soient a,b € R et L lapplication affine vérifiant L(a) = F'(a) et L(b) = F(b). Nous devons démontrer que F'(z) < L(x)
pour tout z € [a,b]. Notons donc :
A={z € [a,b], F(x) < L(z)}.

Nous avons :

15



e A est un fermé de [a,b] car F' et L sont continues;

e A est stable par milieu : si x,y € A, on a :

p(2Y) < Fel )

r+y
2

e a,bc A

donc eA;

Pour tout n € N, A contient donc tous les points de la subdivision réguliére de [a,b] en 2™ morceaux. Comme ’ensemble
de ces points, pour n décrivant N, est dense dans [a,b], A = [a,b] et F est convexe.

Remarque : on peut prouver que toute fonction croissante (resp. convexe) de R dans R a un ensemble de points de
discontinuité (resp. de non dérivabilité) au plus dénombrable. Cette construction démontre que ’on ne peut pas en dire
plus sur 'ensemble des points de discontinuité (resp. de non dérivabilité). Par exemple, il existe fonction croissante continue
en chaque irrationnel et discontinue en chaque rationnel et une fonction convexe dérivable en chaque irrationnel et non
dérivable en chaque rationnel.

+o00
17) a) On a / e Pz"x =T(n+1) =n! pour tout n € N.
0

b) Si I est fini, f est polynomiale, donc 22 f(x) est négligeable devant e au voisinage de +o0o. Supposons que I soit infini
xr

&
et que f(x) soit équivalent & — au voisinage de +o0o. On a alors :

22
2k
—T —x
V€N, V220, 0< Y Sre™? < f(a)e™ = p(a)
0<k<n
kel
2k
avec ¢ continue sur [0, 4+0c[ et sommable, puisque () ~ 1o =. Comme Z Ee_x converge simplement vers f(x)e™?

qui est continue sur [0, 4+00[, le théoréme de convergence dominée s’applique :

+o0 xk o0
/ Z ﬁe*"” de —— fl@)e " dx
0 o<k<n 'U°
kel

k

+o0
x ,
ce qui est absurde car / Z —7€¢ “dr=CardIN [0,n] —— +oc.
0 0<k<n k! n—+o0
kel

18) a) La série ¢ converge normalement sur [2, 4+o0] :

1 1
VnEN,VmZQ,Ogun(J;):—I_ — -
n n
TGSC

Pour tout n > 1, le terme général u, (z) tend vers 0 (si n > 2) ou vers 1 (si n = 1), le théoréme de la double limite permet
d’écrire :
((z) —— 1.

Tr—+00

b) Appliquons le théoréme de dérivation sur U'intervalle I =] — 1,1] :

¢(p)

e pour tout p > 2, u, : x— =2z est de classe C! sur I;
p

16



e pour tout = € I, la série de terme général u,(z) est convergente (car u,(z) = o(|z[P) et > -, [2[" est convergente
car |z| < 1); -

e pour [—a,a] C I, la série de terme général u;, converge normalement, donc uniformément :
W > 2, Va € [—a,d], [u)(2)] = [Cp)ePY] < C(p)aP " < ((2)aP!
avec aP~! terme général de série convergente car a € [0, 1].

La fonction F est donc de classe C* sur | — 1, 1], avec :

+oo
Vo el - 1,1, F'(z)=> ((p)a?".
p=2

Pour montrer que F est continue en —1, nous allons montrer que la convergence est uniforme sur [—1, 0], grace au théoréme

spécial des séries alternées : pour tout « € [—1, 0], la suite de terme général % 2P a un signe qui alterne ; comme la fonction

¢ est décroissante, la suite % |z|P décroit vers 0 quand p tend vers Uinfini et il y a convergence simple de F sur [—1,0],
avec majoration du reste :

$ 6B SR Gt )

k=p+1

Ce majorant ne dépend pas de x et tend vers 0 quand p tend vers I'infini, donc la série qui définit F' converge uniformément

sur [—1,0]. Comme les fonction z — @) 2P sont continues sur [—1,0], la fonction F est également continue sur [—1,0],

P
donc sur [—1,1[.

¢) Nous avons :
+oo +oo +oo 1
v 6] -1, ]-[a F/((E) = Zg(p)xp—l = Z (Z npl.p—l> :
p=2 p=2 \n=1

p—1

Pour z € [-1, 1], la famille (x ) est sommable, puisque :
p>2, n>1

=[P~ -1
—— et a pour somme C(p)|x|P~t;
n

e pour tout p > 2, Z
n>1

LD ¢(p)|z|P~! converge et a pour somme F’(|z]).
On peut donc échanger I'ordre de sommation, ce qui donne, pour tout €] — 1,1 :

400 [+00 zp—1 +00 1 +0oo NP +00 x +o0 z
F’<x>=Z(Z = )=Zn (Z ) >=Zn<n_x>=§n<n—m>

n=1 \p=2 n=1 p=1

Il reste & intégrer cette relation pour retrouver F(z). Pour x €] — 1,1] :

—1
Comme F' est continue en —1, F(z) tend vers F(—1) quand x tend vers —1, donc / F'(t)dt converge et la relation
0

précédente se prolonge & [—1,1[. Nous avons donc, pour z € [—-1,1] :
F(z) = / L P
0 ; n(n —t)

17



Ona:

t t 1
Vit € [0,z], Vn > 2, = id <
n(n —t) nin—t) ~ n(n—1)
——
TGSC
t
donc Z 7” converge normalement, donc uniformément, sur [0, z]. On peut donc échanger intégration et sommation
(on intégre sur un segment) :
400 00 T +oo x
Z/ t—Z/ (——i—)dt Z——[—ln(n—t)} _y (1)
n — t 0 np=1
19) Pour tout ¢ > 0, on a :
00 n
__Int _ (ln t)
t—l=em—1=)" ——

n=1

Pour x > 0, cette série converge normalement, donc uniformément sur [1,z] :

Int)™ M"
VYn > 1, Vt € [1, ], (n )
n! n!
. (Int)™ .
avec M = m[ax] [In(t)] = |In(x)|. Comme les fonctions ¢ — — et & — ¢ — 1 sont continues sur [1,z], on peut
te(l,x n:

échanger la somme infinie et l'intégrale :
—1)2
(-1 _ / (t—1)d
2 1

20) Pour t € R, la suite <ln (1 +a +t2)>) décroit vers 0, donc s(t) est défini d’apres le théoréme spécial des séries
>1

R lnt =
Z/ dt = Z /lnt

n=1

alternées. On a ensuite, pourt e Ret n > 1 (toujours grace au théoréeme spécial des séries alternées) :

- 'S 2 % 1
()= 2 fll) = k;f”kln(”w> <in (14 o ) <0 (14 ) 70
= =n

indépendant de t

donc la série converge uniformément sur R. On peut alors appliquer le théoréme de la double limite : chaque f,,(t) a une
limite u,, = (—1)"In (1 + 1) quand ¢ tend vers +oo, donc la série de terme général u,, converge et s(t) tend vers sa somme
quand t tend vers l'infini. Nous avons ensuite :

2N
1 133 2N—12N+1 3252, (2N — 1)2(2N +1) (2N)12(2N + 1)
(14 )= (=22 ... —1 ~1
2.1 n( +n> n(224 9N 2N > . 2242 (2N)? . 24N V14

n=1
Il reste a utiliser I’équivalent de Stirling : n! ~; o V27mn e~ "n! pour obtenir :

(2N)12(2N + 1) 4rNe N (2N)*N(2N) 2
2INNWE T TiN4gpN2eANNAN T 1

soit s(t) ——— In (2)

t——+oo s

1 -1
21) Le domaine de définition de u, : x+—— (z —1)In (1 + ) —In (1 + x> est ]1 — n, +oo[ : nous étudions donc la
n n

série sur le domaine I =]0, +oo[. Un calcul de DL donne facilement :

un(w)=+m(“f—1)<x—2>+o<;>

2n2

18



donc la série converge simplement sur I. Montrons qu’il y a convergence uniforme sur tout segment [a,b] C I.

La fonction u, est de classe C! et un calcul simple montre que v/, s’annule en 'unique valeur

ST . S—
S )

Comme u,, tend vers +o00 en 07 et en +0o, u, est décroissante sur |0, z,] et croissante sur [z, +oo[. On a ensuite :

11 1\\ ! 1 1 3 1
Tp=—n+ +<n 2n2+0<n2>> n+ +n< +2n+0(n2>) 2+O<n>

.. 3 R . . .
En choisissant a < 3 < b, on a donc a < z,, < b a partir d’un certain rang ng, ce qui donne :

Vn > mng, sup |un(z)] = max(|un(a)], |un(@a)l; [un(b)]).

a<lz<b

Un dernier calcul donne :

un(tn) = (2n—1)In (1+ }1) ~In (1+ T 1)

I I
S
—~ DO |
—_ +
~—_— O
P
| =
~
~_
A~
3=

+

o
A
3[\3‘,_.
~_
~_

|

5
A~

—

_l_

2|

_|_

Q
P
| —
~_
~_

n2

Comme un(a) et u,(b) sont également des O (5), on en déduit que sup,<,<, [un(z)| est un terme général de série
convergente : la série converge donc normalement, donc uniformément, sur [a, b]. Les applications u, étant continues, on
en déduit que la somme f est continue sur tout [a,b] C I, donc sur I.

Pour relier f(x) & f(z + 1), nous aurons besoin de passer par la dérivée de f. Montrons donc que 'on peut appliquer le
théoreme de dérivation sous le signe somme :

1

n+z—1
e Soit [a,b] C I. Pour tout n, u), est croissante sur [a, b], donc :

1 1 1 1 1
m{1+-)-— | m{14-)-———|)=0(=
n( +n> n+a—1|" n< +n> n—l—b—lD O(nQ)

et la série ), -, u; converge normalement, donc uniformément, sur chaque [a,b] C I

1
e Les fonctions u, sont de classe C! sur I, avec u), : = +— In (1 + ) -
n

sup. ()] = e
a<xz<b

On peut donc affirmer que f est de classe C* sur I, avec :

oo -5 fnf(1s 1) -]

n=1

Nous avons alors, pour tout N > 1 et pour tout x > 0 :
n=1 n= 1
nal N+1
- Yt

n=2
N
1 n -+ 1 1
= - -l-
T Z [ n+x—1

i{ln(l—ki)—n}ﬁr} = Zlnn+1 EN:
Y i
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1

ce qui donne f'(z + 1) = f'(z) + — en faisant tendre N vers +oo. On en déduit qu’il existe une constante K telle que
x

fx+1) = f(z) + Inz 4+ K pour tout z > 0. Comme f(2) = f(1) =0, on a K =0, d’ou la relation :

Ve >0, f(z+1) = f(z) +1nx.

Commencons par étudier f(n) pour n € N*. La relation précédente donne, par récurrence immédiate :

n—1
Vn>1, f(n)=> Ink
k=1

Une comparaison avec une intégrale (la fonction In est croisante sur [1,n]) donne :

n—1

n—1 n—1 n
(n—l)ln(n—l)—n+2:/ lntdgzmk:f(n):zmkg/ Intdt =nlnn—-n+1
1 k=2 k=1 1

donc f(n) ~ieo nlnn.

Enfin, f est convexe (somme de fonctions convexes) et comme f(1) = f(2) = 0, il existe ¢ €]1, 2] (théoréme de Rolle) tel
que f'(¢) = 0; on en déduit que f’ est positive, i.e. que f est croissante, sur [c, +oo[. Pour tout > 2, on peut donc écrire
f(ng) < f(z) < f(ny + 1) avec n, = |z|. Comme

f(nz) ~joo nzlnng ~yoo zlnz et f(ny +1) ~joo (N + 1) In(ng + 1) ~40o zlnez,

on en déduit que f(z) est équivalent & xlnx quand x tend vers +oo.

22) Les applications u,, : x — In(1+ e~ ") sont définies et continues sur R. Pour = < 0, la série de terme général u, (z)
diverge grossierement. Pour ¢ > 0, on a :

Yn>1,Ve > a, 0 <uy(z) <upla) ~peo €™
donc il y a convergence normale sur [a, +00[ (comparaison avec une série géométrique de raison e~ € [0,1[). On en déduit
que S est définie et continue sur chaque [a, +oo[, donc sur ]0, +o0].

Pour x > 0, I'application ¢t — In(1 + e~'*) est continue et décroissante sur [0, +oc[. Une comparaison intégrale-série
donne :

+o0 +oo
/ In(1+e ™)dt < S(z) < / In(1+ e ™) dt
1 0

puis le changement de variable y = e~ donne :

x

1 (¢ In(1 1 ftIn(1
L[ Mgy csw <1 [ R0,
T Jo Y T Jo Yy

" In(1 LIn(1
Comme / n(+y) / n(l+y) # 0, on en déduit ’équivalent demandé.
0 Y =0 Jo Y

+oo
23) a) Par changement de variable, 6, est sommable sur R et / 0,(y)dy =1 . On a d’autre part :

—0o0
e pour tout z € R, t — f(x — t)ﬁn(t) est continue, donc continue par morceaux, sur R;
e pour tout t € R, x — f(z — t)6,(¢) est continue sur R;

e pour tous t,x € R, |f(x —)8,(t)] < ||f||o |05(t)| et la fonction majorante est continue et sommable sur R.
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On en déduit que f;, est définie et continue sur R.

b) On peut écrire, pour tout = € [a, b] :

o) - 1@l = | [ (e =0 - oo dt\

< [ita=n-rolle(:)]

- / F(@ —ny) — f(@)|16(4)|dy  en posant y = ©
R n

En fixant A > 0, on a, toujours pour tout x € [a, b] :

—A “+o00

10(y)| dy + /

A

—0o0

A
() = f(@)] < 2] (/ |9(y)|dy> +[A [f(z —ny) = f(2)]10(y)|dy

—A +oo

Soit € > 0. On peut fixer A > 0 tel que / 16(y)| dy + / |6(y)| dy < € (cette quantité tend vers 0 quand A tend vers
— 00 A

+00). Quand x varie entre a et b et y entre —A et A, x — ny € [a — An, b+ An]. Nous resterons donc dans 'intervalle
I =Ja— A, b+ A] si nous imposons la condition n < 1. Comme f est continue, elle est uniformément continue sur le
segment [ ; il existe donc p > 0 tel que :

Ve, €1, o —o'| < p = |f(2) - fa)| <.

Pour tout n < min (17 %) =1p,on a:

A
Vo € 0], (o) = F@)] <20+ [ 5= m) = )] 00| dy

<e
puisque pour y € [-A, Al,onazel, v’ =x—ny el (car0<n<1) et |z —2'| =|ny| <nAd < u.
Nous avons donc démontré que pour tout [a,b] C R :
Ve >0, 3o >0, ¥ € ]0,m0], Vo € [a,b], [f,(z) — f(2)] < 2[[fllec + [|0]]1) €

ce qui traduit que f, converge vers f uniformément sur tout segment quand 7 tend vers 0F.

24) Nous allons utiliser une comparaison intégrale-série : pour x > 0, la fonction ¢ — In (1 + %) est continue,

décroissante et sommable sur [1, +ool, donc :

Y 2\ g w14 i d
14+ —>— < < = U RS
/1 n( +t27r2) t< f(x) < n< +7r2> —|—/1 n< +t27r2) t

Une intégration par partie donne :

+o0 2 2 +oo
T T 2x tm
/1 In (1+t2772> dt = [t In (1+t2772>+7rArctangv}1
2
2
= :10111<1+x2>xArctan7r
T T x
= z-—2lnz+o(lnz)—2+4+0(1) ~ x
—+oo “+oo

2
x
Commeln | 1+ 2) ~ 2Inx = o(z), on en déduit que les deux termes qui encadrent f(x) sont équivalents & x au voisinage
™

de +o00, et donc donc f(z) ~ x au voisinage de +00.
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25) Soit = > 0. La fonction ¢, : ¢ +— est continue, décroissante et sommable sur |0, +o00[. On peut donc écrire :

sh(tx)

+o0 too +oo
[ emasy am<ams [ ema &
1 1 1

On a, en posant u = €%', puis en travaillant au voisinage de 0% :

“+oo +oo 9
(t)dt = —d
ﬂ Pelt) szWL4>“

1
= - (In(e®” + 1) — In(e® — 1))
1
= - (In(2) + o(1) — In(z + O(z?)))
1
= - (In(2) + o(1) — In(z) — In(1 + O(x)))
1
= - (=Inz+ 0O(1))
e
o+ x
. 1 1 . L. Inz
On a ensuite ¢, (1) = g ot oo aui est négligeable devant - donc I'encadrement (1) nous donne :
Inz
f(x) ~o+ e
1
L’étude de g est beaucoup plus simple : pour chaque n > 1, W est équivalent a 2. quand z tend vers 07, et il
sh®(nz

1
est raisonnable de penser que I'on pourra additionner ces équivalents, qui sont tous de l'ordre de — . On doit pour cela
x

échanger une limite et une somme infinie :

+oo 2

x
Vo >0, 2?g(x) = E —_—
9() nzlshz(nz)

Cette série converge normalement, donc uniformément, sur ]0, 400 :

2

Yn>1, Ve >0, 0< ——
S

- <
h?(nz) ~

1
—:an
n2

avec o, indépendant de x et terme général d’une série convergente. On peut donc échanger limite et somme infinie :

2 +oo 2
T 1 1 s
comme chaque ——— tend vers — quand z tend vers 0T, on a zg(z) —— E — = —, ce qui donne :
4 sh?(nx) n2 4 9(x) a0t f=n? 6 d
2
0
x) ~o+r —-
9(x) ~or 622

26) Si 0 < a < b la suite f,g converge uniformément vers 0 sur [a,b] :

vt € [0, |fa(t)a()] < lglloe ——0,

n
1+ na?
donc on peut échanger cette limite et intégrale : I, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

De la méme facon, on démontre que I,, tend vers 0 si a < b < 0.
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Supposons maintenant que 0 = a < b. On peut écrire :
b b
I= [ 5000l = g0 dt + 0) [ gl
0 0

b
. / fn(t)dt = Arctan(nb) —— Z;
0

n—-+oo 2

Nous avons ensuite :

e pour ¢ > 0, il existe n €]0,b] tel que |g(t) — g(0)| < & pour t € [0,7]. On en déduit :

b
/0 Fut)(g(t) — g(0)) dt

Comme dans le premier cas, la seconde intégrale tend vers 0 quand n tend vers I'infini. Il existe donc ng tel que :

n b
<e / fult)dt + / fa(®)lg(t) — g(0)]

vn > no,

b
) fn(t)(g(t) — g(0)) dt

< ceArctan(nn) +e <e (% + 1) .

Nous avons démontré que / fn(t)(g(t) — g(0)) dt tendait vers 0 & Uinfini.
0
ceci qui prouve que I, tend vers g 9(0) quand n tend vers linfini.
Par symétrie, nous obtenons que pour a < b =0, I,, tend vers g ¢(0). Nous avons donc ainsi obtenu :
e si0¢Ja,b], I, P 0;

esia=00ub=0, I, —>Eg(0)
n—4oo 2

n—-+oo

b 0
o sia<0<b, In:/ fn(t)g(t)dt:/ falt)g dt+/ Fa(t)g(t) dt ——— 7g(0).

27) a) Comme f’ est continue sur le segment [a,b], il existe une suite (Qn)n>0 de polyndmes telle que @, converge
uniformément vers f’ sur [a,b]. On pose

Vn € N, Vz € [a,b], Pp( /Qn
Les P, sont des polyndmes et :

€ N, o infa, ], 1Pa(o) = £@)] < [ 1Q40) = £(O]0 < 0= a)IQ = Flla b 0

indépendant de =

donc P, converge uniformément vers f et P, = Q,, converge uniformément vers f’ sur [a, b].

b) 1l suffit de faire une preuve par récurrence sur k : on montré que le résultat était vrai pour k = 1. Si k > 2 et si on

suppose le résultat vrai au rang k — 1, on peut 'appliquer & f’ : il existe une suite (Q,)n>0 de polynémes telle que Qﬁf )
converge uniformément vers f0+1) sur [a,b] pour tout i € {0,...,k — 1}. La suite (P,) définie comme ci-dessus est alors
une suite de polyndémes telle que PT(Li) converge uniformément vers f() sur [a, b] pour tout i € {0,...,k}.
¢) On peut traduire le résultat précédent sous la forme : pour toute fonction f de classe C* sur [a,b] et pour tout & > 0,
il existe un polynéme P tel que :

Vie {0,1,....k}, ||PD — f@|| <e
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puisqu’il suffit de choisir pour P un terme P, de la suite obtenue a la question b avec n suffisamment grand. Si f est de
classe C*° sur [a, b], on peut donc, pour tout n € N, appliquer cette propriété avec k = n et ¢ = p—— : il existe une suite
n

(P,,) de polynomes telle que
VneN, Vie{0,1,... PO _ 0y < =
nEN, Vi€ (0,1}, 1B~ O < —

1

— des que n > 1.

et on a bien que pour tout i, P ~9U @ puisque ||P,(li) — [0 <
n—-+oo

d) On reprend le méme argument que précédemment, mais en faisant varier I'intervalle d’approximation en méme temps

que l'ordre des dérivations et le € : pour tout n € N, la fonction f étant de classe C™ sur l'intervalle [—n,n], il existe un

polynoéme P, tel que :

, A 1
Vie{0,1,...,n}, su PWO(z) — fO(z)| <
{ b (PP - @) < g

et la suite (P,) vérifie les hypothéses demandées : pour [a,b] C R et pour i € N, on a :

) ) 1
¥n > max(Jal, [bl.7), sup |[P{)(x) - fO(2)] <
a<z<b n—+1

donc P converge uniformément vers f() sur [a, b).

28) a) L’application T'(f) est bien définie et continue sur [0, 1]; Papplication T est trivialement linéaire et vérifie :

Vi€ E, T()llse <2 flloo

avec égalité pour la fonction 1 constante égale a 1. T" est donc continue de norme égale a 2.

b) Si A est une valeur propre de T, associée & un vecteur propre f, on a |A| || fllcc = |T(f)locc < 2||f|loo, done |A] < 2 (car
f est non nulle). Comme T'(1) =21, 2 est valeur propre donc la valeur 2 est optimale :

p(T)= sup |A[=2.
NESp(T)

¢) L’application S est continue sur |0, 1.

1 1
Les séries 7;2 m et ; m convergent normalement sur [0, 1], puisque :

1 1 1 1

Vn > 2, Ve e [0,1], 0 < < tvn>1, vVze|0,1], 0 — < —
"= z€[01] (x—n)?2 = (n—1)2 v z€[0.1] (x+mn)?2 ~ n?
+oo
1 1 1
(avec ———— et — termes généraux de séries convergentes). On en déduit que les applications o : = — Z —
(n—1)2 = n? — (z—n)?

+oo
1
et ay: T +—> E W sont définies et continues sur ]0, 1[. L’application « est donc définie et continue sur |0, 1], avec
T+n
n=1

1
a(z) = ay(z) + az(z) + — + 5- On a d’autre part, au voisinage de 0 :
x

(z -1
1 1 2
a(z) = —5 +a1(0) + az(0) + 1+ o(1) et f(z) = — + = +o(1)
donc o — 3 est prolongeable par continuité en 0. On a de méme, au voisinage de 1 :
1 w2
a(r) = s+ a1(l) +ax(l) + 1+ 0(1) et B(z) = B(1 —z) = S+ o(1)

(1—=x) (1—x) 3

donc o — 3 est également prolongeable par continuité en 1 : a — 8 se prolonge donc & [0, 1] en une fonction v € E. On a

ensuite : ) A A
x x +
va €0, 1, a(2)+a< 2 >_n§€:z(m—2n)2+zzz(m—2n+l)2_4a(x)'

ne
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On a d’autre part, toujours pour z €]0, 1] :
2

p(5) s (fg) = (s () v (575 ) = (07 (v5) oo () =y

On en déduit que T'(v)(x) = 4y(x) pour tout = €]0, 1], donc par continuité, que T(v) = 4 ; comme 4 n’est pas une valeur
propre de T', ceci impose v = 0. Nous avons donc démontré :

2 1
va €)0,1; sin?(rz) Z (x —n)?2’

29) a) Poura>1let z=a+iyc Cavecz >a,ona:

1

nZ

1 1
= — S —_—
n* na

donc la série qui définit ¢ converge normalement donc uniformément sur la partie A, = {z € C, Re(z) > a}. On en déduit
que ¢ est définie et continue sur A, pour tout a > 1 : elle est donc définie et continue sur A (pour tout z € A, il existe
a > 1 tel que z est un point intérieur a A,, donc ¢ est continue en z).

b) Pour z=z+iy € Bet NeN* ona:

N _ N N-1 N-1 1\2
(71)n ! Ap — Ap An 1 1 An (1 + *) -1
= =-A — Ay | — = ——M— )| = — A, ~—=nl
Z n? Z nZ o+ Nz + Z n? (7’L+ 1)2 Nz + Z (n+ 1)z
n=1 n=1 n=1 n=1 ,
=vn(2)
Ona:
AN e
* ¥ tend vers 0 quand N tend vers U'infini car > 0 et Ay € {0,1};

1 z
. (1 + n) — 1=+ 1= O(n(1+1/n)) = O(1/n) et donc :

Un(2) =4oo O (nzlﬂ)

On en déduit que la série ), -, vn(2) est absolument convergente, donc convergente.

+oo
Ceci prouve que n est définie sur B, avec 7(z) = Z vn(z) pour tout z € B.

n=1

Pour montrer que 7 est continue, on va affiner la preuve de la convergence en montrant que Z vy, convergence normalement
n>1

sur chaque partie B, g = {z € C, |z| < R et Re(z) > a} avec a > 0 et R > 0. Il faut pour cela majorer précisément,

pour z € B, g, le module de (1+1/n)* — 1, ce qui se fait en appliquant I'inégalité des accroissements finis & la fonction

o t— (1+1t)*. pest de classe C! sur [0,1/n] avec :

vt e [0,1/n], [¢' )] = |21+t =]|1+ )" ' < R(1+1/n)*!
On en déduit :

|An(p(1/n) — (0))]
(n+1)*

1 R(1+1/n)E~1
n (n+1)

Vz € Bor, Yn €N, |v,(2)| = < = oy,

oy, est indépendant de z et est le terme général d’une série convergente (équivalent a au voisinage de +oo, avec

na+1
a+1>1). On en déduit donc que la série ) -, v, est normalement, donc uniformément, convergente sur B, r. Comme

25



les fonctions v, sont continues, 1 est continue sur chaque B, g, donc sur B (une nouvelle fois, pour tout z € B, il existe
a>0et R >0 tel que z soit un point intérieur & B, g, donc n est continue en z).

¢) On a, pour z € A (on peut séparer la somme en deux car les deux séries convergent) :

R R T - | 2 X1 1
D DT R L TP ST Pl P DU
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Comme 7 est continue en 1 avec n(1) =1n(2) # 0, on a 7(z) ~,—1 In(2), ce qui donne :

In2 In2 1

112l 1—e-2l® 51,1

(=)

en utilisant que e* — 1 est équivalent & u quand u (complexe) tend vers 0.

30) a) Soit A =R\ Z~ (la suite (f,(2))nen n'est définie que pour z € A). Soit = € A et fixons ng € N tel que x > —ny.

Ona:
ng! ng+1 n 0

(I4+z)...(no+2) no+1+z "n+=z

=Qn

Vn > ng, fo(z) = -

Tous les termes de ce produit sont strictement positifs, on peut donc travailler sur §,, = In(a,) :
- x
Vn > ng, Bp =xlnn — Z ln(1+E)
k=ng+1
et on transforme 1’étude de cette suite en celle d’une série, puis on fait un développement asympotitique :

1
Yn > ng, Bn — Pn-1 =2z(lnn—In(n—1) —In (1+ f) =—zln (1 - > —In (1+ E) =z +0(1/n?)
n n n n o n
Ainsi, 8, — Bn—1 est le terme général d’une série absolument convergente, donc (f3,,) est convergente. Nous avons ainsi
montré que la suite (f,,) converge simplement sur A.

b) Soit x € A. On a :

nln®tl nx n!ntl nw
R R I Svape puy raruy g Sl Frarey B R ppy e prpes Sl prgrg g LG

et donc f(x + 1) = 2 f(x) en faisant tendre n vers l'infini.

¢) Les fonctions In of;, sont convexes sur |0, +o0[, puisque :

VneN, Ve >0, In(fn(z)) =In(n!)+zlnn — Z In(k + )
k=0

et les fonctions x — In(k 4 z) sont concaves. Par limite simple, on en déduit que Inof est également convexe.

d) Nous avons :

fn(@) ~ 1
VneN, Ve e A, =1 lnn—g
fn(x) =kt

1

=3

3

|
-~
(]
x| =
~—

|
8| =
+
bl
uM:
A~
E

|

N

+ |~
=
N~

I
B
8|~
+
™
=
x5
+&
oS
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Soit I un des intervalles constituant A (i.e. I =] —n —1,—n[ avec n € N ou I =]0,+0c0[) et a € I. La série E ﬁ
x
k>1

converge uniformément sur tout segment [a,b] C I. En effet, en fixant kg tel que kg > —a, on a :
|| max(|al, |b[)

= < i T. o). .
Wkt = khta) qui est un T.G.S.C

k(k+ )

Vk > ko, Vx € I,

converge

Ainsi, la série Z m
k>ko

également uniformément sur [a, b]. En posant :

x
converge normalement donc uniformément sur [a, b] et on en déduit que E )
x
k>1

1 - T
I >1, go(x) =9, — — E -
Ve el, Vn>1, gu(x) =7 $+k:1k(k p

+oo
1 T
la suite g, converge uniformément sur tout segment de I vers g: z+—— v——+ Z ———— (ga est la constante d’Euler).
T = k(k+ x)

g est continue et la convergence uniforme permet d’échanger intégration et somme infinie :

Vzel, In (ﬁi;) = : ;ig dt = :g(t) dt = G(z).

On a donc :
Vo eI, f(z) = f(a)e?™

et f est C sur I car G est C, avec f'(z) = f(a)e®® G (z) = f(z)g(x).

Ceci étant vérifié pour tout I, f est de classe C! sur A avec :
1 2 x
Y A, fl(x) = - — — .
re A, f() = () (7 293 k(“x))

Remarque : on peut démontrer que la fonction T' (sur ]0, +00[) est I'unique fonction vérifiant
e I'(1)=1;
o V>0, MNz+1) =al(x);
o z — In(I'(x)) est convexe sur |0, +oo].

nn!
Nous avons bien f(1) = lim =1 donc f coincide sur ]0, +oo[ avec la fonction I' étudiée en cours :

+oo (n 4 1)!

n®n!

“+o0
vz >0, T'(z) = “rhde =1 :
>0, ['(x) /O e toz(1+7)...(n+a)

31) a) Soit a > 0 et M = supg<, <, |[uo(z)|. On a :
Vo € [0,a], |ui(z)] < Mz

puis
T 2
Vz € [0,a], |ua(x)] §/ Mtdt:M%
0

et une récurrence immédiate donne : N

Vn e NVz € [0,a], |un(z)| < M%.
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On en déduit : "
Vn e N, Vo € [0,al], |u,(z)| < MCL' =a,
n!

ce qui prouve que la série de terme général u,, converge normalement, donc uniformément, sur [0, a], puisque «;,, est un
terme général de série convergente.

Comme les u,, sont continues sur R*, on en déduit que S est définie et continue sur chaque [0, a], donc sur R™.

b) Nous pouvons ensuite appliquer le théoréme de dérivation :
e pour tout n > 1, u, est de classe C! sur R™ avec u/, = u,_1;
e la série des u, converge simplement ;
e la série des u, converge uniformément sur tout segment [a,b] C R

donc S — up = 3272, est de classe C* sur R et (S —up)’ = 3.7 u/, = S. On en déduit que S — ug est solution de

Péquation différentielle ¢y = y + ug. La méthode de la variation de la constante prouve qu’il existe K € R tel que :
xr
(S —ug)(z) = Ke® + e$/ ug(t)e " dt
0
et K =0 car S —ug est nulle en 0. On a donc :

Vo >0, S(z) = ug(x) + e"”/ ug(t)e " dt.
0

x
¢) Supposons que ug ait une limite £ en +o0o. La fonction ¢ — e ug(t) est alors intégrable sur R* et / up(t)e~" dt tend
0

+oo
vers [ = / ug(t)e " dt quand z tend vers +oo. Si I # 0, S(z) tend vers £oo (selon le signe de I) quand z tend vers

0
+400. Sinon, on peut écrire :

/Oz wo(t)e=t dt = — /:OO wo(t)e=t dt = — /:m(z +e(®)etdt = —Le" + o(e™T)

d’apres le théoreme d’intégration des relations de comparaison :
e Si p(t) = o(¥(t)) au voisinage de 400,

e si i est positive et intégrable au voisinage de +oo,

+oo +oo
alors / ©(t) dt est négligeable devant ¥ (t) dt au voisinage de +o0.

x

On obtient ainsi :
S(z) = uo(x) + e*(—Lle™* + 0(e™ ")) —— 0.

r——+00

Nous avons donc démontré, quand ug a une limite en 400 :

+o0 sil>0

S(z) —— 0 silI=0
r—+00

-0 silI<0

+oo
ou [ :/ ug(t)etdt.
0

n
32) Pour z € R, la suite (2+2) décroit a partir d’un certain rang (dés que n > |z|) et tend vers 0, donc f(x) est
=TTt/ p>1

+oo n—1
-1
défini (théoréme spécial des séries alternées). On a f(0) = E (=1)

n=1

= In2 (série harmonique alternée).
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On a, pour x € R et t €]0,+o0] :

“+o0

cos(xt)  cos(xt) 1 .

1+et - et 1+et = § :COS(zt)(fl) € (n+1)¢
n=0

en utilisant la série géométrique de raison ¢ = e~* €10, 1[. Nous avons :

o u, : t—s cos(xt)(—1)"e~ ("D est continue sur I =]0, +ool;

- .y . cos(zt) )
e la série de terme général u,, converge simplement sur I et sa somme ¢t — T4 ot est continue sur [ ;
e

e comme (e*(”“)t) décroit vers 0, on peut appliquer le théoreme des séries alternées :
n>0

n

Z(_l)ke—(k-i-l)t

k=0

= | cos(zt)| <et

Z cos(xt)(—1)ke K+
k=0

<1
et la fonction t — e~! est continue et sommable sur I,

donc nous pouvons appliquer le théoréme de convergence dominée :

+oo t +oo +oo
Vo € R, / cos(xt) dt = Z/ cos(xt)(—1)"e” ("D ¢,
0 0’0

1+et

On a ensuite, pour n € N :

—+oo —+oo )
/ cos(zt)e” VAt = Re (/ etliz=(nt1) dt)
0 0

1 oo
— Re et(i;c—(n+1))
r—n—1 0

_ R 1 _ n+1
- € n+l—iz) n+1+a2

ce qui donne :

20 cos(wt)
R = .
Vz € R, /0 T+ dt = f(z)

Pour z > 0, on fait ensuite trois intégrations par parties en intégrant cos(xt) ou sin(zt) et en vérifiant les convergences

des formes indéterminées :

+oo +o0 s t
t 1 t
/ cos(xt) g4 - X / sin(x 262 dt
0 1+e x Jo (1+eb)
_ 1 N 1 20 cos(xt)et(1 — et) gt
422 2?2 J, (14¢€t)3

11 /+°° sin(xt)e! (€2 — de! + 1) &
42?23 ) (1+et)t

1
On en déduit que f(x) est équivalent & P voisinage de +o00, car
x

Ve >0, /+°° sin(zt)e! (2! — de! + 1) dt‘ < /+°° el |e?t — 4et + 1| &
0 0

(1+et)t (1+et)t
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1 1 1
donc f(z) — 2 +:OOO (1:3> =0 (1:2)

33) Soit € R\ Z~. Une décomposition en éléments simples donne :

G| “o(=DF 1
¥n e N -
ne ’kljom—kk 2 ln —k)la+ k

Nous pouvons donc introduire la famille (k'(n 7( k)')(x s ) e Pour k € N fixé, la famille (‘ F(n f k)')(x s D k<n
est sommable et sa somme vaut B
+o00 1 e

n; K(n—k)lz+ k| Kz + k|

Ce terme est ensuite le terme général d’une série convergente, puisqu’il est négligeable devant 1/k!. On en déduit que la
famille est sommable. Ceci prouve que f(x) est bien défini et que 1’on peut échanger 'ordre de sommation :

+oo n +o0 n +00 +o0
nz;)kl_lox—}—k sz' ':r—i—k sz'n— 'x—i—k Zk'

On peut ensuite appliquer le théoréme de dérivation de la somme d’une série de fonctions. Montrons que pour ng € N,

1
frgt T+ Z W) est de classe C* sur [—ng, +00].

(=n"
n!(z + n)
] —no, —no + 1[U ] —ng+1,—ng +2[U---U] — 1,0[U]0, +o0[, donc sur R \ Z~ puisque ng est quelconque.

(=n"
nl(xz +n)

Comme =z +—> Z est de classe O sur [—ng,+00[\Z~, nous aurons prouvé que f est de classe C*° sur

Posons A = [—ng, +00[ et, pour tout n > ng+ 1l et z € A, u,(x) = . Nous avons :

e chaque u,, est de classe C! sur I'intervalle A;

e la série E Uy, converge simplement sur A ;

n>ng
1
nl(z + n)?

converge normalement donc uniformément sur A.

1
< — qui est un terme général de série convergente : la série E ul,
nl

n>ng

e pourn>no+letxz €A, |u,(z) =

On en déduit que f,, est de classe C! sur A avec :

+oo _1\n+1
Va > —nyg, frllo(w): Z n('(z1)+n)2

n=no+1
On montre ensuite par une récurrence évidente que f,, est de classe C* pour tout k, avec :

+oo
-1 n+k!
Vk €N, Vo > —no, fF(x)= ) (=)"k

| k+1
e nl(z 4+ n)

en utilisant la domination

k! k!

k —
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Nous avons donc démontré que f est de classe C*° avec :
too (—1)"HFE!

vEEN, Ve €R\Z, fO() = Y o
n=0

34) a) Ona, pourx e Ret N e N:

sin(z/2)Sy (z me 2/2) sin(nz) Zcos n—1/2)z)—cos((n+1/2)z) = % (cos(z/2)—cos((N+1/2)z) = sin L : Dy

d’ou l'inégalité demandée.

b) Si & = 0 ou 2w, la convergence est évidente puisque o, (x) = 0 pour tout n. Pour & €]0,2x[, on a (transformation
d’Abel) :

2

-1

Sn—1(z)) = anSn(z) + (@n — ang1)Sn(x)

1

VA[EIN SN

HMZ

n

Comme Sy est bornée par

s

1
sin(z/2)’ on

o Vn>1, |(an — ant1)Sn(2)] < m (an, — an+1) qui est un terme général de série convergente (car (a,) converge).

On en déduit que o, (x) converge quand n tend vers l'infini : la série Z ay sin nz converge donc simplement sur [0, 27].

n>1

¢) On effectue une seconde transformation d’Abel :

N+M N+M-1

VYN, M € N, Vz €]0, 2|, Z apsinnx = an+pSnem (@) — an41Sn () + Z (an — apt1)Sn(x)

n=N+1 n=N+1

et en faisant tendre M vers +oo :
“+o00
VN e N, Vz €]0,27], Ry(x) = —an+15n(x) + Z (an — apy1)Sn().
n=N+1
On en déduit :
a 1 = aAN+1
VN €N, Yz €]0,2n], |Ry(2)] < —tL 7 (an = angr) <20

sinx/2  sinz/2 sin /2

n=N+1

=aN+41

On en déduit, pour a €10, :

aAN+1
N 2T — <2 .
VN €N, Vz € [a,27 — a], |Ry(z)| < sina)2

Ce majorant est indépendant de z et tend vers 0 quand NN tend vers 'infini : il y a bien convergence uniforme sur [a, 27 —aj.
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d) Soit z €]0,7], N > N, et M e N*. On a :

N+M
|[Rn(z)| = |< Z ansinn:c>+RN+M(a:)

n=N+1
N+M
< Y Ja] [sinna] + Ry (@)
n=N-+1
<& <nz <2ONfM4L
=" Sinaz/2
2
< M&I—FM
sinx/2
< Mez+ 2me inu > 2 € [0,7/2] ité de la fonction si
e+ sinu > =u pour u T ar concavité de la fonction sinus
= (N+ M+ Dz S TP

IN

2T
M =
( x+Mx)E

Il faut maintenant trouver un majorant indépendant de x, pour assurer la convergence uniforme. Comme nous avons
trouvé un majorant qui dépend de M, il est naturel de chercher la valeur de M pour laquelle le majorant est le plus petit

2 2
possible. La fonction M — M z + M—W atteint son minimum, sur ]0, +o00[, en My = VAT posant M = [My], on a
x x

V2
MEN,MZletM—1<—7T§M,cequidonne
x

1
Mat<at+x/27r§7r+\/27retM—§

x

¥~
3

Ainsi, nous avons :

2 2
VN > N., Vz €]0,7], |Rn(2)] < (Ma:—i— .Mﬂ-:r) e < (7T+\/27T—|—\/%) €= (m+2V2n)e.

Comme Ry (27 — z) = Ry(z) et Ry(0) = Ry (27) = 0, nous avons démontré :
Ve >0, AN. € N, YN > N, Vz € [0,27], |Ry(x)| < (m+2V2m)e

ce qui traduit que la série converge uniformément sur [0, 27] (et donc également sur R par périodicité).

2n
e) Comme R, (x) converge uniformément vers 0, il en est de méme de (R,, — Ra,)(x) = Z a, sin kx. L’idée est de choisir
k=n-+1

x tel que les sin kx de cette somme soient tous minoré par une méme constante non nulle. Par exemple, avec x,, = —, on

3n

2 3
a— <kx,< g, et donc sin kz,, > g, pour tout k € [n + 1,2n]. On en déduit, en utilisant la décroissante de (a,,) :

T
3
V3

2n
3
sup ‘(Rn - R2n)(x)| Z (Rn - R2n)($n) Z f Z Qg Z nagn 2 0
z€[0,27] 2 k=n+1 2

ce qui prouve que 2nasg, tend vers 0 quand n tend vers l'infini. On a ensuite 0 < (2n 4+ 1)ag,t+1 < (2n + 1)asg,, donc
(2n + 1)ag,+1 tend également vers 0 quand n tend vers l'infini : nous avons prouvé que a,, est négligeable devant 1/n au
voisinage de 'infini.

35) Soit a > 0 et notons f: (z,t) — 2% Nous avons :

Py

e pour tout z > a, t — f(x,t) est continue sur |0, 4+o00[;

e pour tout ¢ > 0, z — f(z,t) est continue sur [a, +00[;
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|sint|
eat _ -

e pour tout ¢ > 0 et pour tout = > a, |f(x,t)| < ©(t) ; Papplication ¢ est continue sur |0, +o00[ avec

— ¢(t) tend vers % quand ¢ tend vers 07, donc ¢ est intégrable au voisinage de 0;
— p(t) = O(e~*") au voisinage de +o00, avec a > 0, donc ¢ est intégrable au voisinage de +oo.

On en déduit que F' est définie et continue sur chaque [a, +oo[, donc sur |0, +oo].

Pour z > 0 et ¢ > 0, on peut ensuite écrire 2L = sin te~** S8 emmet puisque e € [0,1[. On a donc :

400 +0
Vo >0, F(z) = / Z (sinte™""*) dt.
0 n=1

Ona:
e pour tout n > 1, fi, : t+— Y, _; (sinte ) est continue sur ]0, +ool;

e la suite f, converge simplement sur |0, +oo[ vers f: t — eiitn_tl qui est continue sur |0, 4o00[;

o Vi >0, |fu(t)] <|f(t)] et |f] est continue et intégrable sur |0, +oo].

donc on peut appliquer le théoreme de convergence dominée et échanger intégrale et somme :

+00 400 +oo —naxt ; +oo too
B b e (cost + nasint) B 1
Ve >0, Py = Y [ smee a3 |t oy
n=1 1

n=1

36) a) Si une suite (P,),>0 de polyndémes converge uniformément sur R vers une application f, il existe un rang ng tel
que
Vn Z no, ||f - PnHoo S 1

et donc
Yn > ng, [|[Pn — Prglloo < 2.

Ainsi, pour n > ng, le polynéme P, — P, est borné donc constant. On peut donc écrire P, = P,, + C,, avec C,, € R.

Comme P, (0) tend vers f(0) quand n tend vers Uinfini, on en déduit que C,, a une limite C' quand n tend vers U'infini, ce
qui donne f = P,, + C et f est un polynome.

Les seules fonctions de R dans R qui sont limites uniformes sur R d’une suite de polyndmes sont dons les polynémes (la
condition est trivialement suffisante).

b) Si f est limite uniforme sur tout segment d'une suite de polynomes, f est C° sur tout segment, donc sur R.

Réciproquement, supposons que f est continue. Pour tout n € N* on peut appliquer le théoréeme d’approximation de
Weierstrass a f sur le segment [—n,n] : il existe un polyndéme P, tel que sup |f(z) — P,(x)| < 1/n.
|lz|<n

La suite (P, ),>1 est une suite de polynéme qui converge uniformément vers f sur tout segment [a, b] puisque :

Vn > max(|al, |b]), sup |f(z) — P.(2)] < sup |f(z)— Pu(z)| < 1 — 0.
<z<b

a —n<z<n n  n—+oo

37) a) On reconnait une somme de Riemann :

—+o0
1 —kt .
b)Pourt>O,et_1:’;e . On a donc :

—+oo +oo
I, = / Z sin(nt) ekt dt.
0 k=1

On peut appliquer le théoréme de convergence dominée :
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K
pour tout K € N*, S : t+— Zsin(nt) e~™ est continue sur I =0, 4-00[;
k=1

sin(nt)
et—1"

e Si converge simplement sur I vers 'application continue ¢t —

efkt — |Sln(nt)| _ (P(t) :

—+o0
* < .
VK € N, Vte I, |Sk(t)| <D |sin(nt)] "

k=1

e ¢ est continue et sommable sur I (car ¢(t) = O(e™!) au voisinage de +0o et ¢(t) a une limite finie n quand ¢ tend
vers 0).

ce qui permet d’échanger intégrale et somme :

T rtoo ” oo elin—k)t 71 = 4
I, = in(nt) e Ftdt =S Im| | -y
;/0 sin(nt) e kzﬂ m [(in—k)h Zk2+n2

k=1

n
N . . n m . . . , .
D’apres la premiere question, E Pz tend vers 1 quand n tend vers 'infini ; 'autre partie de la somme s’étudie par
n
k=1
comparaison a une intégrale (la fonction ¢ — >3t est décroissante sur [n, 400 :

™ 1 too ¢ = n teo g T
— — Arct 14— = ——dt < — < " ¢t ==
1 rc an( + n) /n+1 2 1 n2 _k7n+1 k2 + n2 —/n 12 £ n2 4

o , . i c 9z e .
Nous avons ainsi montré que I,, convergeait vers 5 ce qui s’écrit aussi I, ~

¢) Nous avons ensuite, en posant u = nt :

I /+°° sinw /+°° sin(nt) da
0 0

U t
donc :
Feo 1 1
I,—1I= sin(nt) | — —— | dt
0 e — 1 t
—_———
=9 (t)

1
L’application 1 est de classe C* sur |0, +oo[ et 1'(t) tend vers 2 quand ¢ tend vers 0 car

t 1 t71272t
Wt):‘(ete_il)ﬁ?z (-1 ¢

et (ef —1)2 —t2et = (t +12/2+t3/6 + o(t3))? — t2(1 +t + 12/2 + o(t?)) = t1/12 + o(t*).

Le théoréme de prolongement C! prouve donc que ¥ admet un prolongement de classe C! sur [0, +oo[. L’expression de
¥’ montre qu’elle est sommable sur [0, +oo[ (car ¢/ (t) est équivalent & 1/t? au voisinage de +o00). On peut donc faire une
intégration par parties (les formes indéterminées sont bien convergentes) :

+o0 too
¢(t)] + l/0 cos(nt)y’(t)dt = %w(o) + 1/O cos(nt)y’(t) dt

n n

_ cos(nt)

In—I:{
n

et cette quantité tend vers 0 quand n tend vers 'infini, puisque

+oo s
/ S i g, = T
0 2

t n—-+oo

—+oo +oo
/ cos(nt)y’ (t) dt‘ < / |4 (t)| dt. Nous avons donc
0 0

prouvé que
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38) On peut écrire :

A B A B 1
exp| — | exp|— | = In++01p>(ln++olp>:]n+A—i—B—i—Ep
(I’) <1)> ( p ( / ) p ( / ) p ( ( ”
ou £(p) est une matrice qui tend vers 0 quand p tend vers Uinfini.

Comme les matrices I,, et % (A + B+ ¢(p)) commutent, on peut utiliser la formule du bindme :

(@) () - Q) prwrm S

k=0 k=0

=uy(p)

en posant ug(p) = 0 si k > p. Il reste & montrer que 'on peut échanger la somme infinie et la limite quand p tend vers
Pinfini :

e la suite (A + B+ (p))p>1 est convergente, donc bornée par une constante K :
Vp= 1 [A+B+e@p)| <K
ol || || est une norme d’algébre quelconque sur M, (C). On en déduit :

p—k+1) K* < K*
pk KT K

—1
Wp e N, Wk < p, ue(p)]| < (’;) ke = P21

<1

et cette inégalité est également vérifiée pour k£ > p. On en déduit que la série ), ., ux(p) converge normalement,
donc uniformément, sur N*, puisque oy, est le terme général d’une série convergente.

e pour tout k € N, on a pour p > k :

pip—1)...(p—k+1)(A+ B +¢e(p)k (A+ B)*
pk k! p—+00 k! .

ug(p) =

Le théoréme de la double limite s’applique donc :

o 2) 0 () e 44 oot

k=0

39) a) On utilise la fonction integrate du module scipy et le calcul de S,, se fait sans aucun probléme :

import numpy as np
import scipy.integrate as integr

def £(x):
return(np.exp(-x)*(np.log(x))**2)

X,e = integr.quad(f, O, np.inf)

def S(n):
a=20
for i in range(1,n+2):
a+= 1/i
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a = (np.log(n))**2 - 2 * np.log(n) * a
for i in range(1,n+2):
for j in range(i,n+2):

a += 2/(ixj)
return(a)

On obtient :

>>> x

1.9781119906490818

>>> S(100)

1.9856741944760607

>>> S(500)

1.9795852481082543
>>> S(1000)
1.9788461327606404
>>> S(5000)
1.9782584199936379

On peut donc conjecturer que S,, converge (lentement) vers I quand n tend vers I'infini.

b) C’est une question de cours : T" est de classe C°° sur ]0, +00o[ et on peut dériver sous le signe intégral. En particulier :
+oo
Vo >0, I(z) = / e~ In? v dt
0
et T(1) = 1.

¢) Pour appliquer le théoréme de convergence dominée,nous posons :

(1—t) In? ¢ si0<t<n

Vn € N*, Vt €]0, +oo|, fn(t) = n

0 sinon

e chaque fonction f,, est continue par morceaux sur J =]0, +o00[;

n

t
e pour ¢t € I, f,(t) est égal a (1 — =] In®t dés que n > t, qui converge vers et In*t = f(t) quand n tend vers
n

Pinfini : la suite (f,,) converge donc simplement vers la fonction f sur J;
e f est continue, donc continue par morceaux sur J ;

e la fonction In est convexe sur |0, +oo[; on en déduit que In(1 + z) < z pour tout z €] — 1,4o00[ (le graphe de la
fonction In est “sous” sa tangente au point d’abscisse 1). Nous avons donc :

VYn € N*, vVt €]0,n], In <1t> < _t
n n

et donc (n et In?t sont positifs et la fonction exp est croissante) :
Vn e N*, Yt €]0,n], fu(t) =m0 12 < o=t %t = f(1).

Cette inégalité est également valable pour ¢t > n et la fonction f est sommable sur J (propriété qui est déja utilisée
dans la preuve de existence de I').
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+o0 oo
Le théoréme de convergence dominée s’applique : / fn(t)dt converge vers / f(t)dt, soit
0 0

n t n
/ (1—) In?tdt —— I.
0 n n—-+4oo

d) En posant ¢ = ns, nous obtenons pour n > 1 :

n ¢ n 1
/ <1—) ln2tdt=n/ (1—5)"(lnn+ln8)2 ds
0 n 0

1
n+1

1
ce qui donne le résultat demandé, en remarquant que / (I1-s)"ds=
0

Posons :

= ij
1<i<j<n+1

1
Cn = —n/(lfs)” Insds
0

1

d, = n / (1—s5)" In*sds

2 Jo
9 nin’n .
On a donc S, = In“n — 2a, Inn + 2b,, et I, e 2¢, Inn + 2d,,. En calculant les premiers termes de ces quatre
suites, on devine que ’'on a :
+1 1
Vn € N*, an:n cnetbn:n+ d,.
n
Une fois ces relations démontrées, on aura :
Sp=— I, ——1

n+1 n—+o00
et le résultat conjecturé a la question a) sera démontré.

Pour la premiere relation, nous avons :

n+1 ! LN gtk
n = — 1 t" In(1 —¢)dt = 1 dt
o=t [ m-) <”+>[;<23k

k=1
400 uk
en utilisant le développement In(1 4+ u) = Z(—l)k?, valable sur | — 1,1[. On peut ensuite appliquer le théoréme de
k=1

sommation terme a terme :

thrk
e chaque fonction ug : t +—

est continue sur 0, 1] ;

e la série de terme général u; converge simplement et sa somme est continue sur 0, 1] ;

1
° ug(t)|dt = —————— est le terme général d’une série convergente.
ol = s : 5

On en déduit, en utilisant le caractere téléscopique de la somme :

n+1 1

n+1 too o1 n+k:+1 too 001
1 Ny — - .
n nt Z/ =+ )kZ(n—HH—l kgk n—l—k—l—l k-
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On procede de la méme fagon pour la seconde identité : par produit de Cauchy, on a

+oo /k—1 1
vt € [0,1], 1n2(1t)z< i(k_i)>tk
k 1 9 k1
Z< S

“+oc0 k— 11
VEe[0,1], m*(1—t) =) ( Z)

On a ensuite

>
|
—

@
I
L
.
/‘\
w\»—‘

d’ou

NN

k=2 i=1

En montrant comme ci-dessus que I'on peut échanger intégrale et somme, on a :

“+o00 k—1
n+1 n+1 2 1 1
dy = A
n 2 ;<k1—211> n+k+1

Comme on somme une famille de termes positifs, on peut échanger les deux sommes :

n—|—1 1+°O =1
n (n+1) 3 3 an+k+1 Z Z( ntk+1

i=1 k=i+1 i=1 k=i+1

Nous devons donc démontrer :

+oo n+1+1 1
Vn > 1, E E - = g —
)
i=1 k= 7,+1 1<i<j<nt1
ce qui s’écrit encore, en posant H,, = E T :
k=1
“+oo n+1

anl’an:ZM _Z

i=1

On a
+001

= X1 7
al:z;( z+2_ ] Z ’L+2 ZWZZ:bl

i=1 i=1

en remarquant que les deux séries sont téléscopiques (décomposition en éléments simples). On a d’autre part, pour tout
n>1:

H 2
by nt
n+2’

b bn+1 -

+oo +oo 1 1

+oo
1 1 1 Hypo
n — Op = = (Hpts —Hypio1) = . - = T . =
* Gn @ ;z( s +i-1) ;z(n—i—z—i—Q) n+2;<z n—|—2—|—2) n+2

donc «,, = b, pour tout n et la conjecture est démontrée : S,, converge vers I quand n tend vers l'infini.

(="
N

40) a) Notons u, : & +—> Nous pouvons appliquer le théoreme de dérivation :

( 1)n+1

e les u, sont de classe C! sur ]0, +oo[, avec u/, : x — rr ey

o la série ano uy, converge simplement sur |0, +o00[ (théoréme spécial des séries alternées : NoE: décroit vers 0) ;
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e pour tout [a,b] C]0,+oo[, on a :

1 1
/ —
donc la série ., u;, converge normalement, donc uniformément, sur [a, b].
On en déduit que f est définie et de classe C'* sur 0, +o0[, avec :
—+oo
_1)n+1
Ve s 0, fla)=3Y DT

+oo
b) L’application g : = +— Z un () est de classe C'! sur | — 1, +o00[ (méme preuve que pour le a), donc au voisinage de 0 :

n=1

f() = 5 +g(@) = = +(0) +o(1)

8=

0

Commengcons par calculer un équivalent de f(2N) (pour N € N*) au voisinage de l'infini. On a, en groupant les termes
deux par deux :

RSN RV A S S
N)‘nzwm‘qz]v(m )

C 1 ! L[ (142 o %_ e théoreme d tion des relations d i
Jagnant — = — -_— ~ —0, 1€ eoreme de sommation des relations de comparalison
N RN T E S RN 2% 832’ P

(les termes généraux considérés sont positifs) donne :

f(2N) ~ ﬁio 1 \f/m : v2

_—~ = dt == .
+oo 8 = q3/2 +o0 N 3/2 4\/N

Pour z > 2, on peut ensuite fixer N € N* tel que 2N < x < 2(N + 1). Le théoréme des accroissements finis assure
Pexistence de y € [2N, z] tel que f(x) — f(2N) = (z — 2N) f'(y). Le théoréme spécial des séries alternées donne :

X ()t 1 1 1
(@ = 2N)f'(y)| = (z — 2N) WZ%MWW yg/gsx3/2=o<ﬁ)

et donc f(z) = f(2N)+ (2N —2)f'(y) = 4:/[% +o <\/1N) +o0 (1) ~ i.

Exercices X-ENS

41) a) Il est classique que ¢ est de classe C* sur R. Pour a,b € R tels que a < b, I'application ¢, :  — p(x—a)p(b—x)
est alors de classe C™ sur R avec ¢ nulle sur R\]a,b[ et 0 < ¢ < 1 sur ]a,b[. La fonction 9,5 : = +— / ©ab(t),dt

— 00
est alors de classe C°° sur R, nulle sur | — o0, a], strictement croissante sur [a, b] et constante sur [b, +o0o[. En la divisant
par 14,(b), on obtient une fonction 6,5 qui est de classe C* sur R, nulle sur | — oo, al, strictement croissante sur [a, b] et
égale & 1 sur [b, +00].

La fonction 6 : 2+ 015 1(x) + 01 /2,1 (—x) vérifie alors les conditions demandées.

b) Nous allons définir une suite (k,) telle que 'on puisse appliquer le théoréme de dérivation sous le signe . a tout ordre

N 4 . Qn N .
a la série de fonction )~ - un, avec u, : x +— — 0(k x)z". Pour cela, nous allons demander & avoir convergence normale
= n!
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(m)

(donc uniforme) sur R des séries de termes généraux u, ~ pour tout m € N. Nous avons?! :

1
vm eN, Yz e R, Yn>m, u™(z) = ] gn(knx)

oll nous avons posé g, : & — ayd(x)z™ pour tout n € N (chaque fonction g, est C* sur R et nulle en dehors de [—1,1] :
les dérivées successives de g, sont donc toutes bornées) ; cela donne :

(m)

km n o0
¥m €N, ¥n >m, Vo €R, |uf™ (z)] = |2 é’"%knx)‘ < ”g,k—_"m
n T N:Kn

i nous im 1 > nou urrons minorer k7'~ r ui explique qu n ait im § voir n m), i
Si nous osons k, > 1, nous pourrons orer k'™ par ky (ce explique que l'on ait osé d’avo > , il

suffira ensuite de majorer k,, par || gﬁlm)HoO pour obtenir une majoration de ||u£lm)||OO par 1/n!, terme général d’une série

convergente. Comme la majoration doit fonctionner avec n > m, il suffit donc de poser :

ko =1 et Vn € N*, ky = max(L, |95 oo, 95 llscs - -+ 1195 lloc)
et nous aurons )
Vm eN, Vn>m, [ul" ] < —
n!

Cela prouve que pour tout m, la série E u;m> converge normalement donc uniformément sur R, et donc que g u;’m
n>m n>0
converge également uniformément sur R pour tout m. Le théoréme de dérivation s’applique (avec une récurrence évidente)

+oo
et f est de classe C™ sur R avec f(™) = Z u%m) pour tout m € N.

n=0

a an, sin=m
\ m . . n .. 7 . m n
Il reste a remarquer u% ) coincide avec z — —'x” sur un voisinage de 0 : on en déduit que u; )(0) = { ,

n! 0  sinon
ce qui donne :

+oo
VmeN, f0) = ul™(0) = an.
n=0

42) a) Les fonctions sommées sont continues sur R et il y a convergence normale :
3\" 3\"
VneN, VreR, 0< <4) g(4"x) < (4)

n sz ;. 4, . .
avec (%) terme général d’une série convergente. f est donc définie et continue sur R.

Voici les graphes sur [—2, 2] des sommes partielles Sy, S7 et So (superposées a gauche) et Ss (a droite).

1. Merci & mon éleve Matéo Leccia d’avoir pensé & introduire les fonctions gn, qui évitent une preuve un peu plus technique utilisant la
formule de Leibniz.
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b) Pour e > 0, il existe alors > 0 tel que :

Vh e R*, |h|<n= F'(z) —e <

Pour I,k telsque 0 < h<net0<k<mn,ona:

F(z+h) — F(x)

fl(x)—e< A <=F'(z)+eet F'(z)—e< ~Z < F'(z)+e
Comme
F(ac—&-h)—F(ac—k:)_F(:lc—i—h)—F(;zc)>< h +F(x—k)—F(m)>< k
h+k - h h+k —k h+k
h . ) . .
avec N et Tk positifs de somme égale & 1, on obtient
F(x+h)—F(x—k)
F'(z) — F’
(r) —e< Wk < F'(x)+e

F(z+h)— F(z — k)
h+k

c) Les séries qui définissent f(a,) et f(b,) sont des sommes finies, car g(4*a,) = g(4*b,) = 0 pour k > n. Nous pouvons
donc écrire, en notant k, = E(4"x) :

ce qui prouve que tend vers F'(x) quand (h, k) tend vers (07,07).

n—1 k
T, = M — 4" Z (3> (g(4kbn) - g(4kan)) +3" (9(kn +1) — g(ks)) -

b, — an = 4

=R,

Nous allons montrer que 7;, tend, en valeur absolue, vers +o0o. L’idée est que dernier terme de la somme va dominer R,
(on utilise que g est 1-lipschitzienne) :

n—1 k
"y (3) Gt - gtata)

n—1 3 k n—1 3n_q
<4nz<4) 4M(bn —an) = Y 3" ==
k=0 k=0

On a donc :

-1 3"+1
e sik,estpair, ,=3"+R,>3"— — = .

2 Y
3" -1 3"+1
e si k, est impair, T, = -3"+ R, < -3"+ 5=~ 2+ .
hy) — —kn,
On en déduit que |T5,] —+> 400, ce qui prouve que g n’est pas dérivable en x, car T, = flz+ h) T £(;v ) avec
n—-+0o0 n n

h, =b, —z et k, = x — a, qui tendent vers 0 par valeurs supérieures.

43) a) Par le théoréme d’approximation de Welerstrass, on sait qu'’il existe une suite (Q,)n>0 de polynémes qui converge
uniformément vers f. La suite de polynémes (P,,) = (Q, — Q»(0)) converge alors uniformément vers f (car Q,(0) tend
vers f(0) = 0) et on a bien P,(0) = 0 pour tout n.

b) Soit f € F; l'application g : = — f(—Inx) est continue sur |0, 1] et tend vers 0 en 0 : on peut donc la prolonger
par continuité & [0, 1]. Comme ¢(0) = 0, il existe une suite (P,),>0 de polyndmes qui converge uniformément vers g. En
posant Q,,(t) = P,(e”") pour tout t > 0, on a :

sup [Qn(t) — f(t)] = sup [Pn(z) —g(z)] ———0
t>0 x€]0,1] n—+oo

donc (@) converge uniformément vers f et les Q,, sont bien des éléments de Q.

41



¢) L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction exponentielle entre 0 et —z donne :

too k n k n+1
+ (—1) Bl _ | -2 _ (=" 4 <
Ve € RT, Z e kz®| = |e Zik T Si(n—i—l)!

k=n+1 k=0

et donc
xn-{—l Y

Ve € R, |fn(z)] < me = pn(x)

©n est dérivable et ' (z) = e * (Tl)' (n+1—2) : ¢, atteint donc son maximum quand = n + 1, ce qui donne, avec
n !

I’équivalent de Stirling :
(nt+D)" 1
su n(@)| <ppn+1)= e " ~ _
sup o @)] < ol +1) = S ——

donc f,, converge uniformément vers 0 sur [0, +00.

0

i) Q étant dense dans F, il suffit de montrer que @ C P pour montrer que P est également dense dans F'. D’autre part,
P est un sous-espace vectoriel de F' (car P en est un), donc il suffit de démontrer que ¢,, € P pour tout n > 1. Montrons
donc par récurrence sur n > 1 la propriété :

Ve >0, 3P € R[X], 3f € F, ¢, = Pp1 + [ avec | flloo < e.

e ¢ € P, donc la propriété est vérifiée au rang n = 1.

n

—_1)k

e D’apres le ¢), (Z ( k') ack) e~ ? converge uniformément vers o, donc la propriété est vérifiée au rang n = 2.
k=0 ’

e Soit n > 3 tel que la propriété est vérifiée au rang n — 1. Pour € > 0 et & > 0, il existe donc deux polynémes P et
Q@ et deux éléments f et g de F tels que :

pn-1=Pp1+f avec |flleo <e (%)

w2 =Qp1+g  avec [|gllc <€ (%)
On a alors :
©n = @n_191 = (Pp1+ flo1 = Poa + fo1 = P(Qe1 + 9) + fo1 = PQei +Pg + for
eP

mais cela ne suffit pas pour conclure car P n’étant pas borné, on n’a aucun renseignement sur ||Pgl||-. La preuve
va étre un peu plus subtile. On commence par écrire (xx) en nz/2 :

20 0= = (5) =0 (5 w0 (5) -0 (B or o ()

puis on utilise (x) en x/2 :

we) = (%) [P (3 (3) 45 () etern |+ (%)

(@)

—o1 (z

- o(5) P(g) () () o)
R(z) =h(@)

—x/2 /

nw
La fonction z — Q (— ) e est bornée par une constante M (qui dépend de @, donc de ¢); en choisissant e

tel que Me’ <e, on a |||l < 2¢, ce qui donne :
wn = Ryp1 + h avec R € R[X] et [|h]loo < 2¢

La propriété est ainsi démontrée au rang n.
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44) Soit f une solution. Pour a €]0,1[, f est continue sur [0,a] donc y est bornée et atteint ses bornes : ils existent
b1,b2 € [0,a] tels que f(b1) < f(x) < f(bz) pour tout = € [0,a]. Comme b} € [0, a] pour tout n, on en déduit

+oo +o0o
f(b1) f(b1)
fb1) = ; o 2 ; i = f00).
Ainsi, les inégalités f(;}) > fg:ll) sont toutes des égalités, ce qui donne :

vn €N, f(b7) = f(b1)

soit, en passant a la limite quand n tend vers linfini, f(0) = f(b1) (car 0 < b3 < a < 1); de méme, on montre que
f£(0) = f(b2), ce qui prouve que f est constante sur [0, a], pour tout a € [0,1[; comme f est continue en 1, on a que f est
constante sur [0, 1].

Réciproquement, les constantes sont solutions du probléeme.

45) La difficulté de cette question est qu’il ne faut utiliser ni la continuité des f,, ni la compacité de K pour montrer que
f est continue!

Remarquons que 'hypothése entraine la convergence simple de (f,,) vers f (on peut choisir une suite (z,,),>0 constante).

Supposons par labsurde qu’il existe z € K telle que f soit discontinue en z. Il existe donc € > 0 et (z,,)n>n € K N tels
que :
Ty —— x et Vn e N, |f(z,) — f(z)| > €.
n—-+o0o

Par convergence simple, on a fx(xo) = f(xo) donc on peut choisir ¢(0) € N tel que :
— 400

| fo(0) (o) — f(w0)| < %

On a ensuite fj(x1) ﬁ f(z1) donc on peut choisir une entier ¢(1) > ¢(0) tel que :
— T 00

|fo) (1) — f(z1)| <

[NCRNO)

Par itération, on construit ainsi une extractrice ¢ : N — N telle que :

€
VE €N, |fou (zk) — flar)| < 3
Comme |f(xy) — f(x)| > € pour tout k, on en déduit :
5
Vk €N, | fowm(zr) — f(z)| > 3

La derniére astuce consiste a remplacer (xy)r>0 par une nouvelle suite; on définit la suite (y,,)nen en posant :

z, s'il existe un p (unique) tel que n = ¢(p);

xr  sinon.

vn € N, yn:{

(Yn) est une suite d’élément de K qui converge vers z, donc f,(y,) converge vers f(x) : c’est absurde car fi, ) (Yp(r)) =
Jo(r)(xx) ne tend pas vers f(z) quand k tend vers I'infini.

Nous avons ainsi démontré que f était continue.

Pour montrer que la convergence de f,, vers f est uniforme, procédons une nouvelle fois par I’absurde ; supposons qu’il

existe € > 0 tel que
VN eN, 3z € K, 3m > N, |fm(x) — f(z)| > &.

On peut donc construire une extractrice ¢ : N — N et une suite (x,,)n,>0 € KN telles que

Vn €N, |ftp(n)(xn) = fzn)| > &
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La construction se fait par récurrence : on choisit N = 0 pour construire (zg,¢(0)), puis, en supposant ¢(0),...,p(n)
construits, on obtient (z,41,(n + 1)) avec N = p(n) + 1. La suite (2, )nen étant une suite du compact K, il existe une
extractrice ¢ et un ¢lément z de K tel que wy ) converge vers x. Nous avons alors :

Vn €N, |fown) (@pm) — f(@pm)] = € (%)

On utilise la méme méthode que dans la preuve précédente : on définit

T g’il existe un p (unique) tel que n = ;
e, g — { vy S p (unique) tel q e(1(p))
T sinon.

La suite (yn)n>0 converge vers x; on en déduit que f,,(y,) converge vers f(x) et en utilisant la continuité de f en x :

| fow) @y)) = F(@pm)] = [fpowm) Wpow) = f(@pp)| ——— |f(@) = f(z)| =0

p—+oo

ce qui contredit (x).

46) a) Ce résultat se prouve par densité (pour || ||s) en se ramenant & des fonctions simples. On peut donner deux
preuves :

e on commence par prouver le résultat pour g de classe C! (preuve classique par IPP); si g est continue, on approxime
g par une fonction de classe O, par exemple grace au théoréme de Weierstrass. Pour € > 0, il existe P € C[X] tel
que |g(t) — P(t)| < e pour tout t € [a,b]. Comme P est de classe C?, il existe A tel que :

b
YA > A, / P(t)sin(At) dt| < e

On a alors, pour A > A :

b

b
(g(t) — P(t))sin(\t) dt + / P(t)sin(At) dt

/ lg(t) (t)|dt +

< (b—a+1)e

b
/ g(t) sin(At) dt

IN

/b P(t) sin(At) dt

b

ce qui prouve que / g(t) sin(At) dt tend vers 0 quand X tend vers +o0.

a
Il reste ensuite & généraliser au cas ol g n’est que continue par morceaux : il existe une subdivision (ay, . ..,ax) de
[a,b] et des applications go, ..., gr—1 continues respectivement sur [ag, a1], ..., [ag—1, ax] telles que chaque g; coincide
avec g sur |a;, a;+1[. On a alors :

i1 Ai41
Vie{0,...,k—1}, / g(t) sin(At) dt = / gi(t) sin(A\t)dt ——— 0
a; a A—+oo

i

et donc

b k—1 @it1
/ g(t) sin(At) dt = Z/ g(t) sin(At) dt N 0.
a i—0 Jai Ao
e en théorie de la mesure, on utilise plutét une approximation de g par des fonctions en escaliers ; on démontre d’abord
le résultat pour h : [a,b] — C en escalier (preuve immédiate), puis on utilise le théoréme d’approximation uniforme
des fonctions continues par morceaux : si g est continue par morceaux sur [a,b] et si ¢ > 0, il existe h en escalier
telle que ||g — hljoo < &. On termine ensuite comme dans la premiére preuve; il existe A tel que :

b
YA > A, / h(t)sin(At)dt| <e
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On a alors, pour A > A :

/b g(t)sin(At)dt| < (b—a—+ 1)e

b) On a :

n

Sn(x): / Z ek@=t) gt = —/ (x —s) Z e ds

k=—n k=—n

en posant s = x — t et en utilisant la 2w-périodicité. Le calcul est ensuite classique :

.S iks
sin 5 Ze = sm( )+2251n( )cos ks)
.S . 1 . 1
= sm2+Zsm((kz+2>s>—81n(<k—2>s>
k=1
s . 1 . 1 s .
= sing + sin ((n + 2) s) — sin ((1 - 2) s) (somme téléscopique)
= sin{(n+5)s

Nous avons donc la forme demandée, avec D,,(s) =

sin ((nJr %) 5) .

27 sin(s/2)

¢) En appliquant le résultat précédent & la fonction g constante égale a 1, pour laquelle ¢y = 1 et ¢ = 0 pour k # 0, nous
avons :

—T

et le résultat demandé est une conséquence de la parité de D,,.

1
d) Nous devons démontrer que fi)ﬂ g(xz — s)D,,(s) ds converge vers 3 f(xz™) quand n tend vers I'infini, 1’étude de I’autre

partie de l'intégrale étant symétrique. Ce résultat est une conséquence directe de la question a :

0 1 0
| sta-9pueds =556 = [ (oo -9 - 9) Dulo)s

—T —T

I L R P pr—

—T

gz —s5) —g(a™)
sin(s/2)
gz —s) —g(=")

car I’application s — est continue par morceaux sur [—m,0[ et admet une limite en 0. En effet, g est

de classe C'! par morceaux, donc a une limite quand s tend vers 0.

e) La fonction g de période 27 définie par g(x) = 22 sur [—m, 7] est de classe C'! par morceaux (et continue). On peut

donc lui appliquer le résultat précédent. Avec deux intégrations par parties, nous avons :

2 1"
coz%etVnGZ*, cn:Q( 2)

n
Nous avons donc :
2 too n 2 foo n
1 , , -1
Vo € [-m, 7], 2% = g(x Z et = % +22 % (e7™® 4 €' = % +4 Z ( 2) cos(nz)
n n
n=-—o0 n=1 n=1
R | 1 2
Avec x = 7, nous obtenons 7° ——&—4 Z pek soit ¢(2) = Zﬁ =1 (1—3) a2 = o
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