Séries entiéres : énoncés
Exercices CCP

n
1
Pour n € N*, on pose H,, = Z T Donner le rayon et la somme de Z H,z".
k=1 n>0

Déterminer les rayons de convergence des séries suivantes :

a) Zn2z” b) Zshnz” c) Zesmnz’" d) Z 2t Hn Z" e) Z (Vn+2—+/n) 2"

3n__n2

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0
5 3n
f) an” g) Z(lnn)*lnnz” h) Z (zn)'z” i) Zln(n!)z" i) Z (\/n2+n+1— ig/n3+n2> 2"
n>0 n>2 n>0 ’ n>0 n>0

n 400
Soit (an)n>o la suite définie par ag = 1 et apyq1 = Zak pour n > 0. On admet que la série f(z) = Zanz" est de
n=0

k=0
f(z)

rayon R > 0. Pour z complexe tel que |z| < 1 et |z| < R, calculer 1

. En déduire une expression de f(z), puis une

expression de a,, en fonction de n.

Calculer les sommes des séries entieres :

—+oo xn +oo an —+oo n 1 —+oo xn
_— b — — | 2" d
Wamm Wiy (T 0 E e
+oo o +oo n +oo n +oo
n“+n , x 2+ (-1) n+1
f -~ 7 n h I 1
e)nZ_o nl C );ng’—n g)nz_o<3+(1)” : );(nJrQ)n!z
Développer f : x — e sinx en série entiere par deux méthodes différentes.
@ Développer en série entiere au voisinage de 0 les fonctions :
1 . . Argshz sinx
a) fi(z) = B b) fo(z) = sin (2Arcsin z) ) f3(x) = Nipwr d) fa(z) = .
) hiw)= [ T @ =htc+a?) g fr(e) =sine ch ) fole) = /T
s(x) = AT () =1In T+ g) f7(z) =sinz cha g(x) = e

Exercices CCP-Mines-Centrale

Calculs de rayons de convergence

Calculer les rayons de convergence des séries entieres ) - anz™ définies par les suites suivantes :

Inn . .

]. n t —\/n

an= (145441 b) ay = a s%nes pair c)anznlnn d)an=\/ﬁf
2 n b™  sinon



Vnlnn - Lk (2n)!n2" a¥*  sin est de la forme k(k +1)/2
f 2 — 2t/ — h

Quel est le rayon de Z anz", o (a,) est une suite de complexes non nuls telle que :

n>0
amia| el
G2n n—+oo A2p+1| P+
ou ¢; et ¢y sont deux éléments de [0, +00] ?
An? +2X -1 1)2
Soient A € R et (ay)n>0 définie par ag, a1 € Ret Vn € N, api0 = Z(;—W Gpt1 4((71"_:'2))2 Q.

1
Montrer que |apt2| < |ans1| + I |an| pour n assez grand puis que R Z apnz" | >2 (\/5 - 1).
n>0

Calculs de sommes de séries entiéres

1x3x---x(2n—1)
2x4x--x(2n)

(Centrale 2016) Pour n € N*, on pose a,, = . En utilisant une relation entre a,, et a,41, calculer

+oo
- P an
le rayon et la somme de la série g anx™. En déduire la valeur de g —.
n
n>1 n=1

1 1 1
11)[Soit A=[1 1 0].Pourn €N, on pose a, = Tr(A"). Exprimer a,, en fonction de a,_1, a2 et a,_3. Déterminer
1 00

le rayon et la somme de la série entiere f(z) = g anz".
n>0

n—1
1 1
12)[ (Mines 2014) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére g ( E M) ™.
n n—
k=1

n>2

o(-1)"

n

13)| (Mines 2016) Rayon de convergence et somme de f(z) = x".

n>1

Séries génératrices
14)| Pour n € N*, on note P, le nombre de partitions de ’ensemble E,, = {1,...,n}.

a) Calculer Py, P, et P3. On convient que Py = 1.

P,
b) Montrer que le rayon de convergence de la série f(z) =5 -, %x" est au moins égal a 1.
=Y nl
¢) Exprimer P, y; en fonction de Py, ..., P, et en déduire 'expression de f.

d) Exprimer P, sous forme d’une somme de série.



15)| On note d,, le nombre de dérangement de {1,2,...,n}, i.e. le nombre de permutations ¢ € &,, sans point fixe (on
convient que dy = 1).

a) Montrer que la série entiére Z % 2™ est de rayon R non nul. On note f sa somme.
n>0
n
b) Calculer Z <Z) dy et en déduire la valeur de R, puis de f(z) pour |z| < R. Donner une expression de d,, et en déduire

k=0
une relation simple liant d,, et d, 1.

1
Soit f(t) = A== ® =) Développer f en série entiere au voisinage de 0. De combien de fagons peut-on

payer une somme de 1358 euros avec des pieces de 50 centimes, de 1 euro et de 2 euros 7

117)| Pour tout n € N, on note a,, le nombre de fagons de payer une sommes de n euros en utilisant des piéces de 1 ou de
2 euros :
a, = Card {(i,7) € N?, i 4 2j = n}.

a) Donner une expression de a,,, puis le rayon de convergence et la somme de la série entiere E anz™.
n>0
b) Plus généralement, pour o = (074, ..., 0) suite strictement croissante d’entiers naturels, on définit :
. . k- . .
VneN, ap, = Card {(i1,42,...,i) € N*, 4101 + 209 + - - + ipor, = n}.

Donner le rayon de convergence et la somme de la série E Ao 2"
n>0

18)| Quand E' est un ensemble, on note Z(E) ’ensemble des involutions de E, i.e. 'ensemble des bijections f de F sur F
telles que f o f =Idg. Pour n € N, on note F,, = [1,n] et I,, le cardinal de Z(E,,) (avec par convention Iy = 1).

a) Donner une définition par récurrence de la suite (I,).

b) Montrer que la série entiére de terme général — " est de rayon au moins égal a 1 et déterminer une équation
n!

différentielle vérifiée par sa somme f.

¢) En déduire une expression de f(z), puis une expression de I,.

QA
n+2

19)| (Mines 2014) Soit la suite (ay)n>0 définie par les relations : ap = a1 =1 et Vn € N, apq0 = apy1 +

Calculer le rayon de convergence et la somme la série entiére f(x) = E anz". En déduire une expression de a,.
n>0

20)| Pour n € N*, on note P,, Uensemble des partitions de n, i.e. 'ensemble des familles (nq,nag,...,ni) d’entiers telles
que :
ny>ng>--->np>letni+no+---+np=n.

On note p,, le cardinal de P,,.

Si s = (ni,ne,...,nk) € Py, on dit que s est une partition de n en k parts. Nous noterons P, ;, ’ensemble des partitions
de n en k parts et p, x son cardinal. Par convention, Py est un singleton (il contient la liste vide) et po = po,o = 1.

On pourra représenter une partition s = (ny,ns,...,nk) de n par son diagramme de Ferrers, qui est une représentation
de l'ensemble des points (4, j) entiers avec 1 < i < k et 1 < j < n;. Voici par exemple le diagramme de Ferrers de la
(5,5,4,2,2,1) :



=1 [ ] ] (] (] [ ] ni=>5
1=2 [ ] ® (] (] L] no=>5
=3 (] ° o L] nz=4
i=4 (] o ng=2
=5 [ o ns=2
=6 L] ne=1

a) Calculer py pour k € {1,2,3,4,5,6}.
b) Montrer que py, ;, est aussi le nombre de partitions s = (n1,n2,...,n,) de n telles que ny = k.

¢) Donner une formule de récurrence reliant les (pn x)o<k<n €t en déduire une fonction Python qui calcule p,. Que vaut

P1ooo ?

K
d) Montrer que pour x €] —1,1], H

k=1
té T 1
notée H )
1—zk
k=1

e) Montrer que la série entiere ) . ppa™ est de rayon 1 avec :

T gF &une limite strictement positive quand K tend vers 'infini. Cette limite est
—x

+oo 400 1
oL Yope = T o
n=0 k=1

f) Question subsidiaire : on munit ensemble P,, de l'ordre lexicographique. Voici par exemple 'ordre sur P :
(6) > (5,1) > (4,2) > (4,1,1) > (3,3) > (3,2,1) > (3,1,1,1) > (2,2,2) > (2,2,1,1) > (2,1,1,1,1) > (1,1,1,1,1,1)

Ecrire une fonction Python qui, appliquée & une partition qui n’est pas la derniére, renvoie celle qui la suit dans Pordre
décroissant.

Propriétés générales des sommes de séries entieres

+oo
Soit f(z) = Zanz" la somme d’une série entiere de rayon infini. Montrer que pour n € N et p > 0, a, =

n=0

1 2w ) . M
— f(pe®)e™ df. En déduire que pour n € N et p > 0, |an| < —: ou M, = sup |f(2)|.
2mp™ Jo p |z|=p
z
Montrer que si f est bornée, alors f est constante. Plus généralement, montrer que si |f(| ]\2‘ est bornée au voisinage
z

de T'infini, alors f est un polynéme de degré au plus N. En particulier, montrer que la série ) -, an2™ ne converge
uniformément sur C que si f est un polynéme.



+oo
22)| On suppose que f(z) = Z a, 2" est définie et continue sur le disque unité fermé, et que f est nulle sur le cercle

n=0
unité. Montrer que f est nulle.

23)| (Mines) Que peut-on dire d’une série entiére qui converge uniformément sur tout le domaine complexe ?

Soit Y, <o anz™ une série entiere de rayon R non nul, de somme f. Montrer que f est développable en série entiere
en tout point zy de son disque ouvert de convergence, en précisant le domaine de validité du développement.

—+o0
a) Soit f(z) = Z an 2" la somme d’une série entiere de rayon R > 0. Montrer :

n=0

2m i
vr €10, R[, ¥z € B(0,7), f(z)= : / w’tM dt.
0

2m reit — z

b) Réciproquement, montrer que toute fonction f définie et continue sur B(0, R) vérifiant cette propriété est la somme
d’une série entiere.

Développements en séries entieres

26)| Soit f : ] — a,a[—> R de classe C>°. Montrer que pour que f soit développable en série entiére au voisinage de 0, il
faut et il suffit qu'il existe C' > 0, A > 0 et r €10, a[ tels que :

Vo €] —a,af, Yn €N, |z| <r = |f™(z)] < C A™n!

27)|Soit f : ] — a,a[— R de classe C*° telle que toutes les dérivées de f soient positives. Pour tout n € N, on note S,, la
n-ieme somme partielle de la série de Taylor de f en 0 et R, = f — S,,. On note R le rayon de convergence de la série de
Taylor de f en 0.

a) Montrer que pour tout z € [0, a[, la suite (S, (x))n>0 est convergente. En déduire que R > a.

b) Montrer que pour tout = €] — a,0[, R,(z) —— 0.
n—+00
Bn(x) _ Ba(y)

¢) Montrer que pour tout (z,y) €]0,a[? tel que z <y, on a 0 < g e

d) En déduire que R, (x) p—— 0 pour tout z €]0, a[. Quavons nous démontré ?
n—-+0oo

Développer en série entiére en 0 les fonctions :

T ] /2
a) fi(z) = /0 exp (ze') dt b) fa(z) = /0 (1 —2sin®t)*dt ¢) f3(z) = In(1 + z + 2?)

. +oo
Tsina 2 [T e (—1)n+t
= A _— 2 = % t f = _—
d) fa(z) rctan T 2cosa &Vee O<a<m/ e) fs(x)=e /0 et dt o) fs(z) T;:l P

n
29)| (Mines 22) Pour z € C et n € N, on définit p,(z) = H (1 — 2%)
k=0
a) Montrer que pour tout z € C, la suite (In(p,(—|z|))),,>( est convergente.

)
b) Montrer que pour tout z € C, la suite (p,(2)), >, est bornée.



c¢) Montrer que la suite (p,)n>0 converge simplement vers une fonction p vérifiant

p(0) =1etVze€C, p(z)=(1—2z)p (g) .

d) Montrer que p est continue en 0.

e) Montrer que p est développable en série entiere.

[30)| Soit ¢ €] — 1,1].

(oo}

a) Montrer que f: z +— H (1 — ¢"x) est définie sur R et que c’est I'unique fonction continue en 0 vérifiant 1’équation
n=1

fonctionnelle :

Vo € R, f(x) = (1 — qx)f(q)
f0)=1

b) En admettant que 'exponentielle d’une fonction DSE est DSE, montrer que f est DSE en 0 et calculer les coefficients
de son DSE.

¢) Montrer que f est DSE en 0 et donner le domaine de validité de son développement, sans admettre le résultat précédent.

—+oo
(Mines 17) Soit ¢ €] — 1, 1[. Montrer que f: x +—> Z sin(q"x) est définie sur R et DSE en 0.
n=0

Etude sur le cercle d’incertitude ou au voisinage d’un point de ce cercle

Théoréme d’Abel :

a) Soit > ., a, une série complexe convergente. Montrer que la série entiere ) -, an,z™ est de rayon R > 1 et qu’elle
converge uniformément sur [0, 1].

b) Premiére application : en déduire les valeurs des sommes

+oo +oo +oo —+oo
(=1 (=D" (=" 1
A = —_— B = = t D = .
nz::l n ;::()2714—1’(7 nz::oéln—kle nz::ln(n—kl)@n—i—l)

¢) Seconde application : soient ano an et ano b, deux séries a termes complexes convergentes. Montrer que si leur
produit de Cauchy converge, sa somme est égal au produit des sommes des deux séries.
n

d) Généralisation : posons S, = >_;'_,a, pour tout n € N et supposons que 1 ZS"' —— S. Démontrer que la
n

n—-+oo
k=0
+oo
série entiere ) ., a,2" est de rayon R > 1 et que f(z) = Z anz” tend vers S quand z tend vers 1.
n=0

“+oo
Soit f(x) = Z anx™ une série entiére de rayon 1. On suppose que a,, > 0 pour tout n et que >_ a,, diverge.

n=0
a) Montrer que f(x) tend vers U'infini quand x tend vers 1.

+o0
b) Montrer que si by, 3 ans alors Z bpx™ ~ f(x).

n=0



c¢) Soit (¢n)n>0 définie par la donnée de ¢y > 0 et la relation de récurrence Vn € N, ¢,41 = In(1 + ¢,). Montrer que
“+oo

h:x— Z cnx™ est définie sur [—1, 1] et en donner un équivalent en 1.

n=0

’ . . RS 2 7 . p—
34)| Déterminer le rayon R de la série entiére E 2™ et donner un équivalent de sa somme quand z tend vers R~.
n>0

n

+o00
35)| (Mines 2016) Donner un équivalent de f(z) = Z % quand x — 17.
n=1

400 k

x
36)| (Centrale 2017) Pour x € RT*, on pose f(z) = Z —_—.
= Wk

x
a) Montrer que f(z) T o(e”).
b) Montrer que si € > 0 et si Y est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre z > 0, on a P(|Y —z| >
ex) = O(1/x).
T—+00
eCC
¢) En déduire que f(z) ~ —.

T—+00 \/E

On définit une suite (ay)n>0 en fixant ag > 0 et en posant a,4+1 = In(1+a,) pour tout n > 0. Montrer que le domaine
—+oo

de définition de f: x — Z anz™ est intervalle [—1,1[. Donner un équivalent de f(x) en 17.

n=0

Equations différentielles et séries entiéres
38)| Trouver les séries entiéres solutions des équations différentielles :
a) (2 +2)y +y +y=0 b) (ax® + 1)y" + bxy +cy =0 c)z(z+2)y +(xz+1)y—1=0

d)y" +22y +y=0, y0)=1, y(0)=0 e) (1 —z2)y” —zy’ —a’y = 0 (en déduire le DSE de et Aresine),

+oo
1
39)| On souhaite calculer la somme S = Z —
n=0

(%)

+oo
a) Quel est le rayon de convergence R de la série entiere f(x) = Z apz™ ol a, = pour tout n >0 7
n=0

1
2n
n
b) En utilisant une relation liant a,, et a, 11, expliciter une équation différentielle (E) d’ordre 1 admettant f pour solution

sur |0, R|.

¢) Expliciter la solution générale de I’équation (E). En développant au voisinage de 0 cette solution générale, donner une
expression de f(z) ainsi que la valeur de S.



Divers

(Mines) Soit A € M,,(C).

a) Montrer qu’il existe R > 0 tel que pour tout r > R et pour tout k € N, on ait :

ar =1

27
= rkHLeith+D0 (reifr — A)~1de.
Q'IT 0

b) En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton.

(Centrale 17) a) Rappeler le DSE Zj;i% anz" de © — /14 z. On note R le rayon de convergence de cette série
entiere.

b) Montrer que g : z — Z anz" est définie et continue sur le disque fermé de centre 0 et de rayon R (on pourra utiliser
n>0
I'équivalent se Stirling : n! ~ v/2mne~"n"). Calculer g°.

too (_1)n—1
42)|a) Montrer que est le rayon de la série entiére f: z — Z

n=1

2" est égal & 1.

b) Soit z € C tel que |z| < 1. En utilisant ¢ : t — e/ calculer ef(*).

Exercices X-ENS

] 1

43)| Montrer que si f est DSE,, et si f(z9) # 0, alors g = 7 est également DSE,, (on pourra se ramener au cas ol
flz0) =1).

— .

44)| (X) On note I le domaine de définition de la fonction f: x +—— Z(ln n)z".

S n=1

a) Déterminer I et étudier la continuité de f sur I.

b) On pose :
-1 sin=1
Ap =
—In(1-1/n)—1/n sin>2
+oo
Montrer que g : = — Z an x" est définie et continue sur [—1,1]. Calculer g(1) et g(—1).
n=1

¢) En déduire des équivalents de f aux bornes de I.
, . s : Lo i0Y)2
45)[(ENS PLC) a) Soit f(z) = Y, > anz" une série entiere de rayon R > 0. Pour tout r € ]0, R[, exprimer by |f(re')]
>  J
en fonction de r et des a,,.

b) On suppose que les a,, sont des entiers relatifs, que R = 1 et que f est bornée par une constante C sur le disque ouvert
{z € C, |z| < 1}. Montrer que (a,)n>0 est presque nulle.

+oo
46)| (X) Pour |t| < 1, on pose f(t) = H T Montrer que f est bien définie et que pour tout t €] — 1,1, on a
k=1
+oo +oo
f@) =1+ ant" ol py, est le nombre de suites y = (y)r>1 d’entiers naturels telles que Z kyr = n.
n=1 k=1



+oo +o0
47)| (X 2019) On admet que si p(z) = Z anz" et P(z) = Z Brnz" sont des sommes de séries entiéres de rayons non nuls,
n=0

n=1
p o1 est développable en série entiere en 0.

“+oo
Soit f(z) = Z a, 2" la somme d’une série entieres de rayon R > 0, avec a; # 0. On cherche a construire une somme de
n=1
+oo
série entiére g(z) = Z bpz" de rayon non nul telle que f o g(z) = z au voisinage de 0.
n=0

a) Montrer qu'il existe une unique suite (b,),>1 telle que :

N
VN e N*, f (Z bnz"> =z+o(zN).
n=1

+oo
b) On suppose que F(z) = A1z — Z Ay 2" est de rayon non nul, avec A; = |a1] et Vn > 2, A, > |a,|. On note (By)n>1

n=2
la suite vérifiant :

N
VN € N*, F (Z an”> =z +o(2V).
n=1

Montrer que By > |b,| pour tout n > 1.

c¢) Conclure.



Séries entieres : corrigés

Exercices CCP

En appliquant la régle de d’Alembert, on montre que ) ., Hpyaz™ converge absolument pour |z| < 1 et diverge
grossiérement pour |z| > 1 : la série est donc de rayon 1.

En posant ap = 0 et a,, = 1/n pour tout n > 1, nous reconnaissons un produit de Cauchy de deux séries entiéres de rayon

e (£2) (z)z@) S

n=0
On obtient donc :

In(1 —
Vo €] Zan ni—xx)'

a) La régle de d’Alembert donne facilement R = 1. Plus généralement, on utilisera dans les exemples suivants que pour
tout a € R, le rayon de ) -, n%z" est égal a 1.

b) shn ~4o 2€" donc R =R (ano e"z”) =1

. 1
1 < Slnn< - n > > n — .
c)l/e<e <e, donc R E ez >R>R g z et R=1
n>0 n>0

2n_n2

2 n ; n
S~ (3) done R=R(Sn0 (5)") = 3

2
e) Vn+2—+/n= e Y \fdoncR_l

f) si z =1, la série diverge grossiérement; si 0 < |z| < 1, on peut appliquer la régle de d’Alembert :

d)

1)|z|(n+1)?
(n+ )|Z|2 |Z|2n+1 0< 1
n
n|z| n—+o0

donc la série est absolument convergente : on a R = 1.

g) On peut se contenter d’un encadrement grossier : pour tout n > 1, n < n! < n" donc Inn < In(n!) < n lnn. Comme
les séries ) o, Innz" et ) -, nlnnz" sont de rayon 1 (par exemple grace a la régle de d’Alembert), on a R = 1.

h) Soit z # 0. On a :

(n + 1)3n+3|z|n+1

(3n + 3)! B (n+1)3z| 1\ e\ 3
n3" |z T (3n+3)(3n+2)(3n + 1) <1+n> n—-o0 (3) 12
(3n)!

3
donc R = (3> .
e

i) Utilisons une nouvelle fois le théoréme de d’Alembert, pour z # 0 et n > 2 :

(In(n + 1))~ D) |z n+1 — Inn Inlnn—ln(n+1) InIn(n+1) 12|
(lnn)—lnn|z|n :

10



Ona: . .
In(n+1)=In(n) +In(l +1/n) =Inn + - +o (n)

puis
1 1 1 1
Inln(n+1) = In{lan+—+o0|—) | =Inlhn+ln(1+ +o
n n nlnn nlnn
1 1
= Inlnn+ +o0
nlnn nlnn
et enfin :
1 1 1 1
InnInlnn —In(n+1)Inln(n+1) = Innlnlnn—{Inn+—+4o0( — Inlnn+ ——+4o0
n n nlnn nlnn
Inlnn 1 1 Inlnn 1
= —— - +o|—=]+o +o| ————
n n  n?lnn n n n2lnn
—0
n—-+4oo

Inn Inlnn—In(n+1) InIn(n+1

On en déduit que e ) |z| —— |z|, puis que R = 1.
n—-+oo

j) Un calcul élémentaire donne VnZ4+n+1—3/nd+n2~4o 2n, donc R =1.

Par produit de Cauchy, nous obtenons, pour z tel que |z] < 1et |2| <R :

f(Z) +o0o +o00 +o00 n +o0
(B (£9)E (&) - Ko

n= k=0
puis %f_(zz) = f(2) —ap = f(2) — 1, ce qui donne :
1—=2 z <
— — _ n—1_n
f(z)—1_22—1+1_2z—1+7§712 2",

Par unicité du DSE, on en déduit que ag = 1 et a,, = 2"~! pour n > 1.

Comme ce calcul a été fait sous ’hypothese que R # 0, on peut démontrer que ces formules sont correctes en vérifiant que
la suite (by,)n>0 définie par by = 1 et b, = 2"~! pour n > 1 vérifie les relations définissant (a,)n>0 :

® byp=1;
e pour tout n >0, by +by+---+b :1+iQk*1:1+2n_1:2":b
= Y, Vo 1 n s 2_1 n+1-
[4)]a) Pour z €] —1,1[ et  # 0 :
+o0 +o00 400 +o00
" 1 1 1 n 1 " 1 "
I DS A== AL DI R D P
t© 2
1 1 x 1 1 T

1 o+ (1-2*)h(l-2)
. .
222
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b) Soit z € C et « une racine carrée de z. On a :

+oo 430 +oo (a3)2n 5
nz:% (2n)! :T;) Gy~ B@):

Quand z = z € R, on peut ensuite différencier les cas, selon le signe de z :
I e ch(va?) stz >0

nz::o (2n)! cos(v/—x3) six<O0.
¢) On reconnait un produit de Cauchy, pour z €] —1,1] :

S5 (5) ()=

k=1 n=1

d) On retrouve le méme type de preuve que pour le a), en écrivant (pour x €] — 1,1]) :

too " +oo il
DBY e D Dl s ) T (Z‘Zn+1>

n=0 =
In(1 — In(1 —
- 2<ln(1x)+n(x)+z>—2+2(lx)n(x).
x x
e) Pour tout z € C :
+oo 2 +oo +oo —+oo
n°+n n o__ n(n_1)+2n no__ 1 n 1 n _ (.2 x
D D ERED Dy conry SR D Dy oy Sl
n=0 n=0 n=2 n=1
f) Pour tout = €] — 1,1[\{0} :
i"xn _1*‘”(1 L1 Q)xn
— - — - =
mnt—n 2n:2 n+l1 n-1 n
1 Rt g Rant XRagn
S mlaritidati 2w
= L (na-o - (1 — ) +In(1 — ) +
= 5 n z) -z - 5 z)+In x)+x
C(z=1)’In(1l —x) 3.1
B z 47 2

g) Pour z € C tel que |z| < 1:

24 (—1) 32n+°° w1 _ 31 1z  3+2
Y (R e =Y i e - i i iy

n=0

h) Pour z € C avec 2 £ 0 :

= ntl L, S+ S @4+ ) -2+l
;(n—i-Q)n!Z - T;)(n+2)!z *1;) (n+2)! ?
n +oo N too g
= Zn'_;(n+l)!+§(n+2)!

e?—1 ef—-1—=z
+ .

z
= e+
z 22

12



On peut faire un produit de Cauchy :

+oo 2n+1 T
R ) = S ST S (3 e
n=0 n=0
avec « Oet 7_1)’6 soit encore
Y = = :
2k 2k+1 2k 1)
+oo L(nfl)/QJ (_1)k
Vr e R = "
reR, f(x) HZ:; I; k+D(n—2k—1)1 "
\_(n—l)/QJ (71)]6
Cette premiere méthode donne une expression trop compliquée du coefficient a,, = du
= (2k + D)l(n — 2k - 1)!
DSE de f.
Il est plus simple et plus efficace d’écrire :
+oo . +00
i)x (]‘ + Z)n n Im((]‘ + Z)n) n (\/i) sm 4~ n
Vo € R, f(a) =lm () )=Im(zmw =) e =y M
n=0 n=0 n=0
Ces deux méthodes permettent d’établir les identités :
[(n—1)/2] k n g nw
1 2 nw
vneN, Y (1) _ (V2 sin i
prrd (2k + 1)!(n — 2k — 1)! n!
1 7T - 1 7
a) Les racines de X? — X +2 sont \ = 5 + 2% et A = 5~ 2% On décompose ensuite la fraction en éléments simples

sur C, en remarquant que A\ = 2 :

1 1 11N wWT /1
22—2+2 A-x\z—-XA z-) 7T \N—z A—-=z

Pour |z| < |\| = /2, on a:

1 A1 = At
= == = T
A—z 21-24F = 2t

et en conjuguant :
1 &t
J— n
A—x Z gn+1 *
n=0

On obtient donc :

V7 e =i (At XM
fl(x)ZT Z ( 2n+1 ) :7 Z

n=0 n=0

An+1

b) Pour z € [-1,1] :

+oo
fa(x) = 2sin(Arcsin z) cos(Arcsinz) = 2zv/1 — 22 = 2 Z(—l)" (1512) 2t

n=0

c) f3 est solution sur R de '’équation différentielle (1 + z2)y’ — xy = 1. On peut d’autre part démontrer que f3 admet est
développable en série entiére en 0 et que son développement est valide sur | — 1, 1 (on fait le produit de Cauchy des DSE

13



vus en cours pour les fonction Arcsin et & — (1 +22)~1/2). Il existe donc une série entiére Y n>0 @n2™ de rayon > 1 telle

que :
Vo e]—1,1], Zan

On a alors, pour tout z €] —1,1[ :

+oo +oo
1 = (1+27 Z napz™ ' —x Z anx"
n=1 n=0
+o0 oo I
— Z(n + Dapp12™ + Z(n —Dap_12™ — Z ap_1z"
n=0 n=2 n=1
“+o0
= a1+ Z ((n+1D)anpsr +nap—1) =
n=1

On peut donc identifier, et obtenir :
n—1

ap=1letVn>2 a,=— Ap_o.

n
Comme ag = f3(0) =0, on a ag, = 0 pour tout n € N, puis :

2n Qo1 = (—l)n (27’L) X (2n — 2) X X4 X2 . (_1)n 4”(”')2

Vn € N, aop4+1 = —

o+ 1 @n+t 1) x@2n—1)x---x5x3" @n+ 1)
On obtient ainsi :
- 4"(nh)? +1
Vze]l-1,1 A NN | [ ey
d) On a pour tout = # 0 :
+oo +oo

falz) = 1 3 D" a1 _ 3 (=D"  2n
ot (2n + 1)! = 2n+ 1) 7
égalité que I'on prolonge par continuité en = = 0.

e) Pourz €] —1,1[ :
L 1 1 1 1 1 V3 42 j
fite) = R e T [ e

atta?+1l (@)@ -j?) -t Pojat—

VEER ey
g (=)

n=0
d’oti, toujours pour z €] — 1,1 :

2(n+1)

-7 +1) 2n+1
Jala +Z 32n+1) +Za"2 1

1 sin=0mod 3

avec a, = ¢ —1 sin=1mod 3.
0 sin=2mod 3

On peut calculer f4(0) en décomposant la fraction en éléments simples :
I l+x 1—x
0 = d
f4(0) 2/_m<1+x+x2+x2—x+1> .
0
1.1 2 3 3 3 3
= [ In e + £ Arctan (\3[(233 + 1)) + % Arctan <\3f(2a: - 1))]

4 71—z + 22 6
V3

6

14



f) Pour z €] —1,1[, on a :

=1 1—a’ — In(1 3 1 _ +°°1 3n +O°1 n _ n
fo(z) =1n = = In( —x)—n(l—x)——zﬁx —|—Z::1Ex —Zanx

n=1 n>0

en posant ag = 0 et, pour tout n > 0 :

1
azn4+1 = 3n T 1

1
aA3n+2 = In T 9

1 1 2
azn+4+3 =

3n+3 n+1  n+1

g) On utilise I'exponentielle complexe, pour z € R :

1 . .
@) = % (@) @ o)
i
_ 1 (e(l-i-i)ac _e=ie 4 (~l4i)e _ e(—l—i)ac)
47
1 i" (L) = (=) + (140" = (1=,
44 = n!
+m . _ . . _ .
1 n €n7,7r/4 —e nimw/4 + 63'm71'/4 —e 3nimw/4 .
T Zoﬁ n! .
+oo . .
1 n sin(nm/4) 4+ sin(3nm/4)
- 2 Z V2 n! “
n=0
h) La fonction fg est, sur I =] — 1, 1], solution de I'équation différentielle (1 — 2?)y’ + y = 0. La fonction z — 1 — 22

est continue et ne s’annule pas sur [ ; la fonction z —— 1 est continue sur [ ; le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique :
fs est P'unique solution de cette équation qui prend la valeur 1 en 0. Nous allons chercher une série entiere vérifiant ces
conditions.

Analyse : supposons que ¢ : T —> ZZ:{) anx™ soit solution du probléeme de Cauchy (F) : (y(O) =let (1—2%)y +y= 0)
au voisinage de 0. On a alors, pour = assez proche de 0 :

+oo +oo
0 = (1—2% Z napz™ ! 4 Z anz"”
n=0 n=0
+oo —+oo —+o0
— Z(n + Dapp12™ — Z(n —Dap_12™ + Z anpx”
n=0 n=1 n=0
—+oo
= (ap+a1)+ Z [(m+ Dapsr +an — (n— Dap—1] 2"
n=1

Par unicité du DSE, on obtient :

1
=1, a; = —1etVneN, - LA
ag aq et Vn An+2 n+2an+1—|—n+2an
Synthese : soit (ay,)n>0 définie par :
1
=1, =—letVneN, = — Gy
aop ay et vn Ap+2 n+2an+1+n+2an

Une récurrence évidente prouve que |a,| < 1 pour tout n € N. La fonction g : = — E::E) anx™ est donc définie sur I. Le
calcul fait dans 'analyse prouve que g est solution du probléeme de Cauchy (F) : on en déduit que fg = g. A posteriori,
on en déduit que le rayon de convergence de la série est égal a 1, car fs(z) tend vers 400 quand z tend vers —1.
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On peut aller plus loin dans I’étude de cette suite (a,). On a en effet ag,+1 = —agyy1 pour tout n € N (récurrence
évidente), ce qui permet d’écrire :

VneN, a *—;a + 2n a *2n+1a
9 2n+2 — 27’l + 2 2n+1 27’l + 2 2n — 2’[1 + 9 2n
puis
(2n—1) (2n —1)(2n —3) 2n—1)(2n—-3)...(1) (2n)!
Qop = ———— Qop_2 = Qop—g ="+ = = ———.
T em) TP (eny(2n—-2) (2n)2n—2)...(2) ° 22n(nl)?
Nous pouvons donc écrire :
v 2n+1)
ve€l 1 +z 22" n' ( T )

Exercices CCP-Mines-Centrale

Calculs de rayons de convergence
Dans chaque exercice, nous noterons a,, le terme général de la série entiere étudiée et R le rayon cherché.

a) Comme f est continue sur [0, 1], il existe M telle que |f(x)| < M pour tout z : on en déduit que |a,| < n+1 pour tout
n, puis que R > 1.

Quitte & diviser a,, par f(1), nous pouvons supposer que f(1) = 1. Par continuité de f en 1, il existe alors n €]0, 1] tel que
% < f(z) <1 pour tout x € [n, 1]. Nous avons alors

n 1
= / F)em dt + / FO)e dt
0 n

bn Cn

Ainsi, b, est négligeable devant 1/n (car n < 1) et 1/n = O(ey,) : ceci

tn+1 1 1— ,r]n-‘,-l
n+1]77 T 2n+1)
prouve que 1/n = O(ay,) et que R est au plus égal a 1.

1
avec |b,| < Mn™ et ¢, > 3 [

f()

Nous en déduisons que R = 1. On peut également démontrer un résultat plus précis : a, ~1 ey
n

b) Si @ > 0, a,, tend vers m/2 quand n tend vers Uinfini et R =1;
Sia=0,a,=7/4et R=1.

Enfin, si @ <0, a, o n“et R=R (Zn>1 n“z") =1 (par exemple grace a la régle de d’Alembert).

c¢) On peut appliquer la régle de d’Alembert :

an+1 — eln2(7z+1)—lr12(n) _ e(ln n+lIn(141/n))2—1n%(n)
Qn

Comme (Inn + In(1+ 1/n))*> —In?(n) = 2Innln(1 4+ 1/n) + In?>(1 +1/n) —— 0, R=1.

n—-+oo
d) Nous avons, pour tout n > 1, 1/n < a, <n,donc 1< R<1:R=1.

e) et f) La régle de d’Alembert donne dans les deux cas R = 1.

16



g) La régle de d’Alembert donne (aprés un calcul élementaire) R = 5e2
e

h) On suppose que a est un complexe non nul (a = 0 est sans intérét). La convergence de la série ) . a,2™ est équivalente

k2 k(k+1

a celle de la série Zkzo a )/2_ Appliquons la régle de d’Alembert & cette série pour z non nul :

) 0 si |z] < 1/l]al?
a(h+1)? (k1) (h+2) /2 1

_ 2 1k+1 : _ 2
ak? Sk(k+1)/2 - mm Z| n——+o0 1/|a| s |Z| - 1/|a|

+oo  si|z| > 1/]al?

La série étudiée est donc absolument convergente pour |z| < 1/|al? et divergente pour |z| > 1/|a|? : le rayon de convergence
est 1/|al?.

1
i) L’encadrement T < a, < ag suffit pour obtenir R = 1.

n3

Ina, 1 k
j) Ban _ E In (1 + ) dong, la fonction ¢ — In(1 4 ¢) étant croissante sur [0,1] :
n
=1

n n <

1 lna 1+1/n 1 1+1/n
/ In(1 4 ¢) dt < 29 g/ ln(l—i—t)dtg/ 1n(1—|—t)dt+/ In(1+ ) dt
0 n 1/n 0 1 ~——
<In2

1
soit, en notant K = / In(l1+¢t)dt=2ln2-1:
0

Ina, 1
Nan gy

K<
- nln2

On en déduit donc :
enK S an, S 6nK+ln2 _ 2enK

Les deux termes généraux encadrant a,, donnent des séries de rayons e ¥ donc R = e ¥ = ¢/4.

1 1 n
~ +0(1/n) et donc a, ~+oo—=e("Y" ™ Nous allons étudier

2 Ve

—1)»
k) Un calcul simple donne n?In ( 1 + ()> =(-1)"n-
n

la série en séparant les termes pairs et les termes impairs :

— la série " ag,2™ est de rayon 1/€?, donc 3 ag, 22" est de rayon 1/e ;

2n+1

— la série " a9, 112" est de rayon €2, donc > ag,y12 est de rayon e ;

Les deux séries étant de rayon distincts, leur somme est de rayon égal au minimum des deux rayons : R = 1/e.

m) Posons b, = azn11 = 22" et ¢, = aznio = 22772 Les séries Y. b,2" et Y ¢, 2" sont de rayon 1/4, donc les séries
Y023t et ¢, 2312 sont de rayon {/1/4. La série étudiée étant la somme de ces deux séries, on en déduit que
R >272/3 Pour z = 272/3, nous avons as,,12°"+ = 22n+12-20n4+1)/3 — 91/3 . 13 suite a, 2™ ne tend donc pas vers 0 et
la série est divergente, ce qui prouve que R = 272/3,

Remarque : plus généralement, on peut démontrer que si Zagnz?’”, Zagnﬂz?’”“‘l et Za3n+gz3n+2 sont de rayons Ry,
Ry et Ry, la série > a,z™ est de rayon R = min(Ry, Ry, R2).

27

n) La regle de d’Alembert donne R = oYk
e

Soit z € C*; on peut appliquer le critere de d’Alembert a la série P = Z aon 22"
n>0

|a2n+2z2n+2|

/ 2
|lagn 22" oo i
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1 1
donc P converge absolument quand |Z\2 < 7 et diverge grossiérement quand |,z|2 > 7 La série P est donc de rayon
1 1
1

Ry = —.
YT Vh

De méme, on montre que la série I = E a2n+1z2"+1 est de rayon Ry =
n>0

~
]

On en déduit que F = Z anz™ = P+ I est de rayon R > min(Ry, Ry).
n>0

1 1

La série G = Z(fl)”anz” est également de rayon R, donc les séries P = 3 (F+G)et I = 3 (F — G) sont de rayons
n>0

supérieurs & min(R, R) = R : on a ainsi Ry > R et Ry > R.

1 1
Nous avons donc R = min <, )
\V El \V 62
an? +2X -1

W < 1 pour tout n > ng.
n

a) 4n? +2X — 1 —4(n + 2)? = —16n — 17 + 2 donc il existe ng € N tel que 0 <
O

n a alors :

4n? 42X -1 (n+1)2 1
Vn > n < ——ap ——la,| < |an — |Qn|-
n > ng, |anya| < i(n+2) la +1|+4(n+2)2|a | <la +1|+4|a |
b) Considérons la suite (by,),>o définie par :
|an] sin>mng+1

b, = .
1
bn71+ibn72 Sl?’LZno—i—Q

Une récurrence élémentaire montre que |a,| < b,, pour tout n; il existe ensuite deux constantes A et B telles que :

) e (57

Vn > ng, bn:A(

) 1 1++2 1-+2
2

puisque le polynéme caractéristique v —r — = a pour racines A = 5 et p= . On en déduit que b, = O (A"),

puisque ™ = o(A™). Le théoréme de comparaison donne alors :

R anz" | 2 R[> buz" | 2R A" :1:2(\/571).

A
n>0 n>0 n>0

Calculs de sommes de séries entiéres

10)[On a 2(n + 1)an41 = (2n + 1)a, pour tout n > 1. Pour z non nul, la régle de d’Alembert s’applique :

lan+12"  2n41 o o
lanz|  2n+2 n—+00

donc la série converge absolument quand |z| < 1 et diverge grossiérement quand |z| > 1 : son rayon est égal & 1. Notons
f sa somme.
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On peut ensuite écrire, pour z tel que |z| <1 :

: S " 2+l
F@ = 2+ Dae” =a+ 3 =5 —aa
n=0 n=1
1 = n 1+OO n 1 / 1
RN SRS SN SUURNS P
n=1 n=1

/

Ainsi, f est solution sur ] — 1, 1[ de I'équation différentielle (1 —z)y’ — 1y = 1. La solution générale de cette équation (sur

| — 00, 1]) est y(x) = \/% — 1. Comme f(0) = 0, on obtient :

—+o0

1x3x--x(2n—-1) 1
-1,1 "= -1
VCCG] 9 [angl 2><4XX(2’I7,) i 1_1‘

+oo
x
La fonction g : = +—— M = g anz" ! est intégrable sur ]0, 1[ car :
T
n=1

e elle est continue sur |0, 1[;

e g(z) est équivalent au voisinage de 1 & , qui est intégrable au voisinage de 1 car 1/2 < 1;

1
V1i—=x
e g(z) tend vers a; quand x tend vers 0, donc g est intégrable au voisinage de 0.

1 +oo
Nous allons montrer que I’on peut calculer son intégrale en échangeant / et Z :
0

n=1
e pour tout n > 1, u, : & — a,z" ! est continue sur ]0, 1[;
e > -, uy converge simplement sur [0, 1] et sa somme g est continue sur |0, 1[;

n

e pour tout n € N* et pour tout z € [0,1[, on a 0 < Z up(z) < g(x) avec g sommable sur ]0, 1].

k=1
Le théoréme de convergence dominée s’applique :
1 too 1 +oo a
/ g(x)dx = Z/ apz" tde = —.
0 n=170 =1
Il reste a calculer I'intégrale, en utilisant le changement de variable u = /1 — x :

+o0 1 0 1

1—+1-— 1-— 2

On  _ Sl e z/ 71; (—2udu) :/ du=21In2
n o xVl—=x 1 I=u?)u o 1+u

n=1

On calcule facilement x4 (X) = X3 —2X? — X + 1. Le théoréeme de Cayley-Hamilton donne A% —2A2? — A + I3, puis :
Vn >0, A" — 242 _ Antl LoAn —
qui donne, par linéarité de la trace :

Vn >0, apnts — 2ap42 — Gpt1 + ap = 0.
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Une étude élémentaire de  — 22 — 222 — 2 + 1 montre que a a trois valeurs propres réelles distinctes : A\; ~ —0,8,
Ao >~ 0,55 et A3 ~ 2,25. On en déduit :
n = AT+ A3 +AY ~poo AY.

1
On en déduit que f est de rayon R = v
3

On a ensuite, pour |z| < R :

+oo

E 3
0 = (Cln+3 — 2an+2 — Ap+1 + an)z"+
n=0

+oo +oo —+o0 +oo
= Z Ung32" Tt — 22 Z Ungo2" T — 22 Z App1s" T4 23 Z anz"
n=0 n=0 n=0 n=0
= f(2) —ao — a1z — agz® — 22(f(2) — ag — a12) — 2°(f(2) — a0) + 2°f(2)

= f(2)(1 =22 —2*+2%) —ag + (2a0 — a1)z + (ap + 2a1 — az)z?

Nous avons donc (ag = 3, a1 =2 et ag =6) :

3—4dz— 2?2

) = 1—2z— 22423

+oo
1
Notons f(z) = Z r__ In(1 — ) pour x €] — 1, 1[. Par produit de Cauchy, nous avons, en posant ap = 0 et a,, = —
n n

n=1

sin>1:
wel-11 20 =3 (Yo ) 2= (Sl ) o
S

=an
Comme f?(x) = In*(1 — z) tend vers 400 quand z tend vers 1, la série Z o™ est de rayon 1. Comme la série étudiée
n>0

@
F(x) = Z 7”:5" a pour dérivée Z 12, on en déduit que F' est de rayon 1 avec :

n>2 n>1
1 1 — 33)
Ve e]—1,1[\{0}, F'( Zaon Zan —7.
n>1 n>2 z
Comme F(0) =0, on en déduit :
“In?(1—t
vrel—1,1], F(m):/ =1 g
0 t
(on ne peut pas donner d’expression plus simple de cette primitive).
1 260" 2
13)[ Comme — < < —, la série étudiée est de rayon 1. On a ensuite :
2n n n
+o0 2 +oo 1
v 1 1 — = 2n 2n+1
zelL 1, f@) nz::l 2" i;) 22n+1)"
—_———
—In(1—=x2)

Pour la seconde somme (si on ne connait pas la fonction Argth), on peut écrire :

“+o0
L onn on _1 1 11
(;2(2n+ N ) Z B 1—1;2) 11—z 1112
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donc

= 1 g1 1 14z
AT :
= 2(2n+1) 4 " 1—-=x
On a donc : 114 1
Vo €]L1[, f@) = ] Ing 7§ ~In(1-a?) = 7 In ((1-2)°(1+2)%).

Séries génératrices

14)|a) Nous pouvons facilement faire la liste des partitions de E,, pour n € {1,2,3} :
e {{1}} est la seule partition de Eq, donc P, = 1;
e {{1,2}} et {{1},{2}} sont les deux partitions de s, donc Py = 2;
o Il existe 5 partitions de Fs :

HL,2,3 ({14 {2, 31 {{2h, {1, 3}, {{3}.{1.2}}, {{1}. {2}, {3}}
donc P; = 5.

b) A chaque partition P = {Py,..., P} de E,, on peut associer la permutation ¢(P) de E,, qui réalise sur chaque P; la
permutation circulaire dans l'ordre croissant de ses éléments.

Par exemple, sin =8 et P = {{1,3},{2,4,8},{5},{6,7}} :

123456 78
a(P):<3 4185 76 2):(173)0(274,8)0(677).

L’application P —— o(P) est alors injective (unicité de la décomposition d’une permutation en produit de cycles & supports
disjoints) ce qui prouve que P, < n!l. On en déduit que le rayon de convergence de la série entiere f est de rayon R > 1.

¢) Pour FE ensemble fini, notons Pg I'ensemble des partitions de FE. Fixons n € N. Pour chaque partie A de E,,, notons
P4 I'ensemble des partitions de E,, 41 telles que la partie & laquelle appartient n + 1 est égale & AU {n + 1}. Nous avons :

Pe.. = || P*

ACE,

or P4 est en bijection avec Pg,\a (en supprimant la partie AU {n + 1} d’un élément de P4, on obtient bijectivement un
élément de Pp, \ 4), donc avec P,_card(a). On a donc :

n
n
Pn+1 = Z Card (PA) = Z P’rLfCard(A) = Z (k) Pn—k
ACE, ACE, k=0
avec la convention Py = 1 qui donne bien Card (PE) =1=F,.
On peut ensuite écrire, pour z €] — R, R :

. =1, (R p X (&1 P, - - R
o= (Sae) (5 5) -5 (Saoy) =X e e

n=0 n=0 n=0

On en déduit qu'il existe une constante K telle que f(z) = Ke®" pour tout z €] — R, R[. Comme f(0) =Py =1, K = -
soit :
Vz €] - R,R[, f(z)=¢e" "1



d) Soit = €] — R, R|. Nous avons :

1 Xer 11X 1 X 1 XX

f@=2> Tr=t X k| gZZ

n=0 n=0 k=0 n=0 k=0
nk

En notant u, = T zF ona (la preuve fonctionne avec x € R quelconque) :
nl k!
el
e pour tout n € N, la série de ), - [un | converge et a pour somme U,, = —
= n!

e la série de terme général U,, converge.

On en déduit que I'on peut échanger les deux sommes infinies :
S5 Z )
e k!

k=0

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit :
+oo L
1 n
VkeN, P, =— E —
e

nl’
n=0

On peut aussi remarquer que le calcul précédent prouve que le rayon R est infini.
dn,

15)[a) Nous avons 0 < — < 1donc R>1et R est non nul.
n!

b) Pour A partie de {1,2,...,n}, notons &,(A4) 'ensemble des éléments de &,, qui laisse fixe les éléments de A et
uniquement ceux-la :
Gn(A)={o €6, Vke{l,2,...,n}, o(k) =k <k € A}.

Quand A décrit P({1,2,...,n}), les parties &,,(A) forment une partition de &,,. Nous en déduisons :
=Card®, = Y  Card&,(A).
AC{1,2,...,n}
Comme Card G,,(A) = d,,—j ou k est le cardinal de A (un élément de SG,, est dans &,,(A) si et seulement s'il laisse fixe

(n) parties de {1,2,...,n} de

les k éléments de A et induit un dérangement sur le complémentaire de A), et qu’il existe X

cardinal k, nous obtenons :

- $ @£ e £ ()

i=0
Nous avons alors par produit de Cauchy :
o) (Sl ) oy (St =S
n! n! il(n—1)
n>0 n>0 n>0 \i=0 n>0

Ceci prouve que R <1 (le rayon de convergence du produit de Cauchy est égal a 1, et il est au moins égal au maximum
des deux rayons de convergence), i.e. que R =1, avec pour |z| < 1 :
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un nouveau produit de Cauchy donne :

3 %Z’n - (—nl')" s () = <Z (—ﬂl)l> n

n>0 n>0 ’ n>0 n>0

et donc :

n 711‘
Vn €N, dn:n!z( i|).
i=0 '

On en déduit une définition plus simple de la suite (d,,) :
dy=1
dpi1 = (n+1)d, + (—=1)"*!  pour tout n >0

116)| a) Une décomposition en éléments simples donne :

aq as as by b c d
t:
=Tt aomta g P T ar e Tiee T S
1 1 9 1 5 14i 1—i
= — = — = — b = — b = — = td:7: .
WeC s = g 2= M= 39 2= 9 M T 30T g YT T 6

Les développements usuels donnent done, pour tout ¢t €] — 1,1] :

o0
fit) = alzt"+a22n+1t"+ Z (n+2) n+1 t”+b Z
400
+bQZ( D™(n+ 1)t _Zczlntn+zdz
n=0 n=0

“+o0
= E a,t"
n=0
en posant

(n+2)(n+1)

5 az + (=1)"b, + (=1)"(n + )by — ci" ™! — d(—i)" !

VYneN, a, =a + (n+1)ag +
Avec du courage, on peut simplifier cette relation en effectuant une disjonction selon la valeur de n modulo 4 :

age = (k+1)2

a1 = (k+1)?
o2 = (k+1)(k +2)
oapts = (k+1)(k +2)

vk e N,

b) On peut écrire également, pour z €] — 1,1] :

+oo “+oo +oo
— e t2b t4c 7ja+2b—i-2c
) E)E)-2 =

En effet, la famille (¢2720+2¢)
différentes. On en déduit :

est sommable et I’égalité précédente est obtenue en calculant sa somme de deux fagons

+oo
= Z Bntn
n=0

a,b,ceN
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avec Vn € N, 3, = Card ({(a,b,c) € N, a+ 2b+ 4c = n}). Par unicité du DSE, on en déduit que «,, = f3,,. Ainsi, pour
tout entier n, a, est égal au nombre de fagons de payer n/2 euros en pieces de 50 cents, de 1 euro ou de 2 euros, puisqu’une
« fagon de payer »n/2 euros est la donnée d’un triplet (a, b, ¢) d’entiers naturels tel que a piéces de 50 cents, b piéces de 1
euro et ¢ pieces de 2 euros fassent une somme de n/2 euros, ce qui correspond bien a la condition a 4 2b + 4¢ = n.

Ainsi, il existe o716 = (4 x 679) = 6802 = 7462400 facons de payer 1358 euros avec nos trois types de pieces.

117)| a) Pour payer n euros en piéces de 1 et 2 euros, on peut donner j piéces de 2 euros (pour j tel que 0 < 2j < n) et
compléter avec i = n — 2;j pieces de un euro : on a donc a, = 1+ [ 5], ou encore azy, = m + 1 = agp 41 pour tout m € N.
On en déduit que f(z) = >, 5, an2™ est de rayon 1 avec :

+oo +oo +oo 1+ 2 1

VzeCtq. |z] <1, f(z)= Z(m+1)z2m+ Z(m+ )22 = (1+2) Z(m+1)(22)m = TESIE = )

m=0 m=0 m=0

en utilisant le produit de Cauchy :

+oo 2 +oo
1
Vz e Ctq. |z] <1, W: (Zzn> :Z(n—i—l)z”.
n=0 n=0

i101+i262+-~+ik0k)

b) Le cas général se traite facilement en utilisant la famille (z Pour z tel que |z] < 1, cette

i1,k €NT
famille est sommable car :

k k

+o0 1
|Zi10'1+i202+"'+ik<7k| — I | E ‘Z|ij‘7j = I I T < +00.
E 1—|z|9

T1,..,0EN j=1 ijZO j=1

En sommant par paquets, on peut exprimer la somme f(z) de cette famille de deux fagons différentes :

k +oo
. 1
1| > =) =1I
1 — 29
J=1 \#;=0 J=1
f(z) =
E E Zi101+i202+"'+ik0k _ E an’az’ﬂ.
neN i1, ip €N neN
1014 Figog=n

ce qui donne :
1

V2eC tuq |2 <1 o = :
2€C tafo <1, ) ang A= 2o)(1—22) ... (1200

neN

118)| Soit n > 0. On peut partitionner Z(E,,12) selon I'image qu’'une involution donne a n + 2 :

L(Ep2) = || {f €X(Eusa), f(n+2) =k}

1<k<n+2

—A,

e A, .o est en bijection avec Z(E, 1) (par application qui & f associe sa restriction & Fp,41);

e pour tout k € E,41, Ai est en bijection avec Z(En42 \ {k,n + 2}) (toujours par restriction de f : si f € Ay, f
échange k et n + 2 et est involutive sur les n autres points).

Comme Z(Ep42\ {k,n+2}) est de cardinal I,, (s’il existe une bijection entre deux ensembles E et F, il existe une bijection
entre Z(E) et Z(F')), on en déduit :

n+2
VneN, o =Y Card(Ay) = (n+ 1)+ Ip1 ()
k=1
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en remarquant que la valeur choisie pour I, permet a cette relation d’étre vraie pour n = 0.

Comme Z(E,) C 6,,0n a0 < % < 1, donc le rayon R de la série considérée est au moins égal a 1 et la fonction f est

xn+1
définie sur | — 1, 1[. En multipliant () par CF]] et en sommant (toutes les séries convergent), nous obtenons :
n !
WX I gy RSO
Vo el —1,1], _Ant2  ng1 _ Inondl ntl n+l
1§ e - S 5

soit
Vo €]l - 1,1, f'(z) - L =xf(x) + f(z) - Io

et f est solution, sur | — 1,1[, de I’équation différentielle 3’ = (1 + z)y. Comme f(0) = Iy = 1, on en déduit que
flz) = evt2*/2 = ¢%2*/2 pour tout z €] — 1, 1[. Par produit de Cauchy, on en déduit que le rayon R est en fait infini et

que : — Foo on +oo [/ n by
Ve e R, f(z) = (Z n') (Z 2"n!> = Z <Z (n—k)‘) g

n=0 n=0 n=0 \k=0

en posant by, = et ban+1 = 0 pour tout n € N. Par unicité du développement en série entiere, nous obtenons :

2nn!
n!

vneN, I, = E _—
1(n — 24)!
0<orn 24 ¢! (n — 2q)!

a) La suite (an)n>0 est positive et croissante, donc :

an 1
v >>07 n < ay = Qn ——= < ay 1 — 05 |-
P20 Gngl S Gnga = ngl 0T a+1(+n+2>

an+1
Qn

On en déduit que tend vers 1 quand n tend vers 'infini, d’ot R = 1 avec la régle de d’Alembert.

b) Pour x €] — 1,1, on a :

+oo +oo +oo +o0o +oo +oo
Z(n + 2)ap 02" = Z(n +2ap2" T+ Z anz"tt =2 Z(n + Dapyiz™ + Z Uy 4 Z anpx”
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

d'ou f'(z) — a1 = xf'(z) + f(z) — ap + xf(z), soit (1 —z)f' () = (1 +z)f(x). On en déduit qu’il existe une constante K

telle que f(x) = K(lei)z, puis f(0) =ap =1 donne K = 1.
-z

On peut ensuite faire un produit de Cauchy :

I 2\ (2 X n—k+1
Vo €]l 1], fz) = (Z(_mn!) (Z(n+1)x"> =y (Z(—U’“M) "

n=0 n=0 n=0

Par unicité du DSE, nous en déduisons :

" —k+1
vn €N, a, :Z(—l)k%.
k=0 ’

20)| a) Nous avons :
Pi={1)}etp =1

Py ={(2),(1,1)} et pp =2
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(3),(2,1), (1, 1,1)} et p3 =3
Pr=1{(4),(3,1),(2,2),(2,1,1),(1,1,1,1)} et py = 5
(5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1,1),(1,1,1,1, D)} et ps =7
(6),(5,1),(4,2),(4,1,1),(3,3),(3,2,1),(3,1,1,1),(2,2,2),(2,2,1,1),(2,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1)} et pg = 11

b) On peut voir le diagramme de Ferrers d’une partition s = (ni,ns,...,nx) de n en k parts comme la matrice As de
taille (k,n1) définie par :

o (1 sij<m
V(i,j) € {1,...,k} x{1,...,n1}, Agli,j] = '
0 sinon

En notant F,, (resp. F, ) 'ensemble des diagrammes de Ferrers des éléments de P, (resp. de Py 1), l'application & :
A — tA est une bijection (involutive) de F,, sur lui-méme. On a donc :

Pk = Card(F, ;) = Card(D(F, 1))

C’est le résultat demandé, car A; € ®(F, ;) si et seulement si s est une partition de n dont la plus grande part est égale
ak.

Plus formellement, en notant A — s4 la réciproque de s — A, I'application s — st4_ est une bijection de P, j sur
I’ensemble des partitions de n dont la plus grande part est égale a k.

c) Soit k € {1,...,n — 1}, on peut écrire Py, = P, , UP? , avec

s=(n1,...,nk) 677,117k = sePppetng=1
L’application (nq,...,nx) — (n1,...,nx—1) est une bijection de Pé)k sur P,_1 -1 et lapplication (nq,...,n;) —
(n1—1,...,m, — 1) est une bijection de P7 ;. sur P, . On obtient donc :

Pnk = DPn—1,k—1 1+ Pn—k,k

Cette relation est également valable pour & = n > 1, mais on peut aussi écrire directement que p,, , = 1 puisque (1,1,...,1)
est la seule partition de n en n parts.

Pour programmer le calcul de p,, , il ne faut pas tomber dans le piege classique en traduisant récursivement résultat :

def pk(n,k):
if k >n or k <= 0:
return 0O
elif k = n:
return 1
else:

return (pk(n—1,k—1)+pk(n—k,k))

def p(n):
s =1
for k in range(l,n):
s += pk(n,k)
return s

car le temps de calcul de cette fonction est exponentiel. C’est d’ailleurs un bon exercice : quel est le temps de calcul T'(n, k)
de l'appel pk(n,k) 7

Il faut ici utiliser une approche de type “programmation dynamique” (on parle aussi de mémoization) : comme pour le
triangle de Pascal, on stocke les valeurs calculées dans un tableau, pour ne pas avoir a les recalculer de nombreuses fois.
Cela donne :

def p(n):
a = [[0 for j in range(n+1)] for i in range(n+1)]
for i in range(n+1):
al[i][i] =1
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for m in range(2,n+1):
for k in range(l,m):
alm][k] = a[m—1][k—1] + a[mk][k]
s =1
for k in range(l,n):
s 4= a[n][K]
return s

>>> p(6)

11

>>> p(100)

190569292

>>> p(1000)

24061467864032622473692149727991

>>> p(10000)
361672513256362939888204718909536954950160303393156
50422081868605887952568754066420592310556052906916435144

d) Soit z €] — 1,1[. Notons Pk (z) le produit partiel. Nous avons :

K
In(Pk (7)) = =Y In(1 - z*)
k=1

et comme |z| < 1, ¥ tend vers 0 quand k tend vers I'infini. Nous avons donc — In(1 — z¥) ~, o, 2 qui est le terme général
(positif) d’une série convergente. On en déduit que In(Pk (x)) a une limite £ quand K tend vers +o0, puis que

Py (z) —— ¢ = P(z) > 0.
K—+oco

e) On a p, > 1 pour tout n, donc le rayon de la série est au plus égal & 1 (rayon de la série Z x™). Nous allons montrer
n>0

que la série converge pour tout x €] — 1,1 et que sa somme est égale au produit infini P(x). Fixons donc z €] — 1, 1].

L’idée simple consiste & faire une produit (infini) de DSE, en justifiant 1’égalité :

+oo 1 —+oo +oo
H _ H kmy, _ E mi1+2mo+3msz+--
E Z z - x
1—x
k=1 k=1 \mp=0 mel

en notant I ’ensemble des suites presque nulles (m;);>1 d’entiers naturels. Pour justifier cette égalité, commencons par
démontrer que la famille (wm1+2m2+3m3+'”)m o est sommable. Si J est une partie finie de I, il existe K et M tels que :
YmedJ VYi>Km;=0etVme J, Vie N, m; <M.

On a donc :

Z |xm| _ Z ‘x|m1+2m2+--~+KmK

meJ meJ
M M
< Z Z |x‘m1+2m2+“'+KmK
777,1:0 mK:0
M M M
_ (Z |xm1> (Z |x2|m1> ( > acK|mK>
m1:O mg:O mK:O
K
1
< -
< =g
k=1
1
< P(lz|) car pour tout k > K, ———— > 1

1— |x|*

La famille étant sommable, on peut ensuite appliquer le théoréme de sommation par paquets de deux facons différentes :
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e En notant I I’ensemble des m € I tels que m; = 0 pour ¢ > k, nous avons I = |_| (I \ Ix—1) donc
E>1

“+o0
E xng E 2™ | = lim g ™
K—+oco
mel k=1 \mel\Ix_1 melx

On reconnait ici un produit de Cauchy de K séries entiéres :

1
m o ml_2mo Kmyg __
Soeme Y amme g o[
melk mi,...,mrgEN k=1
et donc
T
Z ™ = lim = P(x).
K—+o00 1—zk
mel k=1
e Pour n € N, notons J,, = {m € I, m; 4+ 2mg + --- = n}. J, est fini et, pour n > 1, son cardinal est p,, : on associe
a un élément m de J,, avec my > 1 et m; = 0 pour k < i, la partition
Smo=(ky.oooi.. JkiE—1,.... .. k=1, B 1)
—_———
mpitermes mp—1termes mitermes

et m — s, est une bijection de J,, sur P,. Pour n =0, Jy = {(0);>1} et son cardinal est également égal & po = 1.
Nous pouvons donc écrire :
+oo +oo
S-S () - S
mel n=0 \me&J, n=0

Nous avons donc prouvé la convergence de g prz™ (et donc que le rayon de la série est égal a 1), avec :
n>0

—+oo —+oo 1
n __
Ve e]—1,1], anx _Hl—xk
n=0 k=1
f) Si s = (nq,...,nk) est une partition non constante égale & 1, on procede de la fagon suivante :

e on calcule le plus grand entier i tels que n; > 1 et le nombre p de 1 qui viennent apres le rang i (i.e. p =k —7);

e on remplace n; par n; — 1 et il faut ensuite partitionner p + 1 (ce sont les éléments que l'on a “supprimés”) en une
suite (mq,...,mq) telle que n; —1 > mq > --- > m,, avec (my,...,m,) soit la plus grande possible pour l'ordre
lexicographique. Il va donc falloir choisir la partition (m; —1,......... ,m; —1,7) ol

q termes
p+l=qgm;—1)+r
est la division euclidienne de p + 1 par m; — 1.
Par exemple, avec s = (12,10,5,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1), on a p = 10 : on divise 11 par 4, ce qui donne ¢ =2 et r = 3 et
la partition qui précéde s dans lordre lexicographique est s’ = (12,10, 4,4, 4, 3). Pour écrire la fonction Python, on utilise

I’analyse suivante :

e on supprime le dernier élément tant la liste et on s’arréte quand on a obtenu un élément différent de 1 (on compte
en méme temps le nombre p + 1) ;

e on divise p + 1 par u; — 1 (u; est le dernier élément supprimé), ce qui donne le couple (g,7);

e on ajoute a la fin de la liste (¢ + 1) fois u; — 1;
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e si r et non nul, on I'ajoute a la fin de la liste.

def prec(s):
k, u=1, s.pop()

while s I= [] and u = 1:
k, u=k+1, s.pop()
if uw=—1:
return s
else:

s .append (u—1)
q, r = k//(u=-1), k % (u-1)
for i in range(q):
s .append (u—1)
if r 1= 0:
s.append (1)
return s

La fonction suivante affiche toutes les partitions de n :

def affiche(n):

s = [n]

while s I= []:
print(s)
prec(s)

qui donne le résultat attendu :

>>> affiche (6)

(6]

(5, 1]

(4, 2]

[4, 1, 1]

(3, 3]

(3, 2, 1]

[37 ]" 17 1]
[27 2’ 2]

2, 2, 1, 1]
2, 1, 1, 1, 1]
1, 1,1, 1, 1, 1]

On peut utiliser cette fonction pour calculer le maximum des ordres des permutations de &,,. A une permutation o € &,
on associe la partition s = (n1,n2,...n5) € P, ou les n; sont les longueurs des cycles de la décomposition de o en
produits de cycles & supports disjoints. Par exemple, o = (7,3,2,8,5,1,6,10,4,9) est la composée des cycles (1,7,6),
(2,3), (4,8,10,9) et (5), donc s = (4,3,2,1). L’ordre de o est alors le p.p.c.m. des n;. Nous avons donc :

max{ordre(o), o € &, } =max{ns A--- Ang, (n1,...,nk) € Py}

Nous pouvons donc écrire :

def ppem(a,b):
A, B = max(a,b), min(a,b)
while B I= 0:
A, B=B, A%B
return (axb//A)

def ppem_liste(s):

a =1
for x in s:
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a = ppem(a,x)
return (a)

from copy import copy

def calcul _max(n):

s = [n]

t = [n]

M=n

while s = []:
prec(s)
m = ppcm_ liste(s)
if noM:

M=m

t = copy(s)
return (M, t)

Cette derniere fonction calcule le maximum et une liste qui permet d’atteindre ce maximum.

>>> calcul _max (30)
(4620, [11, 7, 5, 4, 3])

L’ordre maximum d’une permutation de 30 éléments est donc 4620, atteint par la transposition :

o=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11) 0 (12,13, 14, 15,16, 17, 18) 0 (19, 20, 21, 22, 23) o (24, 25, 26, 27) o (28, 29, 30)

11-cycle 7-cycle 5-cycle 4-cycle 3-cycle

Propriétés générales des sommes de séries entieres

21)[Pour n € Net p>0,ona:

+oo
Vo € [0, 27], f(peie)e’ine _ Z akpkei(k—n)e
k=0

Et cette série converge normalement, donc uniformément, par rapport a € sur le segment [0, 27]. On peut donc échanger
I'intégrale et la somme infinie :

1 27 . . +o0
f(p620)672n6 do = Z

k=0

2m
Clkpk/ ei(kfn)O d = a,
0

2mp™ Jo 2mpn

27
car / /B0 40 vaut 0 si k # n et 27 si k = n.
0

e On en déduit :
M

p
P !

2
VnEN, Vp > 0, Jan| < / £ do <
0

- 27Tp7l
e Si f est bornée, on peut définir le réel M = sup,., M, et on a, pour n € N* :

M
Vp >0, lap] < — —— 0
pr p—too

On en déduit que a, = 0 pour n > 1 et f est constante.

/(2]

2|V

e Soit V € N et supposons que est borné au voisinage de 'infini. Il existe donc M et py > 0 tel que :

Vp > po, M, < Kp".
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On en déduit que pour n > N :

M
< 7 N
V6> po lanl < prN portoo 0

Et donc a, = 0 pour tout n > N : f est un polynéme de degré au plus N.

22)| Le rayon R de f est au moins égal a 1; il faut penser ici a écrire :

1 2 L
vn S N, V?“ e 07 1 , Qp = T.ele e—ZTL9 d9
0.1 an =525 [ Fre)
+o0
Cette égalité se prouve facilement en écrivant f(re??)e "% = Z apr* @) of on échangeant Iintégrale sur le segment
k=0

[0, 27] et la somme (il y a convergence normale sur [0, 27] car r < R).
Il reste & montrer que cette égalité est encore valable quand r = 1. Posons donc :
2
Vr e [0,1], G(r) = f(re®®)e=m0 d4.
’ =g(r,9)

On peut appliquer le théoreme de continuité des intégrales a parametres :
o Vr €[0,1], 8 — g(r, 0) est continue par morceaux sur [0, 27];
e V0 € [0,27], r — g(r, 0) est continue sur [0,1];

e Vr €[0,1], VO € [0,2n], |g(r,0)| < supj,<1 [f(2)] = M (M est fini car f est continue sur le disque unité fermé qui
est compact) et 'application constante égale & M est continue par morceaux et intégrable sur [0, 27].

On en déduit que G est continue sur [0, 1] et on obtient, en faisant tendre r vers 1 :

1
YneN, a,=-—G(1)=0
neN, a o (1)

soit f = 0.

n=0

+oo
Démontrons un lemme classique : si f(z) = E a, 2" est la somme d’une série entiere de rayon R > 0, on a

2

f(peio)e—me de.

Vn e N,Vp >0, a, =
2mp™ Jo

Ce résultat s’obtient simplement : la série E:S’) ar(pe’?)* converge normalement (donc uniformément) par rapport &
sur le segment [0, 27], donc nous pouvons échanger intégrale et somme :
27 ) ) 00 2T )
f(pezQ)e—znO do = Z ampm/ ez(m—n)@ do = 27T0,npn.
0 —_ 0

=270n,m

—+o0
g anz"

Si R = 400 et si la série converge uniformément sur R, il existe ng tel que < 1 pour tout z € C. En

n=ng+1
+oo
appliquant le lemme & g(z) = Z a,z", nous obtenons :
n=no+1
2m 0 - 2m 0 1
Vn > ng, Vp > 0, = e'?)e ™ dl| < e')|dl < —
n > ng, Vp |an] 27rp”/0 g(pe™) ’_27rp"/0 lg(pe’)| = o

31



ce qui donne a,, = 0 pour n > ng en faisant tendre p vers 'infini.
Nous avons ainsi démontré qu’une série entiere qui converge uniformément sur C est un polynoéme et la réciproque est

évidente.

24)| Soit h € C tel que |h| < R — |2o|. Nous avons |z9 + h| < |z9| + |h| < R, donc nous pouvons écrire :
Foo+ ) = Zan = Zan( e

n=0m=0
La famille (an (n) hngm> est sommable :
m 0<m<n

+oo n n —+o0
Z Z an, (m) R = Z lan|(|z0] + [B])"™ < +o00
n=0m=0 n=0

car p = |z9| + |h| < R donc a,p™ est le terme général d’une série absolument convergente. Nous pouvons donc intervertir

les deux Y :
+oo +oo
f(ZQ + h) = Z (Z A, (Z) ng> hm

m=0 \n=m

Nous obtenons donc le résultat demandé, avec :

+oo
1
Vm €N, b, = Z a <n> e ﬁf(m)(zo)

ot f(™) est la dérivée formelle m-i¢me de la série entiére f.

tf( ) pntlegi(nt+1)t
25 Fi €10, R[ et z € B(0, t not t— re’ = n
)|a) Fixons r €]0, R[ et z (0,7) et notons g : ret Z n—

n=0

i—t

Comme re® est sur le cercle de rayon 7, nous avons |re!~t — z| > r — |2|, ce qui permet d’écrire :

7“”+1€i(n+1)t \an\r"“

vVt € [0,27], Vn € N,

rett — z r—lz|

Ce majorant est indépendant de t et est le terme général d’une série convergente (car |z| < R) : on en déduit que la série
qui définit g converge normalement, donc uniformément, sur [0, 27]. Il est donc permis d’échanger I'intégrale et la somme :

1 27 too 1 2w 1 gi(nt1)t
— t)ydt = — —dt.
2 Jo 9(t) Z “ on /0 rett — z
n=0
=I,

Pour n € N, nous avons ensuite, en posant ¢ = z/r et en remarquant que |ge~%| < 1 :

27 int 27 +OO
I _ r"e n znt ke 1kt dt
" 1—ge Toge q

0 q

=Vg (t)

Comme |vg(t)| < 77|q|* avec |g| < 1, nous avons une nouvelle fois convergence normale sur [0, 2], ce qui permet d’écrire :

Zrn k/ 6i(n—k)t dt = 27T‘7“nqn = 9"
—_—

:271'(5)“”

ce qui acheve la preuve.
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b) Soit f continue sur B(0, R) et vérifiant cette propriété. Fixons r €]0, R[; nous avons pour tout z € B(0,r), toujours
en posant ¢ = z/r :

2m i 27 +00
£(2) 1 / reit-f (re t) dt — i Zf (,reit) ¢Fe= M dt.
0

27 reft — z 27 Jo

Comme f est continue, elle est bornée par une constante M, sur le compact {u € C, |u| = r}, ce qui assure la convergence
normale de la série sur [0, 27] :

vt € 0,27], Vk € N, |f (re') ¢"e™ ™| < M, |q|* avec |¢| < 1.
Il est une nouvelle fois possible d’échanger intégrale et somme, ce qui donne :

(1 o it\ —ikt 2
f(Z)—Z<27T/O f(ret)e kdt>rk_

k=0

11 existe donc une suite (by ,)k>0 telle que :

+oo
Vz e B(0,r), f(z) = bp,2".
k=0

Par unicité du DSE, cette suite ne dépend pas de r et le développement est valide sur tout le disque ouvert B(0, R).

Développements en séries entieres

26)| o Supposons qu’il existe C' > 0, A > 0 et r €]0, a tels que :
Vo €] —a,af, VneN, |z| <r=|f(x) < C A"
Pour z €] — r,r[ et n € N, I'inégalité de Taylor-Lagrange donne :

n
f(k)(a) k
— 7]{! x| <

n+1 n+1
|~T‘ sup |f(n+1)(t)| < |JL‘|

SCES I g CAT e D= C (Al
- tel0,x .

f(x)

k=0
On en déduit :

. 1 ~ [M(a) 4
Vo € R, |z| < min (r, A)’ kz_;) T~ f(z).

f est donc développable en série entiére en 0 et son développement est valide sur | — 7o, ro[ avec ro = min (r, A>'

e Supposons réciproquement que f est DSE en 0, avec :
+oo
Vo €] —ro,mol, f(z)= Zakl‘k
k=0

ou0<rg<aety, -,ap,z" est une série entiere de rayon R > ro. Fixons r €]0,79[ et p €]r,7o[. Il existe M > 0 tel que
|anp™| < M pour tout n (le terme général d’une série convergente est borné) et on peut écrire, pour n € Net x €] —r,r| :

+o00
‘fm(x)‘ = D ok+n)(k+n—1)...(k+1)appnz"
k=0
+oo
< Z(kJrn)(kJrnf1)...(l€+1)|ak+n|r}C
k=0
M+oo r k
< pn];)(k+n)(k+n—1)...(k+1)<p)
M n!
S
(1-7)
_ .,
 p=r(p—)m
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1
et A=

ce qui est le résultat recherché, avec C = .
p—r p—r

a) Pour = € [0, a[, la suite (S, (x))n>0 est croissante et la formule de Taylor avec reste intégral donne :

x—t)"

VneN, f(z)—S,(z) = /OI ( FH @) dE >0

n!

donc (S, (z))n>0 est majorée par f(z) : la suite est bien convergente et le rayon R de la série de Taylor de f en 0 est
supérieur ou égal a a.

b) Pour z €] — a,0[, on peut écrire :

Vn €N, [£(z) - Su(@)] < L up oy = STy ey = 2 e g
n ) xr)— T S 77— Su = ——— Su [ el B
! (n+1)! zgtgo (n+1)! xgtgo (n+1)!
car f"*) est positive et croissante. Comme |z| < R, éil_:; FHD(0) est le terme général d’une série convergente, donc

tend vers 0 quand n tend vers Uinfini. On en déduit que R,,(x) converge vers f(z) quand n tend vers U'infini.

¢) On peut écrire, pour z €10, q] :

Rn(x) _ /Oz (z — t)” f(n+1)(t) dt = "1 /1 (1 - u)n f(nJrl)(xu) du

n! 0 n!

en posant t = uxz. Comme f("*t1) est positive et croissante, on en déduit :

an 11_un n 11—Un n Rn
0= xnil) :/0 %f( +1)(xu)dug/o %f( 'H)(yu)du: yniyl)

d) Pour x €]0, al, on peut fixer y €]z,a] et on a :

0 < Ro(z) < Ru(y) (9)7”1 0

xT n—-+oo

car R, (y) a une limite finie et y/x € [0, 1[.

Nous avons donc démontrer que S, (x) converge vers f(x) pour tout « €] — a,a| (la propriété est évidente si x = 0) : f
est donc DSE en 0 et le développement est valide sur tout le domaine de définition de f.

Cas particulier : la fonction tangente est DSE en 0 et son développement est valide sur | — /2, 7/2].

+oo o n
. AL
28)| a) Pour tout z € R, on a exp(we) = Z —'emt pour tout ¢ € [0,7]; cette série converge normalement, donc
n

n=0
uniformément, sur [0, 7] : il est donc possible d’échanger somme et intégrale, ce qui donne :

+oo ™ +00 n inm +oo 2k+1
VzeR, filz) =Y~ / T
T T)= — e =7 — =T+ 2
P ol J el in £ (2k +1) (2k + 1)!

b) Fixons z €] — 1,1[. Comme |z sin®¢| < 1 pour tout ¢ € [0,7/2], on peut écrire :

fa(@) = /0”/2 +ZOO

n=0

<a> (—1)"z" sin®" t dt.
n
La série converge normalement (par rapport a t) sur [0,7/2] :

Yt € [0,7/2], ¥n € N, ’(3) (—1)"z" sin®" ¢

o
< " =«
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‘s sos sos N o . . N
avec a, terme général de série convergente (car la série entiére g ( > 2" est de rayon au moins égal a 1). Il est donc
n
n>0
possible d’échanger la somme et l'intégrale, ce qui donne :

+o00
Vo el —1,1], falz) = Z ala—1). .7.1'(04 —n+1) (1) Wapa"
n=0 '

/2
avec Wy, = / sin?" ¢ dt.
0
¢) On peut écrire, pour z €] — 1,1] :

+oo 3n

f3(z) =In(1 — 23) — In(1 — z) Z Z z" Zann

2 . 1.
en posant a, = —— quand n est un multiple de 3 et a,, = — sinon.
n n

La série obtenue est de rayon 1 donc le développement ne peut étre prolongé (sauf peut-étre en 1 ou —1).

) 1 1
e —gx el g

d) La fonction fy est dérivable sur I =] —1/cosa, 1/ cosa] et :

Veel, fila) = —— =

En intégrant, nous obtenons :

+oco .
Vrel, fi +Zb1n ((n+ 1o )x"+1: sm(noz)xn.

e) Il est possible de faire un produit de Cauchy de deux séries entiéres :

400 22n n p2ntl
Ve eR, fs(x) = Z n! Z 2n+1 n!
oo 2 k) (—1)kg2ht1
- RZMZO (n—k 2k+1)kz'
io <i: (—1)k (n)) gt
= '
n=0 \k=0 (2 1) \F "

mais le terme général du DSE obtenu n’est pas tres simple.

Maintenant que I'on sait que f5; est DSE, on peut aussi remarquer qu’elle est solution de I’équation différentielle : Va €
R, fi(z) =1+ 2xfs(x); en remplacant fs(z) par 3,20 a,z®"+1, nous avons :

+o0 +o00 +oo
Vo € R, Z(Qn + Dayz®™ =1+ Z 20,22 =1+ Z 20, 12"
n=0
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2n 4™ p)
an_1 pour tout n > 1, ce qui donne a,, = GrI(en=1) 3 = (2n+"1)!.

Par identification, on obtient ap = 1 et a,, = 2n+1

Nous avons ainsi obtenu :

vz € R, fs(z) X A 2n+1
s JB = E ]
— (2n+1)!

ce qui prouve d’autre part 'identité :

nCE ) 4
vneN, <Z 2k + 1) (k)> BRCLESY]

k=0

f) L’idée est de faire une somme (infinie) de DSE. Le probléme, c’est qu'’il faut ensuite échanger les deux sommations, ce
qui n’est pas facile car nous ne sommes pas dans le cas d’une famille sommable :

+oo n+1 +too
Vo €] - L1, fo(z) = (="

n=1 k=0

+oo +oo +oo
, ="t k(2N 1
o (@) E g -
D e T

L’astuce va consister a utiliser cette méme méthode mais apres avoir dérivé fs. En effet, le théoreme de dérivation
s’applique :

(_1)n+1
z+n

e pour tout n > 1, u, : x+— est de classe C* sur | — 1,1[;

e la série des u,(z) converge simplement sur | — 1,1[;

e pour tout a €]0,1[, > u], converge normalement, donc uniformément, sur [—a,a] :

1 < 1
@+n)? = (n—a)

Vz € [—a,a], Vn > 2, |u, (z)] = 5 qui est un terme général de série convergente

f6 est donc de classe C* sur | — 1,1, avec :
+oo +oo +o00
—-n" (=n" z\k
V - 1 1 ! = ( — k 1 _1 k -
vl =L A =3 e = L e Lk DD (2)

Nous avons cette fois, pour z €] — 1,1] :

+oo 400 k +oo “+oo

T 1 1 1
TG 4 [ S S SR S S p—
2 kZ (%) 2 AT/l ~ 2= (ol

La famille étudiée est donc sommable, ce qui permet d’échanger les deux sommes dans l'expression de f3 :

—+o0 —+o0
—_1)"
Ve €]~ L1 fol@) =) [(1)’% TR =
k=0 n=1
Il reste a intégrer ce DSE pour obtenir :
1)k+1 D™
Vo €] = 1,1[ fo(w) Z Z nk+2 e
n—i—l
On reconnait la fonction “Zeta alternée” n : s — Z , définie sur ]0,+oo[. Nous avons donc (en posant
m=k+1):
+oo
Vo el =1L folo) = 3 (—1)"n(m + 1) 2™
m=0

36



n
a) In(p,(|z])) Z (1 + > converge car 0 < In(1+ %‘) ~ oo |2ik| qui est le terme général d’une série convergente.

k=

n
b) On en déduit que |p,(z)| = H ‘1 — 2%‘ < pn(]z]) < € on £ est la limite de In(p,(|2])) quand n tend vers 4oco.

c) Si z est une puissance de 2, p,(z) = 0 a partir d’un certain rang et la suite converge vers 0. Sinon, (p,(z))n>0 étant
bornée, il suffit, pour montrer qu’elle converge, de démontrer qu’elle possede une unique valeur d’adhérence. Soient donc

A et p deux valeurs d’adhérence, avec |p| > |A|. On peut construire deux extractrices ¢ et ¢ telles que py(,)(2) I A
n—-+0oo

et py(n)(2) — u, en imposant ¢(n) < ¢ (n) pour tout n € N. Nous avons alors :
n—-+oo

n — k - .
k=g (n)+1 2 pgo(n)(z)

D’autre part, pour toute famille (ux)1<x<n de nombres complexes, nous avons :

N
Hl-i—uk )—1= Z Huk
k=1

KC[1,N] ke K
K#0

donc

N N

[Ta+uw)—1f< > T luel = [T+ usl) -

k=1 KC[1,k] k€K b1

K#0
On en déduit :
b3 2 Pol2)
-1 ] (1+2k>_1: PR
k=¢(n)+1 p<P(”)(|Z|) n—-+00

ie. a, . L. Si pu#0, an tend vers £, donc A = y; sinon, 0 < [A| < lu|=0et A=0=p

n—-—+0oQ
On a ensuite p,(0) = 1 et pyy1(2) = (1—2)p,(2/2) pour tous z € C et n € N, ce qui donne p(0) = 1 et p(z) = (1—2)p(z/2)
en faisant tendre n vers +oo.

d) Pour z € C, on peut écrire comme & la question précédente :
v e N ()= 1< T (14 5F) = 1= plleh = 1< (D) - 500)

ce qui donne |p(z) — 1| < p(|z|) — p(0) en faisant tendre n vers linfini.

+oo

Or l'application = — Z In(1 4+ 2%) est continue sur [0,1/2] (il y a convergence normale et chaque application = —
n=0

In(1+ %) est continue sur [0,1/2]. On en déduit que I’application p est continue sur [0, 1/2] en composant par l'application

exponentielle. Ainsi, p(|z|) tend vers p(0) quand z tend vers 0 : p est donc continue en 0.

e) Analyse : supposons que p admette un DSE valide sur C :

Vz € C, p(x Zan

En injectant dans la relation du c¢), nous obtenons :
“+ o0

= a a =Xa 2a
— -1
aozlet E anznz ln_ E n"+1—ao+g %Z”
n=0 n=1

nO
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Par unicité du DSE, nous pouvons identifier ces deux sommes, ce qui donne :

2
ag = 1et VHEN*, Qg = on _ 1an_1
|
2 1 —_ n
soit Vn € N, a, =2 H2k_1.
k=1
a
Synthése : soit la suite (a,)pen définie par la relation précédente. Les a, sont tous non nuls et —+% = TS — tend
an —

vers 0 quand n tend vers 'infini : la série entiere ) -, a,2™ est donc de rayon infini : notons f sa somme. En reprenant les
calculs faits dans ’analyse, nous avons g(z) = (1 — z)g(2/2) pour tout z € C. Cela donne, pour z complexe quelconque :

VneN, f(z) = (1-2)f(2/2) = (1= 2)(1 = 2/2)f(2/4) = -+ = pu(2) f(/2"F).

Comme f est continue (en tant que somme d’une série entiere), elle est continue en 0 et nous obtenons f(z) = p(z) en
faisant tendre n vers l'infini.

Nous avons donc démontré que p est DSE en 0 et que son développement est valide sur tout C :

veeC [T (1-55) = ZH“T“ 57

neN

30)[a) Soit « € R. Il existe ng tel que 1 — ¢"x > 0 pour tout n > ng. On a alors :

N N
VYN > ng, In ( H (1- q”x)) = Z In(1—q"x).

n=no n=no
Comme |In(1—¢"x)| ~1o0 |¢" |, la série de terme général In(1—¢"x) est absolument convergente (théoréme de comparaison
N
des séries & termes positifs). On en déduit que H (1 — ¢"z) a une limite strictement positive quand N tend vers +oo :

n=no

f(z) est donc bien défini.

[ vérifie trivialement I’équation fonctionnelle; d’autre part, la série > . ,In(1 — ¢"z) converge normalement sur [—a, al
pour a < 1/|q| :

+0  nk, .k

P

et an ~1oo |g|™a qui est un terme général de série convergente. On en déduit que z — In(f(x)) est continue sur [—a, a,
puis que f est continue sur [—a, a], donc en particulier en 0.

Ve €] —1/q¢,1/q[,Vn € N, |In(1 — ¢"x)

+
< Ew:w__ln(1_| "a) = a
> k = q = Qp
k=1

Si g est une autre solution continue en 0 de cette équation, nous avons :

Vz eR, VneN, f(z) = (1 —qz)flqz) = (1 —qx)(1 — @) f(Px) = = (1 —qz)(1 - ¢x)...(1 - ¢"z)f(¢"x)
ce qui donne f = g en faisant tendre n vers +o0o (¢"x tend vers 0 et g est continue en 0).
1

b) En reprenant le calcul précédent, nous avons pour |z| < — :

lql
+
In f(z Zlnl—qx ZZ

anl‘k

k

La famille ( ) est sommable, puisque :
n,k>1

nk .k

q x 100 oo |nk|x|k too

= ZZ Z—ln(l— lg|™|z]) < 400

+oo +o0
k=1 n=1 k=1 n=1

n=1
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On peut donc échanger les deux sommes, ce qui donne :

too too N ok I PLE
SEEE WEE S S

k=1 n=1 k=1

La propriété admise prouve donc que f est DSE en 0 et il existe une suite (a,,) telle que :

11 =
V:ce}—,{, flz)= anpx”
rRr A >

En injectant cette égalité dans I’équation fonctionnelle, on obtient, au voisinage de O :

“+oo +oo +oo
E anz" = (1 —qx) E anq" " = E anq" " — E ang" Tzt = qy + E n— Gn-1)q"x".
n=0 n=0 n=0

Par unicité du DSE, nous obtenons :
Yn>1, ap = (an — an—1)q".

La suite (an)n>0 est donc définie par :

_ _ _ q
ap = f(0)=1et Vn >1, an——l_qnan_l
n k
: _ (_1\n
ce qui donne a,, = (—1) H T pour tout n € N.
k=1
¢) Définissons la suite (an,),>0 comme précédemment. Comme ‘aanl = ‘ i 0, la série Z::()) a,x™ est de rayon
= n— n—r oo

infinie et sa somme g est définie et continue sur R. On a g(0) =ap =1 et

“+ o0 “+ o0

Vo € R, (1-gr)g(gz) =Y ang"a" Z ang" "t = ag + Z —an-1)q"z" = ag+ Y anz" = g(x)
n=0 n=1

donc g = f d’apres le a. Ceci démontre que f est DSE en 0 avec :

+oo —+oo n qk
Vo € R, H(l —q"z) = Z(—l)” (H = qk> "

n=1 n=0 k=1

+o0o n \2k+1
Soit x € R. Pour tout n € N, sin(¢"z) = Z(—l)k ((qQkxj-l)' On peut donc écrire :
k=0 '

400 [/+oo kqn(2k+1)x2k+1
= L
1(@) nz:% 1;)( ) 2k + 1)
g2t g 2k+1

Notons oy, = <(—1) (2k+1)!)n>0 o Nous avons :

e pour tout n, >, | k| est convergente et

“+ o0

n
D okl = sh(lg"x]),
k=0
e comme |sh(¢"z)| ~ |¢"z| quand n tend vers I'infini, avec |¢| < 1, la série D -, ( ;::OB |an7k|) est convergente,
donc la famille (ay, k)n>0,k>0 €st sommable et nous pouvons échanger 'ordre de sommation, ce qui permet d’écrire :

o CDF S ok ki1~ (—D)F 1 241
f(x) = Z (Q(k +)1) (Z gt )> p? = Z (2<k +)1) 2R L

k=0 n=0 k=0

f est donc développable en série entiére en 0 et son développement est valide sur tout R.
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Etude sur le cercle d’incertitude ou au voisinage d’un point de ce cercle

32)[a) Comme il y a convergence pour = 1, on a R > 1. Pour montrer qu’il y a convergence uniforme sur [0, 1], il suffit
de montrer qu’il y a convergence uniforme sur [0, 1] (car il y a convergence en 1). Comme souvent, un théoréme d’Abel se
prouve en faisant une transformation d’Abel! Pour z € [0, 1], nous allons montrer que le reste de la série de terme général
anz™ tend uniformément vers 0 sur [0, 1[. Posons donc R,, = Z;:;L_H ay, pour tout n € N. Pour z € [0,1] et n € N, nous
avons :

N N
VN >n+1, Z apz® = Z (Rg—1 — Rk)xk = R,z"T! RNx Z Ry (z" — ¥ )
k=n+1 k=n+1 —)O k=n+1

N—+o0

Comme le terme de droite de ’égalité a une limite quand N tend vers l'infini, il en est de méme du terme de gauche, ce
qui donne en faisant tendre N vers U'infini :

+ o0 400
T WP S NEC R

k=n+1 k=n+1
On obtient donc :
+oo +o00
Z arpz®| < |Rn|+ (1 —2) Z | Ry |z !
k=n-+1 k=n-+1

Pour ¢ > 0, il existe ng tel que Vn > ng, |Rx| < e. On a alors, pour n > ng :

E akx

k=n-+1

V€ [0,1], <e+(1—-x) Zax t=e(l+a") <2

k=n+1

Nous avons ainsi montré que ), -, anz™ converge uniformément sur [0, 1], puis sur [0, 1].

On en déduit que f est continue sur [0, 1], comme limite uniforme d’une suite de fonction continue (les sommes partielles
sont continues car polynomiales).

b) Nous sommes dans chaque cas dans le cadre du a) et en particulier f(z) tend vers f(1) quand z tend vers 1.

S~ (D
e Exemple 1:Vz € [0,1], f(z) = Tm" =In(l+x) donc A= f(1) =1n2;
n=1
e Exemple 2 : Vx € [0,1], f(z) = +ZOO (=D 2?1 = Arctan(z) donc B = f(1) = T
X p . ) ) ~ 27’L+ 1 - — 4 )
—+oo
e Exemple 3 : Vz € [0, 1], Z(fl)”x“ =11 donc, par intégration de ce DSE :
n=0
+oo
(=D" ans1 /x !
v 0,1 = = dt
ve[01 fl@) ;4n+1x ) 1+t

1
ce qui donne C = f(1) = / 1ot dt. Les courageux pourront terminer le calcul :
0

L1 2vEr 1 2B VR 2evE VI
I+zt 422 \Rx+1 4x2+\/§m+1p 8 2-v2 8

1 1 4

= - — 4 —— 2n+1
nn+1)2n+1) n 2n+1 n+1

e Exemple 4 : on a

. Nous allons multiplier ce terme par x et sommer,
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pour que les séries obtenues se calculent (un peu) plus facilement :

+oo 2n+1 oo ontl I 2041 T pontt
T T T
1 = g =
Vo € [0,1], f(z) n(n+1)(2n + 1) Z n n+1 2n+1
n=1 n=1 =1 n=1
In(1 — 1
C (1) =) < e x)
€T 1 — T
—1)2
_ —ln(lfx)M In(1+ )( z+1)° + 3z

X

_ 2
ce qui donne enfin D = f(1) = lim {ln(lx) (z—1)% —In(1 + ) M
x

+3x} =3—-4In2.
1- T

n

¢) En posant Vn € N, ¢, = g agbn_r, supposons que les séries de termes généraux a,, b, et c, soient convergentes.
k=0

D’apres le a), les fonctions

o0 +oo +oo
f: x»—>Zanx", g: x»—>anx" et h: x%chx"
n=0 n=0 n=0

sont définies et continues sur [0,1]. Comme f(z)g(x) = h(x) pour tout = € [0,1], la continuité de f, g et h donne
f(1)g(1) = h(1) : le produit de Cauchy des deux séries a pour somme le produit des deux sommes.

Autrement-dit, pour deux séries a termes complexes convergentes, le produit de Cauchy des deux séries ne peut converger
que vers le produit des deux sommes.

1
n+1
Comme S,, = (n+1)o, —nan,l, on en déduit que S, = O(n), puis a,, = S;, — Sp,—1 = O(n). Par théoréme de comparaison,

le rayon de convergence R de la série entiere ano anz™ est supérieur ou égal a celui de la série ano nz™ : on a bien
R>1.

n

d) Supposons que o, = Z & —+> S et notons o_; = 0. Nous avons alors o, = O(1) puisque o,, tend vers S.

Pour faire apparaitre naturellement les S,, puis les o,,, nous allons faire un produit de Cauchy avec la série géométrique
Y om0 2" Nous pouvons écrire :

1 =
va € [0, 1], ff(x) = an z"

Yz e [0,1], (1—x Zonn—&-

On peut écrire o, = S + ¢, avec &, —+> 0, ce qui donne :
n——+0oo

400 +oo +oo
Vo € [0,1], f(z)=(1—2)? Z(S +en)(n+1)2™ =5 (1 —x)? Z(n +1)z" + (1 — z)? an (n+1)a"
n=0 n=0 n=0
=S =R(z)

Il reste donc & montrer que R(z) tend vers 0 quand = tend vers 1, ce qui se fait avec une preuve de type Cesaro : fixons
e > 0. Il existe ng € N tel que |e,| < & pour tout n > ng. On a alors :

no—1 “+o0
Vo e [0,1], |R()] < (1-2)* ) |ealln+Da" +e(1—-2)* Y (n+1)a"
n=0 n=ng
no—1 +oo
< (1-2)* ) leal(n+ D"+ (1-2)* > (n+1)2"
n=0 n=0
=1
’I’Lofl
< (1-2)* ) leal(n+ 12"+
n=0
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'n.()—l
Quand z tend vers 17, (1 — x)? Z len|(n + 1)z™ tend vers 0. Il existe donc 7 €]0, 1] tel que
n=0
’I’Lo—l
Vo el —n, 1, (1—2)* > |enl(n+Da" <e.
n=0
Nous avons donc démontré :
Ve >0, In€]0,1[,Vz €]1 —n,1[, |R(z)| < 2¢
ce qui est la définition de la convergence de R(x) vers 0 quand x tend vers 1~.

Remarque : dans cette question, on compare deux généralisations de la notion de convergence d’une série (ces notions
ont été introduites dans le cadre de I’étude des séries de Fourier). Quand une série ) . a, ne converge pas, on peut
essayer de définir une convergence en un sens plus général :

. L. N . So+---+ 8 o .
e on dit que la série converge au sens de Cesaro si la suite o, = TTL converge : la limite de cette suite est
n
+oo
alors appelée somme de la série E an au sens de Cesaro et notée E an ; le théoreme de Cesaro affirme que si la
n>0 n=0
- C
—+oo +oo
série converge au sens usuel, elle converge au sens de Cesaro avec E an = E an;
n=0 n=0
C
e on dit que la série converge au sens d’Abel si la série entiere E anz" est de rayon R > 1 et si Z::E) a,x” a une
n>0
400
limite S quand x tend vers 17 ; la valeur S est alors appelée somme de la série E a, au sens d’Abel et notée g Q.
n>0 n=0
- A
+oo +oo
La question a) prouve que si la série converge au sens usuel, elle converge au sens d’Abel avec E an = E Q.
n=0 n=0
A
+oo +oo
La question d) prouve que si la série converge au sens de Cesaro, elle converge au sens d’Abel avec E an = g a,. Ainsi,
n=0 n=0
A C

la convergence d’une série au sens d’Abel est plus générale que celle au sens de Cesaro.

En exercice, on pourra s’amuser a généraliser encore Cesaro : la série converge au sens de Cesaro “d’ordre 2”7 si 0y, 2 =

n+1
“d’ordre k” si 0, a une limite quand n tend vers 'infini, ol on a posé :

a une limite S quand n tend vers l'infini. Plus généralement, on peut parler de convergence de Cesaro

On,0 = Sp pour tout n € N;
Onk+1 = SOkT T Tk pour tous n € N et k € N.
’ n+1
—+oo
Si la série converge au sens de Cesaro d’ordre k, on note Z ay, la limite de 0, quand n tend vers 'infini. La convergence
nc=kO

de Cesaro d’ordre 0 est la convergence usuelle, celle d’ordre 1 est la convergence au sens de Cesaro.

On a alors d’apres le théoréeme de Cesaro

—+oo —+oo +oo —+oo
” . .
Vk € N, E a, existe = E a, existe et E a, = E an
n=0 n=0 n=0 n=0
Ck Ck+41 Cr+1 Ck
et en généralisant la preuve du d) :
+oo —+oo —+oo +oo
Vk € N*, E a, existe — E a, existe et E a, = E an,

n=0 n=0 n=0 n=0
Ch A A Ch,
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33)[a) La fonction f est croissante sur [0, 1], donc elle a une limite ¢ (finie ou infinie) en 1. Nous avons :

Vn €N, Vz € [0,1], Zakﬂﬁk < f(z)
k=0

donc, en faisant tendre x vers 1 :

n
Vn € N, Z ap < £.
k=0
n
Ceci impose ¢ = +00, puisque Z ay tend vers +o0o quand n tend vers l'infini.
k=0

b) Nous allons faire une preuve de type Cesaro : fixons € > 0; il existe ng € N tel que :
Vn > ng, |an — bp| < eay.

On a alors, pour z € [0,1] :

Tlofl nofl ’I’Lofl

1f(@) = g(@)| < Y lan —bola" +& D ana™ < > an — balz” + e f(2).
n=0 n=0 n=0

no—1
Comme f(x) tend vers 400 quand z tend vers 1 et Z |an, — byp|z™ a une limite finie en 1, il existe i €]0, 1] tel que :
n=0
’I’Lofl
Ve ell-nal Y fan - bula" << f(x).
n=0

On a alors :
vz 6]1 =1 1[> |f(£C) - g($)| < 25f($)7
ce qui traduit que g(z) est équivalent & f(x) quand x tend vers 17.

c¢) La fonction ¢ : & — In(1+ ) est continue et croissante sur I = [0, oo, qui est stable par ¢. On en déduit que la suite
(cn)nen est définie et monotone. Comme ¢(z) < x pour tout = > 0, (¢,)n>0 est décroissante : elle converge donc vers 0,
qui est le seul point fixe de .

Nous allons calculer un équivalent de ¢,, a 'aide d’une méthode assez classique :

1 1 1 1 (1 n Cn +of )) 1 4 1 +o(1)
= = =— — +o0(cy)) = — 4= +o0(1).
1 Im(l+4e,) cn—c2/240(c2) cp 2 cn 2

1 1 n
On en déduit que — — converge vers 1/2 et le théoréme de Cesaro donne — ~ 5 soit ¢, ~ —.

Cn+l Cn Cp, Fo0 +oom

Le rayon de convergence de f est donc égal a 1 et la série diverge pour z = 1 (comparaison avec la série harmonique). Par
contre, il y a convergence en —1 d’apres le théoréme spécial des séries alternées (a,, décroit vers 0).

On peut ensuite appliquer le b) avec by =0 et VYn > 1, b, = % :

+oo2

fx) ~q- Z Em" =—-2In(1—2x).

n=1

Notons », -, anx™ cette série entiere (on pose donc a, = 1 si n est un carré, a, = 0 sinon).

La série diverge quand z =1, donc R < 1, et |a,| < 1 donc R > R (ano x”) =1, donc R=1.
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Soit x €]0,1[. L’application ¢ : ¢ — gt = et’InT egt continue, décroissante et intégrable sur [0,4+o00[. On peut donc

écrire : . oo .
A @@&<Z¥MK¢@+A o(t)dt

On a ensuite, en posant u =tV —Inxz :

/ o(t)dt = / el ine gy = / e qu = YT
0 0 vV—Inz Jo 2v/—Inz

Comme ©(0) est négligeable devant cette quantité quand z tend vers 1, on a :

SR
or 1-2¢/—Inz

NG
+oot

Soit = €]0,1[. L’application t — 2_ est décroissante sur [1, +o0[, donc la méthode de comparaison intégrale-série
d

onne ’encadrement : ,
T

+oo
at < f(a )<x+/1 %dt.

Vi

Le changement de variable © = —tIn z donne ensuite :

+o0 rt
—dt = 7d
/1 \/i VvV — lnx/lnx "

+o0 e~ U o0 e~ U
Quand z tend vers 17, / —— du tend vers / ——du=T(1/2) = /T #0; on en déduit :
—Inz \/ﬂ 0 \/a ( / )

puisque x est négligeable devant \/%m au voisinage de 1.

a) On fait une preuve de type Cesaro : pour € > 0, il existe K € N* tel que \ﬁ < e. On a alors, pour tout = > 0 :

K—-1 fZ}’k —+o0 k: K-—1 CCk
0< f(m)e ™ <e™® +ee® <e +
f(@) — KWk K ; Wk
—— —
<e® =Pg (z)

Comme Pk est un polynome, il existe a > 0 tel que :

K-
Vo >a, e ” Z <

k=1

On en déduit donc :
Ve >a, 0< f(z)e™ < 2

ce qui prouve que f(x) est négligeable devant e® au voisinage de +o0.

b) Y admet un moment d’ordre 2, donc on peut lui appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V()
a2

Va >0, P(Y - E(Y)| > a) <
Comme E(Y) =V(Y) = z, cela donne :

1
P(lY —z| >ex) < o, = = O(1/x) au voisinage de + oo.

44



c¢) Nous devons montrer que ¢(z) = f(z)e™*/x tend vers 1 quand = tend vers +oo. Fixons a > 0 et choisissons € €0, 1]
1
<14+ aet ——— > 1 — «. Le résultat précédent prouve qu’il existe a > 0 et M > 0 tels que :

1
1—¢ vV1+e

tel que

k
M
Vz > a, Z 67“"% < —
T

|k—z|>ex

Ecrivons alors, pour x > a :

=V Y e e "
|k—z|>ex k \/E |[k—z|<ex k'\/E
=p1(z) =p2(x)
Nous avons (vVEk > 1) :
0< <Vz ezt M
p1(x) <z Z e o < ﬁ
|k—z|>ex

Il existe donc b > a tel que :
Va > 5,0 < pi(z) < o

La somme qui définit @y porte sur les k compris entre (1 — &)z et (14 ¢)z. Nous pouvons donc encadrer v/k pour obtenir,
toujours pour = > a :

ok NZ3 zF vV x 1
(1-a) Z e — < — Z e — < po(x) < —— Z e " — < <l+a
|k—z|<ew & (1+e) |[k—z|<ex k! \/m |k—z|<ex k! Vi—e¢

—_——
=A(z) <1
L o
OrA(z)=1-a)|1- Z v (1-a)(1+0(1/x)) = 1 — «, donc il existe ¢ > 0 tel que

Ve > e, Alz) > 1— 2.

On en déduit :
Vo > max(b,c), 1 —2a < p(z) <14+ 2a

ce qui acheve la preuve.

Une étude élémentaire de la fonction ¢ : & —— In(1 + ) sur U'intervalle stable [0, +oco[ montre que (a,,) est positive,
décroissante et de limite nulle (0 est le seul point fixe de ). On en déduit que a,41 est équivalent & a,, et donc le rayon
de la série entiére est égal & 1 (critére de d’Alembert). Quand & = —1, la série est convergente car (a,) décroit vers 0
(théoréme spécial des séries alternées). Pour étudier la convergence quand 2 = 1, nous allons calculer un équivalent de a,,
au voisinage de +o00. Nous avons :

1 _i_an—ln(l—&-an)_an—(an—ai/z‘f‘o(a%)) 1
Uny1  Gn  apln(l+a,) ap In(l + ay,) n—+too 2’
1 1 1 1
En appliquant le théoréme de Cesaro, on en déduit que — — — = — Z —— —, 80it ap ~ioo —.
na, nag n o= ak+1 n—+oo 2 2n
Ceci prouve que f(x) n’est pas définie quand = = 1 et que
+oo
x In(1 —z)
f(I)lenz:%2n__ 9 ’

en appliquant le lemme classique :

Si ano an,x™ et ano byx™ sont deux séries entieres de rayon 1 avec @, ~4o0 bn, by > 0 et ano b, divergente, alors
+oo

g(z) = Z bpa™ tend vers +oo quand x tend vers 1~ et f(z) = Zn o anx™ est équivalent & g(x) au voisinage de 1.
n=0

Preuve du lemme :
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e La fonction g est croissante sur [0, 1[; si elle ne tendait pas vers +oo, elle aurait une limite finie ¢ et on pourrait
écrire : .
VneN, Vz €[0,1], Zbkmk <g(z) <L
k=0
En faisant tendre x vers 1, on aurait :
n
YneN, Y b, </
k=0

ce qui contredirait la divergence de la série & termes positifs ) . by serait convergente.

e Soit € > 0; il existe ng tel que |a,, — b,| < eb,, pour tout n > ng. On a alors, pour tout = € [0,1] :

no—1 +oo

[f(@) —g(@)] < Y Jar —bela® +2 ) brat
k=0 k=ngo
~———
<g(z)

Comme 220261 lay, — bi|x* est négligeable devant g(x) au voisinage de 1 (car g(x) tend vers +00), il existe n €]0, 1]

tel que :
no—l
Vo €]l —n, 1], Z lag, — by|a® < eg(x).
k=0
On a donc :

Ve el —n, 1, [f(z) — g(x)] < 2e9(x)

Ce qui prouve que f(z) est équivalent & g(z) quand z tend vers 1~.

Equations différentielles et séries entieres

38)| On procede par analyse synthése : détaillons la méthode avec la premiere équation.
+oo

»—0 Gnx™ soit une solution non nulle de I’équation sur un intervalle | — 7, 7[ avec r > 0. On a

a) Supposons que f(z) =

alors :
+oo +oo +oo

Vo el —nrr[, (2% + 1) Z n(n —Da,z™ % + Z(n + Dapyra™ + Z anz" =0

n=0 n=0 n=0

que I'on peut écrire sous la forme :

+oo
Ve e]—rr, Z (n(n—Day, + (n+ Dnaps1 + (n+ Dapyr +an) 2™ =0

n=0
Par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle sur | — 7, r[, nous obtenons :

n?—n+1

Vn € N7 Ap+1 = _W

Qn

soit
n—1

CD T2 — k4 1),

(nt)? k=0

Comme f est non nulle, ag est non nul et il ne semble pas possible de trouver une expression plus simple de a,,.

VYn €N, a, = ag

Réciproquement, soit (a,)n>0 la suite définie par la donnée de ag € R* et la relation de récurrence précédente. La suite

—+o0
(an) ne s’annule pas et a’a”‘ﬂ tend vers 1 quand n tend vers l'infini. La fonction f : z —— E anx™ est alors définie
n
n=0
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et de classe C* sur | — 1,1] et le calcul fait dans l’analyse prouve que f est solution sur cet intervalle de ’équation
(z+2*)y" +y +y=0.

Nous avons ainsi démontré que les solutions DSE de ’équation sont définies sur | — 1, 1] et proportionnelles & la fonction :

. k=0 n
fo.x»—>K7;) ()2 x".
b) La relation s’écrit cette fois : ¥n € N, (n + 2)(n + 1)ays2 = —(an® + (b — a)n + ¢)a,. 1l est plus simple d’étudier

séparément les termes paires et impairs : pour « et 5 quelconque, nous pouvons définir les suites (o) et (5,) par :

alp+1)2+(b-a)2p+1)+c
(2p+3)(2p+2)

4ap® +2(b—a)p+c
(2p +2)(2p +1)

ao=1p0 =1, apy1 =~ ap et fpp1 = — By

et les séries a2 et Y- o, BpzP sont de rayon 1 par la régle de d’Alembert (sauf si @ ou j3). Les fonctions

—+o0 +oo
fi: z— Zapxzp et fo: v Zﬂple’“

p=0 p=0
sont alors deux solutions DSE sur | — 1, 1] qui engendre I'espace des solutions DSE.
L n 27 (n!)? . . , .
c¢) On obtient ici ag =1 et a, = ————an—1 = (—1)"———. Toujours avec la régle de d’Alembert, ceci permet de
2n+1 (2n+ 1)!

n 2
définir une série entiére de rayon 2 et sa somme f: z —> Z:i%(—l)" (22751!1))!,%" est solution du probleme de Cauchy sur

] —2,2].

d) On obtient cette fois : ap =1, a1 = 1 et ap42 = —2_a, pour tout n € N. Nous obtenons ici une série entiére de rayon

n+2
infini dont la somme est bien connue :

= on = 1 >

Ve e R, f(z) = Z(—l)" BEn—2).. @ 2" = Z(—l)"ﬁ =",

n=0 n=0

e) Ce calcul est un cas particulier de la question b), en remplacant (a,b,c) par (=1, —1,—a?). On vérifie facilement que
la fonction f : z +—— e®ATINT egt solution de 'équation sur | — 1,1[. Comme f(0) = 1 et f/(0) = a, le théoréme de
Cauchy-Lipschitz s’applique (les fonctions # — 1 — 2%, 2 — —x et  — —a? sont continues sur | — 1, 1[ et la premiere
fonction ne s’annule pas) et f = fi + afs. Nous avons donc ici

“+ o0 + o0
Vl‘E] _ 1’1[’ @ Arcsinz :Zap$2p+26px2p+l
p=0 p=0

en posant ag = 1, Bg = a et pour tout p € N :

(2p—a)(2p+a) 2p+1—a)2p+1+a)

Qpp1 = ————L et = :
= (g )2 1) O o e @3ty
39)|a) On a ntl _ (n+ 1)° __ntl 1/4 donc R = 4 (critére de d’Alembert)
an (20 4+2)2n+1)  2(2n+1) no+oo B '
b) Nous avons donc, pour z €] — 4, 4] :
VneN, 22n + Dap2™™ = (n 4 Daya™ ™
donc
+00 +o0 +oo too
4 Z(n + 1)an+1:17"+1 -2 Z Apprz™ = Z na,z" 1 + Z apz"t!
n=0 n=0 n=0 n=0
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soit 4z f'(z) — 2(f(x) — ag) = 22 f'(x) + xf (z). Comme ag = 1, f est donc solution sur | — 4, 4] de I’équation différentielle :

x(d—2)y =2+ x)y —2

¢) On résout I'équation sur I =]0,4[ (intervalle sur lequel le terme qui est en facteur de 3’ ne s’annule pas) : ’équation

x
homogene a pour solution y = K —————~ et la méthode de variation de la constante conduit & :
(4 )3/2
—x
V4 — 2 [4—
K = o¥Yi— Tt _ =2 .
x3/2 x x
4—z
On integre cette fonction en posant u = :
=-2 =4 = 4(u — Arctanu) + Cte.

Il existe donc une constante réelle C' telle que :

vz €]0,1], f ( <\/7 Arctan

On fait ensuite un développement asymptotique au voisinage de O :

V)

4—x 2+0(x) 2
T Vr e

e Arctan - 25—&—0(1),
.(4\/5)3/2_{(1+O( );
donc < O
f(m):(ﬁ+0—2ﬂ+o(1)>{f(l—i—O(m))zl—i— _87T\/$E+0(\/§).

- 0, soit C' = 2. Ainsi :
[4—x [4—x N
= (4( - — Arctan x) +27T> m

S 42
Z = f(1) = ((\[ Arctanf)—l—%r)ng-kﬁw\/g

Comme f est dérivable en 0, on a

ce qui donne enfin :

Divers

40)|a) Munissons M,,(C) d’une norme d’algébre. Nous avons, pour M € M,,(C) telle que ||M|| <1 :

VN €N, <Z Mk> =1, — MNH! (1)
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Comme || M*|| < [|[M]|¥, la série de terme général M* converge et MN*! tend vers 0 quand N tend vers I'infini. En faisant
——

“+oo
X (Z M’“) =1,
k=0

Ceci prouve que I,, — M est inversible et donne le DSE de la fonction inverse au voisinage de I,

TGSC
tendre n vers l'infini dans (1), nous obtenons donc

“+o0
VM € Mo (), [IM|| < 1= (I, - M)~ =3 M.

—1i0

— A) est inversible pour 7 > Ret 6 € [0,27], avec :

En choisissant R > ||A||, re?’I, — A =re¥(I, — ¢

—i0 T —iph too  —i(p+1)6
: _ e " e e
(reI, — A)~t = E AP = E Z AP
r ‘ TP ‘ rp+
p= p=
*t(p+1)9

Pour k € Net r > R, la série E rhtleilk+1)fe AP converge normalement, et donc uniformément, par rapport a
sur [0, 27]. Sa somme est donc une fonctlon contlnue de 0 et il est possible de l'intégrer sur [0, 27] et d’échanger U'intégrale
et la somme infinie :

2w +o0 27
1 phtleik+1)0 (reiefn —A)"tde = Z rk=p 1 / k=0 g9 ) AP = A
27 0 2m 0

p=0

=0k,p

b) Notons P = ag+ay; X +---+a, 1 X" ' +a, X" = det(X I, — A) le polyndme caractéristique (normalisé) de A (a,, = 1).
Nous avons alors, pour r > R :

n 1 27 ) )
P(A) = Z 27/ phHLei(k1)0 (neif 1 4)=1 g
k=
1
= 7/ ar(re’)* (reI, — A)~' do
_ i re"a) (CO ( ie[ *A))Tde
- 27 det det(rei?I, — A) m{re=in
1
= / e'? (Com (re'I, —A)) do

On peut alors écrire

e’ (Com(reI,, — A)) Z P M, (

ou My(0),..., M,(0) sont des matrices qui dépendent continument de . En intégrant, nous obtenons

A)=>"r"M, =0
p=1

n
avec My, ..., M, € M,(C). Chaque coefficient de la matrice Z rP M), est un polynéme en r de valuation > 1 et constant
p=1
pour r > R : ces polynoémes sont nuls et P(A) = 0.
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41)[a) On a , pour tout x €] — 1,1 :

nl2n 22n=Inl(n —1)!

+oo ,q
mz(;) 71+Z n12n73)(2n75)... *1+Z 71271—,2)11”.
n=0

b) Nous avons :

(2n — 2)! 27m(2n — 2) e~ 2 +2(2n — 2)2n—2 L g
ST —7 ~ioco 5 4o =N .
22n=Ipl(n —1)! 92n—1 ( 27(n — 1) e~ (n — 1)n—1) 2y/m

lan| =

On en déduit que la série entiere ) -, an2" est de rayon 1 et qu'il y a converge normale sur le disque fermé D = {z €
C, |z| < 1}. La fonction g est donc en partiuclier continue sur D, comme limite uniforme d’une suite de fonctions continues.

On a g*(z) = 1+  pour tout = €]1,1[; comme h: z+— 1+ z et g sont sommes de séries enti¢res de rayons au moins
égaux & 1, on en déduit que g et h coincident sur le disque ouvert {z € C, |z| < 1}. Par continuité de g et h sur D, nous
avons :

VzeD, g*(z) =1+ 2.

42)|a) Il y a convergence pour z = —1 (série harmonique alternée) et divergence pour z = 1 (série harmonique), donc le
rayon est égal a 1.

b) Remarquons tout d’abord que pour x €] — 1,1[, on a f(z) = In(1 + 2) et e/(®) = 1 + z. Nous allons montrer que cette
résultat se prolonge au domaine complexe.

L’application v : t — f(zt) est de classe C* sur [0, 1], avec

+oo

Vt € [07 1], 1#’(1)) — Z(_l)n—ltn—lzn —

n=1

z
1+tz

En notant ¢(t) = a(t) +ib(t), a et b sont de classe C* et (t) = e*") (cosb(t) + isinb(t)); on en déduit que ¢ est de classe
C! sur [0,1], avec

o' (t)e®™® (cosb(t) + isinb(t)) + e @ (t) (— sin b(t) + i cos b(t))
= (d'(t)+ib'(t )) o) (cos b(t) 4 isinb(t))

= P'Ot) = T @t).

©'(t)

1—|—t

Ainsi, ¢ est solution sur [0, 1] du probléme de Cauchy

P: (y/zlftz y(0) =1)

z
Comme l'application ¢ — 1 est continue sur [0, 1], P posséde une unique solution : comme t — 1 + tz est solution

+tz
de P, on en déduit que p(t) = 1 + tz pour tout ¢ € [0, 1]. Ainsi, pour ¢ = 1, on obtient ef(*) =1 4 2.

Exercices X-ENS

43)| Quitte & diviser f par f(zp), nous pouvons supposer que f(zp) = 1. f est ainsi définie au voisinage de zp et il existe
r > 0 et une série entiére ) ., a,z™ de rayon R au moins r tels que :

VheC, |h|<r= f(zo+h) = Zanh”
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La fonction g est bien définie au voisinage de zg et la relation f(zo + h)g(zo + h) = 1, valable pour |h| assez petit, nous

invite a chercher une série entiere > - b,2" qui soit 'inverse de 3 -, an2™ pour le produit de Cauchy formel. Comme
ag = 1, il existe une unique suite (b,,) telle que :

Vn € N, Zan_kbk =0

k=0

Si nous montrons que la série Y ., b,2" est de rayon non nul R’, nous aurons par produit de Cauchy :

Vh € C, |h| < min(r, R'), f(z0 + h) Zb =1

ce qui prouvera le résultat demandé :

Yh e C, |h| < min(r,R"), g(z0 + h) Z bph™ =

Comme R est non nul, fixons p €10, R[. La suite (a,p™)n>0 est alors bornée par un réel M > 0, ce qui donne :

M
VneN, |a,] < —.
pn

Nous avons by = 1, puis :

M
[ ] |b1|:|—a1b0| |a1|§7
P
M MM MI1+M
o |ba| = | —agbp —ar1bi| < — +— — = ¥,
P pp P
M MM MMI1+M M(1+ M)?
o|b3|:|—a3b0—a2b1—a1b2‘§73+727+7 ( : >: ( : )
P pep P P p
ce qui permet de conjecturer I'inégalité :
M1+ M)t

Vn > 1, |by| <

T

que nous prouvons par récurrence forte : la propriété est vraie pour n = 1, 2 et 3. Soit n > 1 et supposons qu’elle est vraie
pour tout entier compris entre 1 et n. Nous avons alors :

|bry1]l = | —ant1bo — anby — - — a1by|

M N M M1+ M)F!

< gt

— +1 +1—k k
P Pl p
M n—1 .

k=0

M (1+M)"™ -1

= — (1+4M——r
pn+1( " <1+M)—1>

MO+ M)

- pn+1

et la propriété est vérifiée au rang n + 1.

M@+M)"1 ) p
1+ M

Nous avons ainsi démontré que R’ > R Z > 0, ce qui acheve la preuve.

n
n>0 p

o1



44)[a) On a 1 <Inn < n pour tout n > 2, donc 1 = R(D>2") > R(f) > R(D>_nz") =1: f est de rayon 1. Comme la
série diverge grossierement quand z = +1, f est définie sur I =] — 1, 1] et elle y est de classe C*°.

1
b) On a a, ~ —— donc g est de rayon 1 et il y a convergence normale sur [~1,1]; g est donc définie et continue sur
[-1,1]. On a, pour tout N > 2 :

N N 1 N
nz::lan = —1+Z[lnn—ln(n—1)—n}zlnN—Zn

n=2 n=1
2N+1 2N+1 1 2N n
—1)" — _1\n+1 - _1\n
S DM = 1+ > () S ()
n=1 n=2 n=2
N (—1)nt (2 2 4 2N 2N )
= Zi—i—ln —X =X = XX X
~ n 1 3 3 2N -1 2N +1
B EN:(—WHHD 2x4x-x (2N) ZX 1
= I1x3x--x (2N —1) 2N +1
_ i (_1)n+1 o ( 24N(N!)4 >
- 2
~ n (2N + 1)[(2N)Y]

™

On a donc ¢g(1) = —v (constante d’Euler) et g(—1) = In(2) + In (2

) = In(7) en utilisant I’équivalent de Stirling :

24N (N1)* 2N (VorNNNe M)t x

@N + D[22~ 2N[VArN (2N)2Ne2N2 ~ 2

c)Pourze]—1,1[,ona:

+oo

(@) = o + z::z (lnn Cn(n—1) - i) o = i(lnn)x” - +zj(1nn)mn+1 - i % — (1—a)f(z) + In(1 - 2)
don f(z) = 4D~ =) . l_n(xl =) On en déduit :
. fla) —— 9(*1); 2 0, done f(x) ~n \/z
. fla)n LD

n
On peut retrouver cet équivalent en utilisant le résultat classique : en posant S, = Z T pour tout n > 0, on a :
k=1

e lnn~S,;

® Vn =0, S, >0;

) Z S, diverge;

n>0

= n X = n —In(1—2x)
donc f(I') 1’j ZOS"I = Z ? OfE = ﬁ

n=1 n=
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45)|a) Nous avons :

27 o2 - o S
= seePar= o [ e Fren a0 = 3 anr / " F(rei®) do
T

2 2T
0 0 nenN neN 0

car il y a convergence normale par rapport & 6 sur [0, 27] :
Vn €N, V0 € [0,27], |anr™e™ f(rei)| < |a,r"| M,

ol M, est la borne supérieure de f sur le compact {z, |z| =}, et |a,r™| M, est le terme général d’une série convergente.
De la méme fagon, nous obtenons pour tout n € N :

1 2r _ 1 2 +oo _ +oo 1 2
) emef(re’e)dGZ%/o emegwrmem@do—ﬂ;%rm%/o ein=mP g = g "

1 27 )
car — / eln=mfqg = On,m- Nous obtenons donc :
2m Jo

1 2w .
o [ )P o= Jaf*r".
0 neN
b) Le résultat précédent donne donc :
+0oo 1 27 )
v 0.1 3 lonf’r™" = %/0 F(re®)[2d0 < C2.

Pour tout N € N, nous pouvons donc écrire :

N
Vre (0,1, D lan>r* < C?

n=0
puis
N
D> lanf* < M2
n=0

en faisant tendre r vers 1. Ceci prouve que E lan|? converge : comme les a,, sont des entiers, ils sont nuls & partir d’un
n>0
certain rang.

1
Soitte]—l,l[;onaﬁ>0pourtoutk€N* et :
Ko K
_ k
k=1 k=1

Comme 0 < —In(1 — t*¥) ~, o t* qui est le terme général d’une série convergente, le produit partiel converge et f(t) est
bien défini.

Soit t €] — 1,1[ et K € N*; on peut écrire, en faisant des produits de Cauchy de séries de rayon 1 :

K 1 K “+oo “+oco
et =Tl = TS ) = St
k=1 k=1 \n=0 n=0

I est cependant plus facile d’obtenir une expression des p, g en utilisant le cours sur les familles sommables : la famille

1 )
<tn1+2nz++,KnK est sommable, puisque :
ni,ne,...,nk €N

n1=0 nx=0

1
tnit+2ne+-+Kng

oo

= < .
11 1— [t oo
k=1
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On peut ensuite faire une sommation par paquets :

1
) = Y

ni,...,nKgEN

+oo
— § ' § : tn1+2n2+~~+KnK
n=0 ny,mog,..., n g €N

t.q. n1+2ng+--+Knpg=n
+oo
— n
- § pn,Kt
n=0

avec VYn € N, p, g = Card ({(nl,ng,...,n;{) eNE ni+ 204+ Kng = n})

On remarque ensuite que p,, x = p, dés que K > n. On a donc p, gt" K—> pn, pour tout n € N. Nous avons d’autre
—+0o0

part :
Vn e N, VK € N*, |p, xt"| < pn|t]" (1)
Comme :
N N +oo
YN €N*, VK >N, > polt]" =D puxlt]” < poxlt” = fu(|t) < £(t])
n=0 n=0 n=0

Dn|t|™ est un terme général de série convergente (série a termes positifs dont les sommes partielles sont majorées). L’inégalité
(1) prouve donc que la série Z:i% Dn, k" converge normalement, donc uniformément, par rapport a K. Nous avons donc
le droit d’échanger la somme infinie et la limite :

+oo
n=0

a) Soit (by)n>1 une suite complexe quelconque et N > 1. f admet un DL a lordre N en 0 :

N
= Z anz™ + o(zN)
n=1

et nous pouvons composer f et gy = Ziv:l bp2™ au voisinage de 0 (car g(0) = 0) et composer les deux DL :

N

fogn(z Zan (Zbk2’> + o ()N):chz”Jro(zN)

n=1
avec pour 1 <n < N :
cn:albn+a2< Z bilbi2>+"'+an< Z bil---bin>~
i1+iz=n i1+t i =n

En particulier, ¢; = a1b;. Par identification, on obtient qu’il existe une unique suite (by,),>1 vérifiant la propriété imposée,
définie par :

1 1
blzaetanQ, bn:—a;ak Z bi1~-~bik'

i1, 0 EN¥

i1t Fig=n
Cette définition est cohérente car pour k € {2...,n} et i1,...,9 > 1 avec iy + -+ i = n, on a iy,...,i;x < n, donc by,
est défini en fonction des termes précédents by,...,b,_1.
b) Remarquons tout d’abord que (By,),>1 est une suite de réels positifs, puisque By = — > 0 et

Al

1
Vn>2, B, = —A—l Z(—Ak) Z B;, ...B;, A1 Z Ap Z B;, ...B;, | > 0 par récurrence

k=2 D peens i EN* G ees i ENF*
i1+ Fig=n i1+ Fip=n

On a ensuite :
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1 1
L 1 Al ‘al‘ ‘ 1|7

e soit n > 2 et supposons que B; > |b;| pour tout i € {1,...,n—1}. On a:

n

bal = awl S b,
2 Q1yeeeyig EN®
i1+ tig=n

1
Alk

1 n
k=2 ‘il_i—...,i;qu*
BN i
1 n
< ATZAk > Bi...Bi | =B
k=2

i1,...,0p EN*
iptetig=n

Nous avons donc montré par récurrence que |b,| < B, pour tout n > 1.

c) En définissant les b, comme a la question a), le premier probléeme consiste & démontrer que le rayon de ) -, b,2"
est non nul. D’aprés la question b), il suffira pour cela de démontrer que celui de la série Y ., B,2" est de rayon non
nul. L’idée, c’est que dans le cas particulier de la fonction F, on va étre capable de calculer une fonction G telle que
FoG(z) =z avec G DSE : ce sera la somme de la série de terme général B,,2", qui sera ainsi de rayon non nul.

Fixons r €10, R[. Comme ), -, a,r" converge, il existe M > 0 tel que |a,r™| < M pour tout n > 1. Posons donc A; = |a;|

M
et A, = — pour tout n > 2; nous sommes bien dans la situation de la question b), avec :
r

2

= Z\" M oz
n=2

Pour avoir F(G(z)) = z, il faut définir G(z) = Z tel que

M 72

M2 =TT T

Z.

On obtient ici une équation de degré 2 d’inconnue Z, dont les solutions s’écrivent :

1

Z= i (At 4 0) avee 8%) = (A = 2)* = 4=

Ainsi, il suffit de définir une série entiere §(z) de rayon non nul telle que 62(z) = (A;r — 2)? — 42M pour définir G. Avec
une notation impropre, nous voulons définir :

Al’l" +2M 22
z .
A2r2 A2r2

i(z) = \/A%TQ —2(A1r 4+ 2M)z 4 22 = Alr\/l -2

Par analogie avec le DSE usuel, nous définissons :

+oo n
_ 1/2 Ayr+2M 1,
o= ar s (0) (g )

D’apres le résultat admis, d est somme d une série entiére sur un voisinage de 0.

“+o0
On sait que V1 +u = Z <_}z/2> u" pour tout u €] — 1,1[. On en déduit que
n=0

vue] - 1,1], (f <—1L/2) un>2 —1+u

n=0
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Par produit de Cauchy, cela traduit que deux sommes de séries entieres coincident sur | — 1, 1] : elles coincident donc sur

A 2M
{z € C, |z| < 1}. Pour z assez proche de 0, u = —2 1;; s—2+ 12,2 2% est de module strictement plus petit que 1 et
i i
A 2M 1
§(2) est défini, avec 6%(2) =14+u=1—2 1?:4;2 z+ A2 z2. On peut donc définir :
G(2) * (44 2+ 6)
2) = ———"—— - z
24, + M)\ Ty
“+o0
au voisinage de 0 et G est la somme d’une série entiere : G(z) = Z Cpz" et d’apres le a), on a C,, = B, pour tout
n=0
n. Ceci prouve que R(Zn20 B, z"™) est non nul, puis que R(Z bp2™) Test également. On peut donc définir la fonction
n>0
+oo
g(z) = Z b, 2™ sur un voisinage de 0.
n=0

D’apres le résultat admis, f o g est DSE en 0. Il existe donc une suite (¢, ) telle que pour z proche de 0 :
+oo
foglz)= Z cn 2"
n=0

et comme f o g(z) = z+ o(z"V) pour tout N > 2, on a c¢; = 1 et ¢, = 0 pour tout n > 2. On a donc bien construit une
série entieére g de rayon non nul telle que f o g(z) = z au voisinage de 0.
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