Séries entieéres : énoncés

Exercices CCP

3

1) Pour n € N*, on pose H,, =
k=1

. Donner le rayon de convergence et la somme de la série entiere de terme

| =

général H,x™.

2) Déterminer les rayons de convergence des séries suivantes :

a) ZnZZ" b) Zshnz" c) Zesmnz” d) Z 2niz" e) Z (Vn+2—+/n) 2"

3"7712

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0
n? —Inn_n n3n n : 1\ ~71 : 2 3/m3 2 n
f)an g) Z(lnn) z h)z(?m)'z 1)Zln(n.)z J)Z(\/ﬂ +n+1-3n +n)z
n>0 n>2 n>0 ’ n>0 n>0

+oo
3) Soit (an)n>0 la suite définie par ag = 1 et apy1 = Zak pour n > 0. On admet que la série f(z) = Zanz"
n=0

k=0
est de rayon R > 0. Pour z complexe tel que |z| < 1 et |z]| < R, calculer 1}”(72) En déduire une expression de f(z),

puis une expression de a, en fonction de n.

4) Calculer les sommes des séries entieéres :

—+oo J)n +oo ZSn +oo n 1 +oo .’L’n
- b - n d - -
a);n(nJFQ) )nzzo(?n)' C)g k:lk . );1+2+~'+n

Sn?+n " =X 24 (D) " X on+1 "
D D S 02 (5rcan) 7 Do

z
!
= (n+2)n!

5) Développer f : x — e® sinx en série entiere par deux méthodes différentes.

6) Développer en série entiére au voisinage de 0 les fonctions :

a) fi(x) = x%m b) fo(x) = sin 2Arcsinz)  ¢) f(x) = j{% d) falz) = S“;,”C

¢) f5($):/;t4+ii+1 f) fo@) =m(l+z+2%) g fr(x) =sinzchz b) fs“”):\/z

Exercices CCP-Mines-Centrale

Calculs de rayons de convergence

7) Calculer les rayons de convergence des séries entieres ) - a,2" définies par les suites suivantes :



Inn . .
1 1 a™ sin est pair —Jn
a)an:<1++...+n) b)an:{ p C)an:nlnn d)an:\/ﬁf

2 b™  sinon
vnlan - 1k (2n)!n2n a¥*  sin est de la forme k(k +1)/2
f 2 —2Y -— h
¢) n?+1 ) kl;[z( ) ) 2nn!(3n)! ) 0  sinon

8) Quel est le rayon de Z anz", ot (a,) est une suite de complexes non nuls telle que :

n>0
a2n+2 [1 ot a2n+3 €2
Ao n—-+oo a2n+1 n——+4oo
ou ¢1 et £y sont deux éléments de [0, 4+o00] ?
9) Soit (a,)n>o définie par :
an? +2X -1 (n+1)2
ag, a; €R VneN, appo= W An+1 m an (A eR)

1
a) Montrer que |a, 2| < |ant1| + I |an| pour n assez grand.

b) Montrer que le rayon de convergence de Z a, 2" est au moins égal a 2 (\/5 — 1).
n>0

Calculs de sommes de séries entiéres

I1x3x--x(2n—1)

10) (Centrale 2016) Pour n € N*, on pose a, = % %% (2n)

. En utilisant une relation entre a,, et a,41,

+oo
s . , . an
calculer le rayon et la somme de la série g anz". En déduire la valeur de —.
n>1 n=1

1 1 1
11) Soit A= (1 1 0]. Pour n € N, on pose a, = Tr(A™). Exprimer a,, en fonction de a,_1, an_2 €t a,_3.
1 0 0

Déterminer le rayon et la somme de la série entiere f(z) = g anz".
n>0

n—1
1 1
12) (Mines 2014) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiere E ( g M) x™.
n n —
k=1

n>2

o(-1)"

n

13) (Mines 2016) Rayon de convergence et somme de f(x) = Z
n>1

z".



Séries génératrices
14) Pour n € N*, on note P, le nombre de partitions de I'ensemble E,, = {1,...,n}.
a) Calculer Py, P; et P3. On convient que Py = 1.

P,

n'

b) Montrer que le rayon de convergence de la série f(x) =3 ., — " est au moins égal a 1.

¢) Exprimer P, en fonction de Py, ..., P, et en déduire 'expression de f.

d) Exprimer P, sous forme d’une somme de série.

15) On note d,, le nombre de dérangement de {1,2,...,n}, i.e. le nombre de permutations o € &,, sans point fixe
(on convient que dy = 1).

a) Montrer que la série entiere Z % z" est de rayon R non nul. On note f sa somme.
n>0
n
b) Calculer Z (Z) dy, et en déduire la valeur de R, puis de f(z) pour |z| < R. Donner une expression de d,, et en

k=0
déduire une relation simple liant d,, et dy41.

1
16) Soit f(t) =
) Soit J) = Apa = ma =
peut-on payer une somme de 1358 euros avec des pieces de 50 centimes, de 1 euro et de 2 euros ?

. Développer f en série entiere au voisinage de 0. De combien de fagons

an
n+2

17) (Mines 2014) Soit la suite (ay,)n>0 définie par les relations : ap = a1 =1 et Vn € N, apqo = apy1 +

Calculer le rayon de convergence et la somme la série entiere f(z) = E anx™. En déduire une expression de a,,.
n>0

18) Pour n € N*, on note P,, ’ensemble des partitions de n, i.e. I’ensemble des familles (nq,no, ..., n;) d’entiers
telles que :
ny>nNg>--->ng>letni+no+---+np=n.

On note p,, le cardinal de P,,.

Si s = (n1,ng,...,nK) € Py, on dit que s est une partition de n en k parts. Nous noterons P, j ’ensemble des
partitions de n en k parts et p,  son cardinal. Par convention, Py est un singleton (il contient la liste vide) et

Po = poo = 1.

On pourra représenter une partition s = (ni,ns,...,ng) de n par son diagramme de Ferrers, qui est une repré-
sentation de ’ensemble des points (4, j) entiers avec 1 < i < ket 1 < j < n,;. Voici par exemple le diagramme de
Ferrers de la (5,5,4,2,2,1) :



i=1 ° ° ° ° ° n1=5
i=2 ° ° ° ° ° no=5
i=3 ° . ° ° na=

=4 ° o ng=2
i=5 (] o ns=2
1=6 [ ] neg=1

a) Calculer py pour k € {1,2,3,4,5,6}.
b) Montrer que p,, ; est aussi le nombre de partitions s = (n1,ng,...,n,) de n telles que ny = k.

c¢) Donner une formule de récurrence reliant les (py, k)o<k<n €t en déduire une fonction Python qui calcule p,. Que
vaut p1ooo ?

K
d) Montrer que pour z €] — 1,1], H 7 - a une limite strictement positive quand K tend vers Uinfini. Cette
1 7
+oo
limite est notée kli[l T

e) Montrer que la série entiere > ., pna™ est de rayon 1 avec :

—+o0 —+oo 1
v 6] _171[7 anxn = H 1— gk’
n=0 k=1

f) Question subsidiaire : on munit ensemble P,, de 'ordre lexicographique. Voici par exemple 'ordre sur Pg :
(6) > (5,1) > (4,2) > (4,1,1) > (3,3) > (3,2,1) > (3,1,1,1) > (2,2,2) > (2,2,1,1) > (2,1,1,1,1) > (1,1,1,1,1,1)

Ecrire une fonction Python qui, appliquée & une partition qui n’est pas la derniére, renvoie celle qui la suit dans
I’ordre décroissant.

Propriétés générales des sommes de séries entieres

“+oo
19) Soit f(z) = Zanz" la somme d’une série entiere de rayon infini. Montrer que pour n € N et p > 0,
n=0

1 2w ) ) M
ap, = f(pe?)e=™? dg. En déduire que pour n € N et p > 0, |a,| < —2 ott M, = sup |f(2)].
2mp™ o P lz]=p
z
Montrer que si f est bornée, alors f est constante. Plus généralement, montrer que si ||f(| ]\2 | est bornée au voisinage
z

de 'infini, alors f est un polynéme de degré au plus N. En particulier, montrer que la série ) -, a,2™ ne converge
uniformément sur C que si f est un polynome.



—+oo
20) On suppose que f(z) = Z a, 2" est définie et continue sur le disque unité fermé, et que f est nulle sur le

n=0
cercle unité. Montrer que f est nulle.

Développements en séries entieres

21) Soit f : ] —a,a]— R de classe C*°. Montrer que pour que f soit développable en série entiére au voisinage de
0, il faut et il suffit qu’il existe C > 0, A > 0 et r €]0, o[ tels que :

Vo €] —a,a, Yn €N, |z| <r = |f™(z)] < C A™n!

22) Soit f : ] —a,a[— R de classe C* telle que toutes les dérivées de f soient positives. Pour tout n € N, on note
Sy la n-ieme somme partielle de la série de Taylor de f en 0 et R,, = f — S,,. On note R le rayon de convergence
de la série de Taylor de f en 0.

a) Montrer que pour tout z € [0, a[, la suite (S, (x))n>0 est convergente. En déduire que R > a.

b) Montrer que pour tout = €] — a,0[, Ry, (z) —+> 0.
n—-+oo

anrl yn+1 :

¢) Montrer que pour tout (z,y) €]0,a[? tel que z <y, on a 0 <

d) En déduire que R, (x) —+> 0 pour tout z €]0, a[. Qu’avons nous démontré ?
n——+00

+oo
23) (Mines 17) Soit ¢ €] — 1,1[. Montrer que f : z — Zsin(q"m) est définie sur R et développable en série

n=0
entiere en 0.

Etude sur le cercle d’incertitude ou au voisinage d’un point de ce cercle

. (—1)Bvm)
24 e —
) Etudier Z -
n>0
PCE

k=0

z", en particulier sur le cercle d’incertitude. On majorera en fonction de n la quantité

25) Théoréme d’Abel :

a) Soit ano an une série complexe convergente. Montrer que la série entiere ano anx™ est de rayon R > 1 et
qu’elle converge uniformément sur [0, 1].

b) Premiére application : en déduire les valeurs des sommes

+o0 1 +00 +oo
(=1 = =
Sl:; n 752:11220271—&—1et 5327;0471_'_1

c) Seconde application : soient Y - a, et Y b, deux séries a termes complexes convergentes. Montrer que si
leur produit de Cauchy converge, sa somme est égal au produit des sommes des deux séries.

+oo
26) Soit f(z) = Z anz™ une série entiére de rayon 1. On suppose que a,, > 0 pour tout n et que Y a,, diverge.

n=0



a) Montrer que f(x) tend vers Uinfini quand = tend vers 1.
“+o00
b) Montrer que si b, 3 ans alors Z bpx" ~ f(x).
n=0
¢) Soit (¢n)n>0 définie par la donnée de ¢g > 0 et la relation de récurrence Vn € N, ¢,11 = In(1+ ¢,,). Montrer que
+o0
h:zv+— Z cnx™ est définie sur [—1,1] et en donner un équivalent en 1.

n=0

’ . . .\ 2 7 . —
27) Déterminer le rayon R de la série entiere g 2" et donner un équivalent de sa somme quand x tend vers R™.
n>0

+oo k

x
28) (Centrale 2017) Pour z € R**, on pose f(z) = _—
) ( ) pose f(z) kz::l v

a) Montrer que f(z) = o(e”).

r— 400

b) Montrer que si € > 0 et si Y est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parameétre z > 0, on a
P(lY —z| >ex) = O(1/z).
r—+00

c¢) En déduire que f(xz) ~ ¢

T—r+00 ﬁ

29) On définit une suite (an)n>0 en fixant ag > 0 et en posant a,+1 = In(1 + a,,) pour tout n > 0. Montrer que le
—+o00

domaine de définition de f: x+— Z anx™ est lintervalle [—1, 1[. Donner un équivalent de f(z) en 17.

n=0

Equations différentielles et séries entieres

+oo
1
30) On souhaite calculer la somme S = Z
n=0

_<2nn>'

+oo
a) Quel est le rayon de convergence R de la série entiere f(x) = Z anx" ol a, = pour tout n >0 7
n=0

1
2n
n
b) En utilisant une relation liant a,, et a,41, expliciter une équation différentielle (E) d’ordre 1 admettant f pour

solution sur |0, R[.

¢) Expliciter la solution générale de ’équation (E). En développant au voisinage de 0 cette solution générale, donner
une expression de f(x) ainsi que la valeur de S.

Divers
31) (Mines) Soit A € M,,(C).
a) Montrer qu’il existe R > 0 tel que pour tout r > R et pour tout k € N, on ait :

27
AF = QL phtlei(k+1)0 (rewln — A)_1 dé.
™ Jo



b) En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton.

Indication : pour la premiére question, développez (re®I, — A)~!

a l'aide du a) sous forme d’un polynoéme en r.

en série entiere. Pour la seconde, écrire x 4(A)

32) (Centrale 17) a) Rappeler le DSE "% a,2™ de 2 — /1 + 2. On note R le rayon de convergence de cette
série entiere.

b) Montrer que g : z — Z anz" est définie et continue sur le disque fermé de centre 0 et de rayon R (on pourra
n>0
utiliser I'équivalent se Stirling : n! ~ v/27ne~"n"). Calculer ¢2.

S~ (D!
33) a) Montrer que est le rayon de la série entieére f: z — Z

n=1

2™ est égal a 1.

b) Soit z € C tel que |z| < 1. En utilisant ¢ : ¢ — /%) calculer /(%)

Exercices X-ENS

—+oo
34) (X) On note I le domaine de définition de la fonction f: x +— Z(ln n)z"
n=1

a) Déterminer T et étudier la continuité de f sur I.

b) On pose :
-1 sin=1
Ap =
—In(1-1/n)—1/n sin>2
—+o0
Montrer que g : = +— Z an ™ est définie et continue sur [—1,1]. Calculer g(1) et g(—1).
n=1

¢) En déduire des équivalents de f aux bornes de I.

+oo

35) (ENS PLC) Soit (an)n>0 une suite d’entiers relatifs. On suppose que la série entiere Z ap 2" est de rayon 1
n=0

et que sa somme est bornée sur le disque ouvert {z € C, |z| < 1}. Montrer que (ay)n>0 est presque nulle.

Indication : On utilisera I’égalité de Parseval pour montrer que la série de terme général a2 est convergente.

36) (X 2019) On admet que si ¢ Z anz" et P(z Z Bnz" sont des sommes de séries entieres de rayons
non nuls, ¢ o ¥ est développable en serle entlere en 0.
“+o0
Soit f(z) = Zanz" la somme d’une série entieres de rayon R > 0, avec a; # 0. On cherche & construire une
=1
n oo
somme de série entiere g(z Z b, 2™ de rayon non nul telle que f o g(z) = z au voisinage de 0.
n=0

a) Montrer qu'’il existe une unique suite (b,),>1 telle que :

N
VN e N*, f (Z bnz"> =z+o(zN).
n=1



+oo

b) On suppose que F(z) = Ayz — Z Apz" est de rayon non nul, avec A; = |a;| et Vn > 2, A,, > |a,|. On note
n=2

(Bp)n>1 la suite vérifiant :

N
VN e N*, F (Zan”> =2+ o(z"V).

n=1
Montrer que By > |b,| pour tout n > 1.

¢) Conclure.



Séries entieres : corrigés

Exercices CCP

1) En appliquant la régle de d’Alembert, on montre que ), -, H,z™ converge absolument pour |z| < 1 et diverge
grossiérement pour |z| > 1 : la série est donc de rayon 1. -

En posant ag = 0 et a, = 1/n pour tout n > 1, nous reconnaissons un produit de Cauchy de deux séries entiéres

de rayon 1 :
+oo

+o00 +oo n too
Vo €] —1,1], <Z x”) <Z anx”> = Z (Z ak> " = Z H,z™.
n=0 n=0 k=0 n=1

On obtient donc :

= n In(1 —z)
n=1

2) a) La régle de d’Alembert donne facilement R = 1. Plus généralement, on utilisera dans les exemples suivants
que pour tout a € R, le rayon de >, . n%2" est égal a 1.

b) shn ~4 %e" donc R=R (ano e”z") = %

. 1
1/le <™ <e, d R - Zz"| >R>R n t R =1.
c)l/e<e < e, donc ngoez >R > T;)z e

2" — p?

2\" .
d)MN(f’)) donCR:R(ZnZO(%Z) ):%

2 1
—— ~ —donc R=1.
Vn+2+vn  Vn

f) si z =1, la série diverge grossiérement ; si 0 < |z| < 1, on peut appliquer la regle de d’Alembert :

e) Vn+2—+n=

1)|z|(n+1)?
(TL+ )|Z|2 N|Z‘2n+1 O<1
n|z|" n—+00

donc la série est absolument convergente : on a R = 1.

g) On peut se contenter d’un encadrement grossier : pour tout n > 1, n < n! < n™ donc Inn < In(n!) < n lnn.
Comme les séries > o, Innz2" et 3° - n Inn 2" sont de rayon 1 (par exemple grace a la régle de d’Alembert), on
aR=1

h) Soit 2 # 0. On a :

(Tl + 1)3n+3‘z|n+1

(3n + 3)! B (n+1)3|z] 1\*" ey 3
n3"|z|™  (Bn+3)Bn+2)(B3n+1) <1+n> n—s-+o0 <§) 12
(3n)!

3
donc R = <3> .
e

i) Utilisons une nouvelle fois le théoréme de d’Alembert, pour z A0 et n > 2 :

(ln(n + 1))7 In(n+1) |Z|n+1
(Inp)=nn|z|n

_ elnn Inlnn—In(n+1) Inln(n+1) |Z|



On a :

1 1
1n(n—|—1):1n(n)+ln(1—|—1/n)zlnn—l—n—i—o(n)

puis

1 1 1 1

Inln(n+1) = In{lnn+—+o0|—))=lnlhn+n{l4+—+0
n n nlnn nlnn
= Inlnn+ 1 +o0 !
nlnn nlnn

et enfin :

1 1 1 1
InnInlnn —In(n+1)Inln(n+1) = 1nnlnlnn—(lnn++o(>) <lnlnn+—|—o< ))
n n nlnn

nlnn
Inlnn 1 1 1 Inlnn 1
= ———————— 4o~ ] +o +o | ——
n n n2lnn n n n2lnn
— 0
n—-+oo

Inn Inlnn—In(n+1) Inln(n+1) |Z‘ |Z‘, puis que R = 1.

On en déduit que e
n—-+o0o

j) Un calcul élémentaire donne \/n2 +n+1-— \?’/n3 +n2 ~, 4 2n, donc R = 1.

3) Par produit de Cauchy, nous obtenons, pour z tel que |z| < 1 et [2] < R :

f(Z) +o0 +oo +oo n +oo
() (£S5 S
n=0 n=0 k=0 n=0

n=0

puis / = f(z) —ag = f(z) — 1, ce qui donne :

“+o0
11—z z

= =1 =1 2n—lym,

FE) =1, =1+ 13, +HZ=:1 i

Par unicité du DSE, on en déduit que ag = 1 et a,, = 2"~! pour n > 1.

Comme ce calcul a été fait sous I'hypotheése que R # 0, on peut démontrer que ces formules sont correctes en
vérifiant que la suite (b, ), >0 définie par by = 1 et b, = 2"~! pour n > 1 vérifie les relations définissant (a,)n>o :

e by =1;
e pour tout n >0, bg+by +---+b :1+i2k*1:1+2n71:2”:b
= Y, 0o 1 n — 21 n+1-
4)a) Pourz €] —1,1[et  #0:
)DL o B U DU o E AN o
— n(n+2) B 244~\n n+2 _anln 2 f=n+2
+oco 2
1 1 z" 1 1 T
1 z2+(1—-2*)In(l -2
1 at(-)h )

10



b) Soit z € C et o une racine carrée de z. On a :

to0 3n +oo (a3)2n

2 (;n)! =2 @n)! cho®).

n=0

Quand z = z € R, on peut ensuite différencier les cas, selon le signe de = :
T e ch(vz3) siz>0

,;) (2n)! cos(v/ —23) siz <.
¢) On reconnait un produit de Cauchy, pour z €] — 1,1 :

B(5)-(£) (£1)-

k=1 n=1

d) On retrouve le méme type de preuve que pour le a), en écrivant (pour z €] — 1,1[) :

+o0 n +o0 o
x
v 9 L
e T RRIED I B B SEy
In(1 — In(1 —
- 2<—ln(1—x)+n(x)—|—x):2+2(l—x)n(x).
x
e) Pour tout z € C :
400 o +o00
n“+n , n(n—1)+2n
R S L
n=0 n=0
f) Pour tout = €] — 1,1[\{0} :
+o0 +oo
" 1 1 1 2
I PV e I
mnt—n 2n:2 n+l n-1 n
1 Rt g XRant XNogn
S mlaritidati X
S P o (1 — ) + (1 — ) +
= 5 n z) == 5 x)+In x)+x
_ (@-1)’In(1l —2) 3.1
B x 47 2

g) Pour z € C tel que |z| < 1:

+oo p +oo
2+ (=) 3 o oni1_ 31 1 =z 342
¥ (R - S e = i i ey

n=0

h) Pour z € C avec z # 0 :

S o+l X+, X+t 1) -(n+2)+1
z_%(n—i—?)nlz - Z_:(n+2)!2 _T; (n+2)! :
+oo P
- nzon' ; n+1)! nZ:O(nJrQ)!
_ et Z—1+e —1—2.

22

11



5) On peut faire un produit de Cauchy :

+oo 2n+1 +oo  n +oo n
x x g
R )= S ST S (3 e )
o (2n+1)! —nl =\ (n—k)!
avec 0 et (-1* soit encore
Y = = ——"—— soit encore :
Q2 Q2k+1 2k 1)
+oo [l(n—1)/2] (—1)k
R = ",
vz € R, f(x) 2; Z; Qk+l(n—2k—1) | °
|_(77,71)/2J (71)]@-
Cette premiére méthode donne une expression trop compliquée du coefficient a,, = kZ:O @k T D)l(n— 26— 1!
du DSE de f.
Il est plus simple et plus efficace d’écrire :
+o00 . +o0 . 400 s NI
i) (]‘ + Z)n n Im((l + Z)n) n (\/é)n Sm s,
n=0 n=0 n=0
Ces deux méthodes permettent d’établir les identités :
[(n—1)/2] k n g nw
1 p) nmw
Vn €N, Z (-1 :(\f) Sln4.
= 2k + 1)!(n — 2k —1)! n!
1 - 1
6) a) Les racines de X2 — X +2 sont A = =~ + zg et A= 3~ zﬂ On décompose ensuite la fraction en éléments

simples sur C, en remarquant que A\ = 2 :

1 1 11N wWT /1
22—r+2 A— z=X z—-x) 7T \ A=z A-uz

Pour |z| < [A\| = Vv/2, on a :

>|

= = x

_ Az +1
A—zx l— =2

et en conjuguant :
I e
J— n
A—z Z gn+1
n=0

On obtient donc :

. n —n+1 o
N R o 0 J F= WG
fl(x): 7 gn+1 T = 7 on z

n=0 n=0

b) Pour z € [-1,1] :

+oo
fa(x) = 2sin(Arcsin z) cos(Arcsinz) = 2zv/1 — 22 = 2 Z(—l)” (17/12> 2t

n=0

c) f3 est solution sur R de I'équation différentielle (1 + x2)y’ — xy = 1. On peut d’autre part démontrer que f3
admet est développable en série entiere en 0 et que son développement est valide sur | — 1,1[ (on fait le produit
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de Cauchy des DSE vus en cours pour les fonction Arcsin et z +— (1 + 22)~1/2). Tl existe donc une série entiére
Y n>0 @n2™ de rayon > 1 telle que :

Vo el —1,1], Zan

On a alors, pour tout z €] —1,1[ :

400 400
1 = (1+27 Z napz” ' —x Z anpx”
n=1 n=0
00 +o00 400
= Z(n + Dapp12™ + Z(n —Dap_q12"™ — Z Qp—12"
n=0 n=2 n=1
—+00
= o+t Z ((n+1)ans1 +nap—1) 2"
n=1

On peut donc identifier, et obtenir :

-1
ap =1et Vn > 2, anz—n

Ap—2-

Comme ag = f3(0) =0, on a as, = 0 pour tout n € N, puis :

2n n (2n)x(2n—2) x---x4x2
——agp—1 = (—1) ay = (—
2n+1 2n+1)x(2n—1)x---x5x3

Vn € Na agn4+1 = —

On obtient ainsi :

= n(n!)?
Yz E] — 1, 1[, f3(x) — Z(_l)nL')!x2n+l

d) On a pour tout x # 0 :

e ) P e S e L
1@ = L o T X e

égalité que I'on prolonge par continuité en x = 0.
e) Pourz €] —1,1[ :
1 1 1 1 1 1 V3 ( 52 j )
3 .

fi(x) = = - oY T T il - - = —1
o et 41 (@2 =)@ —j2) -2 a—j a2

RVER . n
R ()

n=0

d’ot, toujours pour z €] — 1,1 :

2(n+1) 2n+1

falz Z Jn+) p2ntl _|_Za
3(2n+1) "on 41

1 sin=0mod 3

avec a, = ¢ —1 sin=1mod 3.
0 sin =2 mod 3

On peut calculer f4(0) en décomposant la fraction en éléments simples :

I 1+a 1—x
0) = - d
14(0) 2/_Oo<l—|—z+x2+:c2—x—|—1> .
0
1.1 2 3 3 3 3
= [4 In % + % Arctan (\3[(233 + 1)) + % Arctan ({(23& - 1))} .

V3

6
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f) Pourx €] — 1,1, on a :

1— 23 ©=1 X1
_ 3n
fG(z)—ln<1_x> In(1 —2%) —In(1 — ) = f;Ex Jrnz::lﬁx T;an
en posant ag = 0 et, pour tout n > 0 :

1

a3p+1 = ——

3n+1 3n1+1

2= 3
1 1 2

a3n+4+3 = -

3n+3_n+1__n+1

g) On utilise 'exponentielle complexe, pour z € R :

1
@) = (7= _m) (@x +e™")
_ 1 (e (ti)z _ =iz | (~1+iz _ e(—l—i)ac)
43
+oo . .
1 1+d)"—(1—-9)"+(-14+)"—(-1—-9)"
T Z n! v
+00 L o - _a
1 n 6nz7r/4 —e nimw/4 + ednm’/4 —e 3nim/4 .
T ;ﬁ n! *
1 X nsin(nw/4) +sin(3nm/4)
T2 Z_%\/i n! *
h) La fonction fg est, sur I =]—1, 1], solution de I’équation différentielle (1—x2)y’+y = 0. La fonction  — 1 — 22

est continue et ne s’annule pas sur I ; la fonction x — 1 est continue sur I; le théoreme de Cauchy-Lipschitz
s’applique : fg est I'unique solution de cette équation qui prend la valeur 1 en 0. Nous allons chercher une série
entiere vérifiant ces conditions.

Analyse : supposons que g : * —> ZZ:{) anx™ soit solution du probléeme de Cauchy (F) : (y(O) =let (1—22)y' +
Y= 0) au voisinage de 0. On a alors, pour x assez proche de 0 :

—+o0 —+oo
0 = (1—2% Z na,z" "t + Z anx"
n=0 n=0
+o0 +oo =
= Z(n + Dapyra™ — Z(n —Dap_12™ + Z anz"”
n=0 n=1 n=0
+oo
= (ap+a1)+ Z [(n+ Dans1 +an — (n—Day—1]z"
n=1

Par unicité du DSE, on obtient :

n
a 71,0, =—letVneN, a = ——0a + a
0 1 s Un4-2 n 2 n+1 n 2 n
Synthe\ se : soit (an)n>0 définie par :
=1 =—letVneN i — 7’”/
a , a n a a + Q.
0 1 s Un4-2 n 2 n+1 n 9 n

Une récurrence évidente prouve que |a,| < 1 pour tout n € N. La fonction g : = — Zn o Gnx" est donc définie
sur I. Le calcul fait dans 'analyse prouve que g est solution du probléme de Cauchy (F) : on en déduit que fs = g.
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A posteriori, on en déduit que le rayon de convergence de la série est égal & 1, car fs(z) tend vers 400 quand x
tend vers —1.

On peut aller plus loin dans ’étude de cette suite (a,,). On a en effet as, 11 = —ag,+1 pour tout n € N (récurrence
évidente), ce qui permet d’écrire :

1 2n 2n+1
V N n = - n n — n
MER G = Ty T G g T M T e
puis
(2n—1) (2n —1)(2n — 3) (2n—1)(2n—3)...(1) (2n)!
A2p = —5—~— Q2p—2 = Qop—q ="+ = a0 = 557 r3-
(2n) (2n)(2n — 2) (2n)(2n —2)...(2) 22n(nl)

Nous pouvons donc écrire :

V. G] 1 1[ ,1—1‘ _f (2”‘)' ( 2n+ 2n+1)
xXr 5 5 1+x —n:O 2277'(’]”),')2 X X .

Exercices CCP-Mines-Centrale

Calculs de rayons de convergence

7) Dans chaque exercice, nous noterons a, le terme général de la série entiére étudiée et R le rayon cherché.

M
n+1

a) Comme f est continue sur [0, 1], il existe M telle que |f(x)] < M pour tout = : on en déduit que |a,| <
pour tout n, puis que R > 1.

Quitte a diviser a,, par f(1), nous pouvons supposer que f(1) = 1. Par continuité de f en 1, il existe alors n €]0,1]
tel que § < f(z) < 1 pour tout x € [n,1]. Nous avons alors

1
an:/nf(t)t"dt+/ £ at

0 n
\—b/—/ —_——

Cn

tn+1 1 1— nn+1
p— 1L = 1) Ainsi, b, est négligeable devant 1/n (carn < 1) et 1/n = O(cy) :

ceci prouve que 1/n = O(ay,) et que R est au plus égal a 1.

1
avec |b,| < Mn™ et ¢, > 3 [

f()

Nous en déduisons que R = 1. On peut également démontrer un résultat plus précis : a, ~1 ey
n

b) Si a > 0, a, tend vers 7/2 quand n tend vers l'infini et R = 1;
Sia=0,a,=7/det R=1.

Enfin, si a < 0, a, o n“et R=R (Zn>1 naz”) =1 (par exemple grace a la régle de d’Alembert).
o >
¢) On peut appliquer la régle de d’Alembert :
an+1 _ elnz(n+1)7ln2(n) _ e(lnn+1n(1+1/n))271n2(n)
an

Comme (Inn + In(1+ 1/n))*> —In%(n) = 2Innln(l + 1/n) 4+ In(1 + 1/n) . 0, R=1.

d) Nous avons, pour tout n > 1, 1/n <a, <m,donc 1< R<1:R=1.
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e) et f) La regle de d’Alembert donne dans les deux cas R = 1.

27

g) La régle de d’Alembert donne (apres un calcul élementaire) R = 3.2
e

h) On suppose que a est un complexe non nul (a = 0 est sans intérét). La convergence de la série > - a,2" est

équivalente a celle de la série ), - ak® ZR41)/2, Appliquons la régle de d’Alembert & cette série pour z non nul :

0 si |z < 1/]al?

(k+1) (k+1)(k+2)/2 1
a o _ 2 _k+1 o 9
| = gl o (el s =1/l

+oo  si|z] > 1/]al?
La série étudiée est donc absolument convergente pour |z| < 1/|a|? et divergente pour |z| > 1/]a|* : le rayon de
convergence est 1/]al?.

1
i) I’encadrement T8 < a, < ag suffit pour obtenir R = 1.
n

Ina, 1 k
i) nan, 1 Z In <1 + ) dong, la fonction ¢ — In(1 + ¢) étant croissante sur [0,1] :
n n n

1 ].na 1+1/n 1 1+1/n

/ In(1 4 £) dt < 9 g/ ln(l—i—t)dtg/ 1n(1+t)dt+/ In(1+¢) dt

0 n 1/n 0 1 ~——
<In2

1
soit, en notant K:/ In(1+¢)dt=2In2-1:
0

K< Ina, <K+
n

nln2
On en déduit donc :
enK <an < enK+ln2 _ 2enK
- n = -

Les deux termes généraux encadrant a,, donnent des séries de rayons e ¥, donc R = e ¥ = ¢/4.

-1 1 1 n
k) Un calcul simple donne n? In <1 + (n)> =(-1)"n-— 3 + O(1/n) et donc a, N—FOO% e~ Nous allons

étudier la série en séparant les termes pairs et les termes impairs :

— la série Y az,2™ est de rayon 1/e?, donc > ag,2?" est de rayon 1/e ;

— la série Y ag,112" est de rayon €2, donc Y ag, 122"t est de rayon e ;

Les deux séries étant de rayon distincts, leur somme est de rayon égal au minimum des deux rayons : R = 1/e.

m) Posons b, = az,t1 = 22" et ¢, = azni2 = 22772, Les séries Y b,2" et > ¢, 2™ sont de rayon 1/4, donc les
séries > b,2°" ! et Y ¢,23"2 sont de rayon {’/m La série étudiée étant la somme de ces deux séries, on en
déduit que R > 272/3. Pour z = 272/3 nous avons as,412°"1! = 22n+12-2@n+1)/3 — 91/3 . 13 suite a,,2™ ne tend
donc pas vers 0 et la série est divergente, ce qui prouve que R = 272/3,

Remarque : plus généralement, on peut démontrer que si asn 2", > agnt1 23ntl o > a3n+gz3”+2 sont de rayons
Ry, Ry et Ry, la série > a,z™ est de rayon R = min(Rg, Ry, R2).

27

n) La régle de d’Alembert donne R = 202
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8) Soit z € C*; on peut appliquer le critére de d’Alembert & la série P = Z Aon 2™
n>0
|a2n+222n+2 I

Y 2
|ag, 227 notoo 1 2l

1 1
donc P converge absolument quand \z|2 < A et diverge grossiérement quand |z|2 > 7 La série P est donc de
1 1
1

rayon Ry = —.

Vi

De méme, on montre que la série I = E agnHzQ”H est de rayon Ry =
n>0

(™)

On en déduit que F' = Z anz™ = P+ I est de rayon R > min(R;, Ry).
n>0

1 1
La série G = Z(—l)"anz" est également de rayon R, donc les séries P = 3 (F+G)et I = 3 (F — G) sont de
n>0
rayons supérieurs & min(R, R) = R : on a ainsi Ry > R et Ry > R.

1 1
Nous avons donc R = min | —, — |.
(\/41 \/42)
dn? 42X -1

9) a) 4n? + 2\ — 1 — 4(n + 2)? = —16n — 17 + 2 donc il existe ng € N tel que 0 < i(n 127

< 1 pour tout

n > ng. On a alors :

4n? 42X -1 (n+ 1) 1
V > n < T a7 ovo n YY) n S n » mni|-
n > no, |apyo| < TOESIE la +1\+4(n+2)2|a | <la +1|+4|a |
b) Considérons la suite (by,),>o définie par :
lan] sin>ng+1

by, = .
1
bn—1+ ibn—2 sin Zn0+2

Une récurrence élémentaire montre que |a,| < b,, pour tout n; il existe ensuite deux constantes A et B telles que :

1+2ﬂ>” B (1 ﬂ)"

VnZno,bnA< 5

) 1 1++2 1-+2
et u

— r — — a pour racines \ = 5 = 7 On en déduit que

b, = O (A\™), puisque p™ = o(A"). Le théoréme de comparaison donne alors :

puisque le polynéme caractéristique r

RI> anz" | Z R[> bp2" | =R D Am2" :%:2(\/5—1).

n>0 n>0 n>0

Calculs de sommes de séries entiéres

10) On a 2(n + 1)ay+1 = (2n + 1)a, pour tout n > 1. Pour z non nul, la régle de d’Alembert s’applique :

lant12" T 2n+41 . .
lanz"|  2n+2 SLE
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donc la série converge absolument quand |z| < 1 et diverge grossiérement quand |z| > 1 : son rayon est égal a 1.
Notons f sa somme.

On peut ensuite écrire, pour z tel que |z| < 1:

, S " 24l
i) = g (n+ Dapp12™ = a1 + E an
n=0 n=1

- 7+zmnx i Zan = 5 +af (@) + 7@

Ainsi, f est solution sur ] — 1, 1[ de I'équation différentielle (1—x)y’— 1y = 3. La solution générale de cette équation
K
v1i—=x

(sur ] — oo, 1[) est y(x) = — 1. Comme f(0) = 0, on obtient :

—+oo
1x3x---x(2n—-1) 1
—1.1 "= -1
vz €] ’[’; 2x4x--x(2n) " Tz

x
La fonction g : = +— f) = Z an,z" "t est intégrable sur ]0, 1] car :
T

e clle est continue sur ]0, 1[;

e g(z) est équivalent au voisinage de 1 & , qui est intégrable au voisinage de 1 car 1/2 < 1;

1
Vi—z

e g(x) tend vers a; quand z tend vers 0, donc g est intégrable au voisinage de 0.
1
Nous allons montrer que I’on peut calculer son intégrale en échangeant / et Z :

e pour tout n > 1, uy, : x — a,x" ! est continue sur |0, 1[;
® > . - up converge simplement sur [0, 1] et sa somme g est continue sur ]0, 1[;
e pour tout n € N* et pour tout x € [0,1], on a 0 < Zuk(x) < g(z) avec g sommable sur ]0, 1.
k=1
Le théoréme de convergence dominée s’applique :

/ dx—Z/ annlda:— F

n=1

Il reste a calculer l'intégrale, en utilisant le changement de variable u = /1 — x :

“+o0 1 1
n l1-vl-uz 1-— 2
dn T4 / Y (—2udu) :/ du=21In2
n o zV1—=z 1 —u?)u o 1+u

n=1

11) On calcule facilement y4(X) = X? —2X?2 — X + 1. Le théoréme de Cayley-Hamilton donne A3 —2A4%2 — A+ I3,
puis :
Vn >0, A" - 242 _ AT A" —
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qui donne, par linéarité de la trace :

Vn >0, apnts — 2ap42 — Gpt1 + G = 0.

Une étude élémentaire de  — 22 — 222 — 2 + 1 montre que a a trois valeurs propres réelles distinctes : A\; ~ —0, 8,
Ao =~ 0,55 et A3 ~ 2,25. On en déduit :

U = AT+ D+ A2~y AL

1
On en déduit que f est de rayon R = SV
3

On a ensuite, pour |z| < R :

+oo
0 = > (ants — 2ans2 — ani1 +an)2" "
n=0
—+oo —+o0
= Z Uny3z™ Tt — 22 Z Ungo2™ Tl — 22 Z A1 s"TH 23 Z anZ
n=0 n=0 n=0

= f(2) —ap — a1z — apz® = 22(f(2) — ag — alz) = 22(f(2) — ao) + 2*f(2)

= f(2)(1 —=22—22+2%) —ag + (2a0 — a1)z + (ap + 2a1 — az)z>

Nous avons donc (ag =3, a; =2 et ag =6) :

3—4z—z
/) 1—22—22+428
+o00 T
12) Notons f(z) = Z — = —In(1 —z) pour z €] — 1, 1[. Par produit de Cauchy, nous avons, en posant ag = 0 et
n
n=1
1
a,=—sin>1:
n
+oco ,n—1 1
Vel -1,1], f ;}(Zakan k) xn:;?(;w)xn

=Qn
Comme f2(z) = In*(1 — z) tend vers +oo quand z tend vers 1, la série Z apx” est de rayon 1. Comme la série
n>0

étudiée F(x) = E —z™ a pour dérivée E apt12”, on en déduit que F' est de rayon 1 avec :
n
n>2 n>1

Ve e]—1,1[\{0}, F'(x Zan_Hx Zan _;x).

x
n>1 n>2
Comme F(0) =0, on en déduit :
“In?(1 —t)
t

Ve e]—1,1], F(x):/o de

(on ne peut pas donner d’expression plus simple de cette primitive).

1 260" 2
13) Comme — < < —, la série étudiée est de rayon 1. On a ensuite :
2n n n
X2 =1
Y c 1’1’ — & 2n - 2n41
velL1 flo) nz::l on" +T§ 22n+1)"
—_———
=—1In(1—=z2)
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Pour la seconde somme (si on ne connait pas la fonction Argth), on peut écrire :

+oo ! too
1 2n+1 _1 o2n 1 _1 1 1 1
<22(2n+1)$ P To0—a%) dl-z 11tz

n=0 n=0
donc
= 1, 1+z
Z2(2n+1) =gy
n=0
On a donc :
Ve ell, 1], f(x) = i In 1J_rz —In(1 —2?) = i In((1-2)°(1+2)%).

Séries génératrices

14) a) Nous pouvons facilement faire la liste des partitions de E,, pour n € {1,2,3} :
o {{1}} est la seule partition de Ey, donc P = 1;
o {{1,2}} et {{1},{2}} sont les deux partitions de Es, donc P, = 2;

e Il existe b partitions de Fj3 :

12,33, {{1),42,3}), {25, {1, 30}, {{3h {1, 2}, {{1},{2}.{3}}
donc P3; = 5.

b) A chaque partition P = {P;,..., Py} de E,, on peut associer la permutation o(P) de E, qui réalise sur chaque
P; la permutation circulaire dans I'ordre croissant de ses éléments.

Par exemple, si n =8 et P = {{1,3},{2,4,8},{5},{6,7}} :
1 2 3 4 5 6 7 8
U(P) - <3 4 1 8 5 7 6 2) - (173) o (274a 8) o (67 7)

L’application P +— o(P) est alors injective (unicité de la décomposition d’une permutation en produit de cycles
a supports disjoints) ce qui prouve que P,, < nl. On en déduit que le rayon de convergence de la série entiére f est
de rayon R > 1.

c¢) Pour F ensemble fini, notons Pg 'ensemble des partitions de E. Fixons n € N. Pour chaque partie A de E,,
notons P# I'ensemble des partitions de E,,.; telles que la partie a laquelle appartient n -+ 1 est égale & AU {n+1}.

Nous avons :
_ A
Po= || P
ACE,

or P4 est en bijection avec Pp,\4 (en supprimant la partie AU{n+1} d’un élément de P4, on obtient bijectivement
un élément de Pp, \ 4), donc avec P, _cara(ay- On a donc :

Poyq = Z Card (P4) = Z P _cara(a) = Z (Z) -t

ACE, ACE, k=0

avec la convention Py = 1 qui donne bien Card (PE") =1=F,.
On peut ensuite écrire, pour z €] — R, R :

+001 +oo Pn +oo n 1 Pn, . +oo Pn . ,
€$f(ff):<zn!xn> <Zn!>=z<zk!(n_£)!>m :Z n'+ 7" =f@).

n=0 n=0




On en déduit qu’il existe une constante K telle que f(z) = Ke® pour tout z €] — R, R[. Comme f(0) = Py = 1,
1

K = —, soit :
e

x

Vo €] — R, R[, f(x)=e" 1.

d) Soit x €] — R, R[. Nous avons :

LR 1N 1 R (o)t 1R ok
UChD Bhr D DD S D 3D By K

nk

il z¥, on a (la preuve fonctionne avec z € R quelconque) :
n!k!

En notant u, r =

enlel

e pour tout n € N, la série de } ;5 |un k| converge et a pour somme U, = T

)
e la série de terme général U,, converge.

On en déduit que 'on peut échanger les deux sommes infinies :
+oo /400 [ k
1 n T
w-t3 (50
k=0 \n=0

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit :

1+Oonk
VkeN, P, =— —.
SR ezn!

n=0

On peut aussi remarquer que le calcul précédent prouve que le rayon R est infini.

dy
15) a) Nous avons 0 < — < 1donc R >1 et R est non nul.
nl

b) Pour A partie de {1,2,...,n}, notons &,,(A) 'ensemble des éléments de &,, qui laisse fixe les éléments de A et

uniquement ceux-la :
Gn(A)={o€B,, Vke{l,2,...,n}, o(k) =k <k € A}.

Quand A décrit P({1,2,...,n}), les parties &,,(A) forment une partition de &,,. Nous en déduisons :

nl=CardG, = Y  Card&,(A).
AC{1,2,...,n}

Comme Card &,,(A) = d,,—i ou k est le cardinal de A (un élément de SG,, est dans &, (A) si et seulement s’il

laisse fixe les k éléments de A et induit un dérangement sur le complémentaire de A), et qu'il existe Z parties
de {1,2,...,n} de cardinal k, nous obtenons :
" /n = n " /n
"= kz::o (k) ke = ; (n - z> di = 2 (z) ;-

Nous avons alors par produit de Cauchy :

dn n 1 n - di n = n
S (S 0] -3 (Sapty) - %

n>0 n>0 n>0
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Ceci prouve que R < 1 (le rayon de convergence du produit de Cauchy est égal a 1, et il est au moins égal au
maximum des deux rayons de convergence), i.e. que R = 1, avec pour |z| < 1 :

un nouveau produit de Cauchy donne :

2 = Z(n!)z T < (a))z

n>0 n>0 n>0 n>0

et donc :

(-1)’
!

7!

vneN, d, =n! En:
i=0

On en déduit une définition plus simple de la suite (d,,) :

do=1
dpt1 = (n+1)d, + (=1)"*1  pour tout n >0

16) a) Une décomposition en éléments simples donne :

ai a2 as by b c d
t) =
TO=T oot aoy i T are T T T

1 1 9 b 1 b 5 1+ td—z 1—1
avec = — = — = — = — = — = e =Cc = .
VECAs = 2T M T R 2T e L T 390 T T “T 16
Les développements usuels donnent done, pour tout t €] — 1, 1] :
“+o0 —+oo +oo —+oo
n+2)(n+1
) = a Yt e s ay Y CEROE g Sy
n=0 n=0 n=0 n=0
+o00 +oo +oo
by Y (1) DT —ic Y it +id Y (—i)"t"
n=0 n=0 n=0

“+o0
= g ant"
n=0
en posant

(n+2)(n+1)

5 az + (=1)"b, + (=1)"(n 4 1)by — ci™*' — d(—i)"*!

YneN, a,=a;+ (n+1)as +
Avec du courage, on peut simplifier cette relation en effectuant une disjonction selon la valeur de n modulo 4 :

agp = (k+1)2
Y41 = (k —+ 1)2
Y42 = (/C + ].)

Vk € N, (
gtz = (K +1)(

)

k+2
k+2)

b) On peut écrire également, pour z €] —1,1] :

neN a,b,ceN
a+2b44dc=n
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En effet, la famille (t“”b“c)a peen €St sommable et ’égalité précédente est obtenue en calculant sa somme de
deux fagons différentes. On en déduit :

+o0
t) = Z Bntn
n=0

avec Vn € N, g, = Card ({(a,b,¢) €N, a4 2b+ 4¢ = n}). Par unicité du DSE, on en déduit que a,, = (,. Ainsi,
pour tout entier n, «, est égal au nombre de fagons de payer n/2 euros en pieces de 50 cents, de 1 euro ou de 2
euros, puisqu’une « fagon de payer »n/2 euros est la donnée d’un triplet (a,b, c) d’entiers naturels tel que a piéces
de 50 cents, b pieces de 1 euro et ¢ pieces de 2 euros fassent une somme de n/2 euros, ce qui correspond bien a la
condition a + 2b + 4¢c = n.

Ainsi, il existe ao716 = (4 x 679) = 6802 = 7462400 fagons de payer 1358 euros avec nos trois types de pieces.

17) a) La suite (a,)n>0 est positive et croissante, donc :

an 1
Vn > 0, Ont1 < Gpt2 = Gpt1 + ? < apy1 (1 + nt 2)

*1 tend vers 1 quand n tend vers 'infini, d’ou R = 1 avec la regle de d’Alembert.
Anp

On en déduit que a4

b) Pour z €] —1,1[, on a :

+oo +oo +oo

—+o0 +oo +oo
Z(n + 2)ap 0z = Z(n +2)an 12"+ Z apz" Tt =1z Z(n + Dapirz™ + Z g1z + 2 Z anz"”
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
d'ot f'(z)—a; = zf'(x)+ f(x) —apg+xf(x), soit (1—z)f'(x) = (1+x)f(z). On en déduit qu’il existe une constante
K telle que f(x) = K(lei)y puis f(0) = ap = 1 donne K = 1.
-z

On peut ensuite faire un produit de Cauchy :
+oo xn +oo +oo n . n— k‘ + 1
Ve e1,1], flz) = Z(_wH S+ ) => D (-1 )"
n=0 n=0 n=0 \k=0

Par unicité du DSE, nous en déduisons :

- n—k+1
vneN, a, = Z(_l)kT

k=0

18) a) Nous avons :

Pr={()}etpr =1

P2 ={(2),(1L,1)} et pp =2

Ps={(3),(2,1),(1,1,1)} et ps =3

Pi={(4),(31),(2,2),(2,1,1),(1,1,1, 1)} et py = 5

Ps =1{(5),(4,1),(3,2),(3,1,1),(2,2,1),(2,1,1,1,1),(1,1,1,1, 1)} et p5s =7

Ps = {(6),(5,1),(4,2),(4,1,1),(3,3),(3,2,1),(3,1,1,1),(2,2,2),(2,2,1,1),(2,1,1,1,1),(1,1,1,1,1,1)} et pg = 11
b) On peut voir le diagramme de Ferrers d’une partition s = (nq, na,...,ng) de n en k parts comme la matrice Ag

de taille (k,nq) définie par :

V(i) € {1,...,k} x{1,...,n1}, A4li,j] =

0 sinon
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En notant F,, (resp. F, ) 'ensemble des diagrammes de Ferrers des éléments de P,, (resp. de P, 1), 'application
®: A+ 'A est une bijection (involutive) de F,, sur lui-méme. On a donc :

D = Card(Fp, ) = Card(®(Fun i)

C’est le résultat demandé, car A, € ®(F, i) si et seulement si s est une partition de n dont la plus grande part est
égale a k.

Plus formellement, en notant A — s4 la réciproque de s — A,, 'application s — st4_ est une bijection de P, j
sur ’ensemble des partitions de n dont la plus grande part est égale a k.

¢) Soit k € {1,...,n — 1}, on peut écrire Py, . = Py, , LP2 , avec

s=(n1,...,nk) GPiJC = sePyretny=1
L’application (n1,...,ng) — (n1,...,nk_1) est une bijection de P}L,k sur Pp_1 x—1 et Papplication (nq,...,ng) —
(ny —1,...,n, — 1) est une bijection de 77,2%,C sur Pp_g k. On obtient donc :

Pnk = DPn—1k—1 1+ Pn—k,k

Cette relation est également valable pour kK = n > 1, mais on peut aussi écrire directement que p,, ,, = 1 puisque
(1,1,...,1) est la seule partition de n en n parts.

Pour programmer le calcul de p, x, il ne faut pas tomber dans le piége classique en traduisant récursivement
résultat :

def pk(n,k):
if Kk >n or k <= 0:
return 0
elif k = n:
return 1
else:
return (pk(n—1,k—1)+pk(n—k,k))

def p(n):
s =1
for k in range(l,n):
s += pk(n,k)
return s

car le temps de calcul de cette fonction est exponentiel. C’est d’ailleurs un bon exercice : quel est le temps de calcul
T(n,k) de 'appel pk(n,k) ?

Il faut ici utiliser une approche de type “programmation dynamique” (on parle aussi de mémoization) : comme
pour le triangle de Pascal, on stocke les valeurs calculées dans un tableau, pour ne pas avoir a les recalculer de
nombreuses fois. Cela donne :

def p(n):
a = [[0 for j in range(n+1)] for i in range(n+1)]
for i in range(n+1):
ali][i] =1

for m in range(2,n+1):
for k in range(1l,m):
alm][k] = a[m—1][k—1] + a[mk][k]

s =1
for k in range(1l,n):
s += a[n][k]
return s
>>> p(6)

11
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>>> p(100)

190569292

>>> p(1000)

24061467864032622473692149727991

>>> p(10000)
361672513256362939888204718909536954950160303393156
50422081868605887952568754066420592310556052906916435144

d) Soit x €] — 1, 1]. Notons Pk (z) le produit partiel. Nous avons :

In(1 — z*)

M=

In(Py (x)) = —
k=1

et comme |z| < 1, 2* tend vers 0 quand k tend vers l'infini. Nous avons donc — In(1 — %) ~, o 2* qui est le terme
général (positif) d’une série convergente. On en déduit que In(Pk(x)) a une limite ¢ quand K tend vers +oo, puis
que

£ _

e) On a p, > 1 pour tout n, donc le rayon de la série est au plus égal & 1 (rayon de la série Z x"). Nous allons
n>0

montrer que la série converge pour tout x €] — 1, 1[ et que sa somme est égale au produit infini P(x). Fixons donc

x €] —1,1[. L’idée simple consiste & faire une produit (infini) de DSE, en justifiant I’égalité :

+oo 1 —+oo +oo
H — H kak _ Z x7n1+2m2+3m3+~~
1—zk

k=1 k=1 \mg=0 mel

en notant I ensemble des suites presque nulles (m;);>1 d’entiers naturels. Pour justifier cette égalité, commencons
par démontrer que la famille (z™1+2mzt3mat-) est sommable. Si J est une partie finie de I, il existe K et M
tels que :

VvmeldJ, Vi>Km;=0etVmeJ VieN, m; <M.

On a donc :

> ™

Z ‘x|m1+2mz+-~+K7nK

medJ meJ
M M
< Z Z |x‘m1+2m2+---+KmK
m1:0 mK:O
M M M
— <Z |.T|m1> (Z |$2|’m1> ( Z $K|mK>
m1:O m2:0 mKZO
A
< -
< =
k=1
1
< P tout k > K, ———— > 1
< P(lz|) car pour tou Tl

La famille étant sommable, on peut ensuite appliquer le théoréeme de sommation par paquets de deux fagons
différentes :

e En notant I ’ensemble des m € I tels que m; = 0 pour ¢ > k, nous avons [ = |_| (I \ Ix—1) donc

k>1
+oo
E xng E 2™ | = lim E ™
K—+o0o
mel k=1 \meIx\I_1 melx
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On reconnait ici un produit de Cauchy de K séries entieres :

K
1
mo_ ml,_2mso Kmyk _
DRSSP §
melk my,...,mrg €N k=1
et donc
Ko
Z 2™ = lim - = P(x).
K—+00 1—zk
mel k=1
e Pour n € N, notons J,, = {m € I, my +2mg + --- = n}. J, est fini et, pour n > 1, son cardinal est p, : on

associe a un élément m de J,, avec my > 1 et m; = 0 pour k < ¢, la partition

mytermes mp—1termes mitermes

et m — sp, est une bijection de J, sur P,. Pour n =0, Jo = {(0);>1} et son cardinal est également égal a
po = 1. Nous pouvons donc écrire :

+oo —+oo
IIEEED I DIEL EDI TS
mel n=0 \me&J, n=0

Nous avons donc prouvé la convergence de E pnz” (et donc que le rayon de la série est égal a 1), avec :

n>0
+oo +oo 1
n __
Vee]—1,1], anx = H Tk
n=0 k=1
f) Si s = (nq,...,nk) est une partition non constante égale & 1, on procede de la fagon suivante :

e on calcule le plus grand entier 7 tels que n; > 1 et le nombre p de 1 qui viennent apres le rang i (i.e. p = k—1);

e on remplace n; par n; — 1 et il faut ensuite partitionner p + 1 (ce sont les éléments que 'on a “supprimés”)
en une suite (mq,...,my) telle que n; —1 > mq > --- > my, avec (myq,...,m,) soit la plus grande possible
pour lordre lexicographique. Il va donc falloir choisir la partition (m; — 1,......... ,m; —1,7r) ol

q termes
p+1l=q(m; —1)+r
est la division euclidienne de p + 1 par m; — 1.
Par exemple, avec s = (12,10,5,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1), on a p = 10 : on divise 11 par 4, ce qui donne ¢ = 2 et
r = 3 et la partition qui précéde s dans l'ordre lexicographique est s’ = (12,10,4,4,4,3). Pour écrire la fonction

Python, on utilise ’analyse suivante :

e on supprime le dernier élément tant la liste et on s’arréte quand on a obtenu un élément différent de 1 (on
compte en méme temps le nombre p + 1) ;

e on divise p+ 1 par u; — 1 (u; est le dernier élément supprimé), ce qui donne le couple (g,r);
e on ajoute a la fin de la liste (¢ + 1) fois u; — 1;
e si r et non nul, on 'ajoute a la fin de la liste.
def prec(s):
k, u=1, s.pop()

while s = [] and u = 1:
k, u=k+1, s.pop()
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if uw= 1:
return s
else:
s .append (u—1)
q, r = k//(u=-1), k % (u-1)
for i in range(q):
s .append (u—1)
it r = 0:
s.append (1)
return s

La fonction suivante affiche toutes les partitions de n :

def affiche(n):

s = [n]

while s I= []:
print(s)
prec(s)

qui donne le résultat attendu :

>>> affiche (6)

(6]

[5, 1]

(4, 2]

[4’ 17 1]

(3, 3]

(3, 2, 1]

3, 1, 1, 1]
(2, 2, 2]

(2, 2, 1, 1]
(2, 1, 1, 1, 1]
(1, 1, 1, 1, 1, 1]

On peut utiliser cette fonction pour calculer le maximum des ordres des permutations de &,,. A une permutation
o € G, on associe la partition s = (n1,ns,...ng) € P, ou les n; sont les longueurs des cycles de la décomposition
de o en produits de cycles & supports disjoints. Par exemple, o = (7,3,2,8,5,1,6,10,4,9) est la composée des
cycles (1,7,6), (2,3), (4,8,10,9) et (5), donc s = (4,3,2,1). L’ordre de o est alors le p.p.c.m. des n;. Nous avons
donc :

max{ordre(o), o € 6,} = max{ny A---Ang, (n1,...,nk) € Ppn}.

Nous pouvons donc écrire :

def ppem(a,b):
A, B = max(a,b), min(a,b)
while B != 0:
A, B=B, A%B
return (axb//A)

def ppecm_ liste(s):
a =1
for x in s:
a = ppcm(a,x)
return (a)

from copy import copy
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def calcul _max(n):

s = [n]
t = [n]
M=n
while s I= []:
prec(s)
m = ppcm_ liste(s)
if noM:
M=m
t = copy(s)

return (M, t)

Cette derniere fonction calcule le maximum et une liste qui permet d’atteindre ce maximum.

>>> calcul_max (30)
(4620, [11, 7, 5, 4, 3])

L’ordre maximum d’une permutation de 30 éléments est donc 4620, atteint par la transposition :

o=1(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11) 0 (12,13, 14, 15,16, 17, 18) 0 (19, 20, 21, 22, 23) o (24, 25, 26, 27) o (28, 29, 30)

11-cycle 7-cycle 5-cycle 4-cycle 3-cycle

Propriétés générales des sommes de séries entieres

19) Pourn € Net p>0,0na:
. ) +oo -
Vo € [O, 27T}7 f(p610)67m9 _ Z akpkel(k,n)e
k=0

Et cette série converge normalement, donc uniformément, par rapport a 6 sur le segment [0,27]. On peut donc
échanger l'intégrale et la somme infinie :

1 27 ] ] 400 2
f(peze)e—mé do = ak[)k/ ei(k—n)@ df = a,,
2mp™ Jo kz:% 2mp 0

2
car / =m0 49 vaut 0 si k # n et 27 si k = n.
0

e On en déduit : )
| 10 < 2.
0

YneN, ¥p>0, |an| <
pTL

- 27Tp7l

e Si f est bornée, on peut définir le réel M = sup,., M, et on a, pour n € N* :

M
Vp >0, lan] < = — 0
pr p—too

On en déduit que a, = 0 pour n > 1 et f est constante.

If (=)

e Soit NV € N et supposons que El
z

est borné au voisinage de l'infini. 11 existe donc M et pg > 0 tel que :

Vp > po, M, < Kp".
On en déduit que pour n > N :

A < M 0
P> lonl < 5 o
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Et donc a,, = 0 pour tout n > N : f est un polynéme de degré au plus N.

20) Le rayon R de f est au moins égal & 1; il faut penser ici a écrire :

1 2m ) .
vn S N, V’/‘ c 071 , Qp = 7‘620 6—2719 de.
0.1 an =525 | Fre)
—+o0
Cette égalité se prouve facilement en écrivant f(rew)e—m@ — Zakrkezé)(k—n) et en échangeant Dintégrale sur le
k=0

segment [0, 27] et la somme (il y a convergence normale sur [0, 27] car r < R).
Il reste a montrer que cette égalité est encore valable quand r = 1. Posons donc :

2m

Vre[0,1], G(r) = f(ret?)e=™% dg.
=g(r,0)
On peut appliquer le théoréme de continuité des intégrales a parametres :
o Vr € [0,1],  — g(r,0) est continue par morceaux sur [0, 27];
e V0 € [0,27], r — g(r,0) est continue sur [0,1];

e Vr€[0,1], V0 € [0,27], [g(r,0)] < sup|,<; [f(2)| = M (M est fini car f est continue sur le disque unité fermé
qui est compact) et 'application constante égale & M est continue par morceaux et intégrable sur [0, 27].

On en déduit que G est continue sur [0, 1] et on obtient, en faisant tendre r vers 1 :

1
A N, a,=—G(1)=0
neN an = - (1)

soit f = 0.

Développements en séries entieres

21) e Supposons qu’il existe C' > 0, A > 0 et r €]0, a[ tels que :
V& €] —a,a, Yn €N, |z| <r=|f™(z)] < C A™n!

Pour z €] — r,r[ et n € N, I'inégalité de Taylor-Lagrange donne :

— f®(a) k |+ 1 [+ 1 1
flx) - " < sup [fPD(1)] < H—— C A" (n+ 1)1 = C (A]z|)" .
On en déduit : "
. 1 ~ fP(a) 4
Vo € R, |z| < min (r, A) , E R ——— f(x).

k=0
f est donc développable en série entiere en 0 et son développement est valide sur | — 7o, o[ avec 7o = min | r, — |.

e Supposons réciproquement que f est DSE en 0, avec :

—+o0
Vo €lro,rof, flz) = Zakxk
k=0
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ou0<rg<aet) . a,2" est une série entiere de rayon R > rg. Fixons r €10, ro[ et p €]r,ro[. Il existe M > 0
tel que |a,p™| < M pour tout n (le terme général d’une série convergente est borné) et on peut écrire, pour n € N
etxe]l—rr[:

“+oo
\f("’(x)\ = D (k+n)k+n-1)...(k+ appna®
k=0
+oo
< D (ktn)(k+n—1)... (k+1)|apnlr*
k=0
M X k
< S k) k-1 (k+ 1) <’”>
P =0 P
_M_ e
pn (1 B r)ﬂ—&-l
p
_ _r n!
p—1 (p—r)
1
ce qui est le résultat recherché, avec C' = . et A= .
p—r p—r

22) a) Pour z € [0, a[, la suite (S,,(z)),>0 est croissante et la formule de Taylor avec reste intégral donne :

T (g — )"

Vi €N, f(z)— Su(z) = / T@Z " e gyars o

n!

donc (S, (z) est majorée par f(z) : la suite est bien convergente et le rayon R de la série de Taylor de f en 0 est
supérieur ou égal a a.

b) Pour z €] — a,0[, on peut écrire :

! ja ]!

VneN, [f(z) = Sn(z)] <

(n+1) _ (n+1)
su t) = su 0
(n+ 1) s2t0 [l (n+1)!x§t20f I ©0)

ja]+!
» (n41)!
donc tend vers 0 quand n tend vers l'infini. On en déduit que R, (x) converge vers f(x) quand n tend vers Uinfini.

car f(»*1) est positive et croissante. Comme |z| < R FH1(0) est le terme général d’une série convergente,

¢) On peut écrire, pour = €]0,a] :

_ Cz )" (n+1) _on+l ! (1—u)" (n+1)
Ro(z)= | 21 dt = S d
(x) /0 f (t)dt ==z /0 - f (zu) du

n! !

en posant t = ux. Comme f("+1) est positive et croissante, on en déduit :

1 _oA\n 1 .\
0< iﬁﬁ? :LA (lnﬁ) fw+ntm”dufié (1nﬁx*f“+”@ﬂ0du==ﬁﬁgd

d) Pour z €]0, a[, on peut fixer y €x,a[ et on a :

—0

n—-+o0o

0 < Ru(x) < Ra(y) (%)n+1

car R, (y) a une limite finie et y/x € [0, 1].

Nous avons donc démontrer que Sy, (x) converge vers f(x) pour tout z € | —a, af (la propriété est évidente si z = 0) :
f est donc DSE en 0 et le développement est valide sur tout le domaine de définition de f.

Cas particulier : la fonction tangente est DSE en 0 et son développement est valide sur | — w/2,7/2].
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+00 n N\2k+1
23) Soit 2 € R. Pour tout n € N, sin(¢"z) = Z(—l)k % On peut donc écrire :
k=0 '
too [+oo n(2k+1) ,.2k+1
— k4d z
f(z) = Z (Z(—l) M) .
n=0 \k=0

g 2R+ g2kt
Notons o, = ((—1) ) . Nous avons :
(2k+1)! n>0,k>0

e pour tout n, Y, an,k| est convergente et
+oo
> lanl = sh(lg"z)),
k=0

e comme |sh(q"x)| ~ |¢"x| quand n tend vers I'infini, avec |q| < 1, lasérie ), - (Z?:OB |an7k|) est convergente,

donc la famille (o, 1 )n>0,k>0 €st sommable et nous pouvons échanger I’ordre de sommation, ce qui permet d’écrire :

& (R n(2k41) | 2k+1 _ ~ (~D)F 1 2k+1
f<x)_z(2k+1)! 2. v _Z(2k+1)!1fq2k+1m '

k=0 n=0 k=0

f est donc développable en série entiére en 0 et son développement est valide sur tout R.

Etude sur le cercle d’incertitude ou au voisinage d’un point de ce cercle

24) a) Comme il y a convergence pour = 1, on a R > 1. Pour montrer qu'’il y a convergence uniforme sur [0, 1],
il suffit de montrer qu’il y a convergence uniforme sur [0,1[ (car il y a convergence en 1). Comme souvent, un
théoréme d’Abel se prouve en faisant une transformation d’Abel! Pour z € [0, 1], nous allons montrer que le reste
de la série de terme général a,z™ tend uniformément vers 0 sur [0, 1].

Pour z € [0,1] et n € N, nous avons :

N N N—-1
VN >n+ ].7k_z: (kak = _Z (kal - Rk)xk — Rnxn+1 _ RN;L'N _ _z: Rk(;[;k _ xkfl)
=n+1 k=n-+1 L0 k=n-+1
N — 400

Comme le terme de droite de ’égalité a une limite quand N tend vers I'infini, il en est de méme du terme de gauche,
ce qui donne en faisant tendre N vers l'infini :

+oo +oo
LTI ol WD

k=n-+1 k=n+1
On obtient donc :
+oo —+o0
S aaf| < Ru|+(1—2) Y [Ryla*
k=n+1 k=n+1

Pour € > 0, il existe ng tel que Vn > ng, |Ri| < e. On a alors, pour n > ng :

+o0 +o0
vz € [0,1], Z apz®| <e+(1—x) Z exbF 1 =c(1+2m) <2
k=n+1 k=n+1

Nous avons ainsi montré que ) -, anz" converge uniformément sur [0, 1], puis sur [0, 1].

On en déduit que f est continue sur [0, 1], comme limite uniforme d’une suite de fonction continue (les sommes
partielles sont continues car polynomiales).

b) Nous sommes dans chaque cas dans le cadre de la question a) et en particulier f(z) tend vers f(1) quand x tend
vers 17.
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n+1

+
e Exemple 1: Vz € [0, 1], Z z" =1n(l +z) donc A= f(1) =In2;

400 n
e Exemple 2 : Vx € [0, 1], f(z) = ﬁm%ﬂ = Arctan(z) donc B = f(1) = T

(]

= 2n+1 4
+o0o
e Exemple 3 : Vz € [0, 1], Z(—l)"m‘m = 1
= 1+
+oo T
(=D" ant1 / 1
Vo € [0,1], = ntl — — dt
ve[01 fl@) ;4n+1x o 1+t
LS|
ce qui donne C' = f(1) = / T4 dt. Les courageux pourront terminer le calcul :
0

1 1 2—+2x 1 2442z ) V8 2+\f V2
== + = puis C = — In + =
1+x 4222241 4224V22+1 8 2-v2 8

1 1 4
Exemple 4 : on a n(n+ 1)(2n+ 1) = P + g Nous allons multiplier ce terme par z2"*+1 et

sommer, pour que les séries obtenues se calculent (un peu) plus facilement :

too 2n+1 +oo 2nt1 10 _on4l +o  on+1
x x x x
rEe[01 fl@) ;n(n+1)(2n+l) nzl n +n¥n+1 nz::l?nJrl
In(1 — 1
= —zln(l—2?) - In(1 = 2%) v < +$—x)
x
—1)2
I L >< e,
In(1 - 1)?
ce qui donne enfin D = f(1) zlim [—n(x@(ac— 1)2—ln(1+x)($+)+3x} =3—4In2.
- x

n

¢) En posant ¥n € N, ¢, = E axby_1, supposons que les séries de termes généraux a,, b, et c, soient
k=0

convergentes. D’apreés le a), les fonctions

+o00 +oo o0
f:xr— Zanx", g: r+—> anx” et h: z+— chm"
n=0 n=0 n=0

sont définies et continues sur [0, 1]. Le théoréme sur les produits de Cauchy de séries entiéres prouve que
f(x)g(x) = h(z) pour tout x € [0, 1] : pas continuité, f(1)g(1) = h(1), i.e. que le produit de Cauchy des deux
séries a pour somme le produit des deux sommes.

Autrement-dit, pour deux séries a termes complexes convergentes, le produit de Cauchy des deux séries ne

peut converger que vers le produit des deux sommes.
n

d) Nous supposons maintenant que ZSk —— S et nous voulons démontrer que la série entiere

n+1 n—-+o0o
+oo
> n>0an2" est de rayon R > 1 et que f(x Z apx™ tend vers S quand x tend vers 17
n=0
So4+---4+8
Notons o, = % (en particulier, c_; = 0). Nous avons alors o, = O(1) puisque o, tend vers S.
n

Comme S,, = (n+ 1)o,, — no,—_1, on en déduit que S,, = O(n), puis a,, = S, — Sp—1 = O(n). Par théoréme
de comparaison, le rayon de convergence R de la série entiere > . an2™ est supérieur ou égal & celui de la
série )~ -, nz" :ona bien R > 1.
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Pour faire apparaitre naturellement les .S,, puis les o, nous allons faire un produit de Cauchy avec la série
géométrique ) -, 2". Nous pouvons écrire :

+oo
Yz e [0,1], ﬁf{x) = ZS" "
1 =
va e [0,1], (e fl@)=> on(n+1)a"
n=0

On peut écrire o, = S + €, avec €, — 0, ce qui donne :
n—-+oo

+o00 +oo +oo
Vo € [0,1], f(z) =1 —x)? Z(S—!—en) (n+1)az" =81 —x)? Z(n + 1)z" + (1 — z)? an (n+1)z"
n=0 n=0 n=0
=S =R(z)

Il reste donc & montrer que R(z) tend vers 0 quand = tend vers 1, ce qui se fait avec une preuve de type
Cesaro : fixons € > 0. Il existe ng € N tel que |e,| < € pour tout n > ng. On a alors :

no—1 +o00o
Vo e [0,1], |R(z)] < (1—=x)2 Z len|(n+Da™ + ¢ (1 —x)? Z (n+1)z"
n=0 n=ng
no—1 +oo
< (1-2)* ) leal(n+Da"+e (1-2)* > (n+1)2"
n=0 n=0
=1
’I’L(]*l
< (1-2) ) leal(n+ 12"+
n=0
no—1
Quand z tend vers 17, (1 — x)? Z len|(n + 1)z™ tend vers 0. Il existe donc n €]0, 1] tel que
n=0
’n.g—l
Vo €]l —n,1[, (1 —z)? Z lenl(n +1)z" <e.
n=0

Nous avons donc démontré :
Ve >0, In €]0,1[,Vz €]1 —n, 1], |R(x)| < 2¢

ce qui est la définition de la convergence de R(x) vers 0 quand x tend vers 17.

Remarque : dans cette question, on compare deux généralisations de la notion de convergence d’une série
(ces notions ont été introduites dans le cadre de I’étude des séries de Fourier). Quand une série ) - a, ne
converge pas, on peut essayer de définir une convergence en un sens plus général :

So+--+8

. 7. \ . . n . .
e on dit que la série converge au sens de Cesaro si la suite o, = 1 converge : la limite de cette
n

—+oo
suite est alors appelée somme de la série E an, au sens de Cesaro et notée E an, ; le théoreme de Cesaro
n>0 n=0

C
“+oo —+o0

affirme que si la série converge au sens usuel, elle converge au sens de Cesaro avec g an = E an;

n=0 n=0
c

e on dit que la série converge au sens d’Abel si la série entiere E a, 2" est derayon R > 1 et si Z::g anx™
n>0

a une limite S quand z tend vers 17 ; la valeur S st alors appelée somme de la série E an au sens
n>0
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+oo
d’Abel et notée E an. La question a) prouve que si la série converge au sens usuel, elle converge au

n=0
A
+o0 +o0
sens d’Abel avec E a, = E Q-
n=0 n=0
A
—+oo
La question d) prouve que si la série converge au sens de Cesaro, elle converge au sens d’Abel avec E an =
n=0

A
+oo

E an- Ainsi, la convergence d’une série au sens d’Abel est plus générale que celle au sens de Cesaro.

n=0
C

En exercice, on pourra s’amuser a généraliser encore Cesaro : la série converge au sens de Cesaro “d’ordre
oo + e + On

n,2 _

2" sio a une limite S quand n tend vers l'infini. Plus généralement, on peut parler de

n
convergence de Cesaro “d’ordre k” si 0y, a une limite quand n tend vers I'infini, ot on a posé :

On,0 = Sn pour tout n € N;
okt Onk

pour tous n € Net k € N.
n+1

On,k+1 =
Si la série converge au sens de Cesaro d’ordre k, on note Ztg ay, 1a limite de oy, ; quand n tend vers I'infini.
Ck
La convergence de Cesaro d’ordre 0 est la convergence usuelle, la convergence d’ordre 1 est la convergence au
sens de Cesaro.
On a alors d’apres le théoreme de Cesaro

vk € N*, Z a, existe = Z a,, existe et Z ay, = Z Gn

n=0 n=0 n=0 n=0

Ck Cr41 Clt1 Ch
et en généralisant la preuve du d) :

Vk € N*, Z a, existe = Z a, existe et Z an, = Z an,
n=0 n=0
A A

n=0 n=0

Ck Ck

25) a) Comme la série converge en © = 1, on a R > 1 et la série converge simplement sur [0, 1] : nous allons

montrer que le reste R, (z) = szﬁl ajT

¥ converge uniformément sur [0, 1] vers 0 quand n tend vers l'infini. Nous

noterons A, = R, (1) pour tout n € N, ce qui permet d’écrire :

Yn>1, a, = A1 — A,

Et nous pouvons faire une transformation d’Abel sur R, () :

—+o0
Vn>1, Vo € [0,1], Ro(x) = Y (Ap-1— Ap)ab = A,a" — (1-2) Y Aga®
k=n+1 k=n

en séparant la somme en deux (les deux séries convergent car = € [0, 1]).

Comme (A,,) converge vers 0 quand n tend vers I'infini, on peut, pour & > 0, fixer n. tel que |A,| < & pour n > n..

On a alors :
—+o0 —+o0
Vn > ne, Vo € [0,1], |Ru(x)] < [Anl2™ + (1 —2) Y |Akfa® <e+e(l—2) ) ab <2
k=n k=n
“+o0 +oo 1
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Nous avons donc |R,(z)| < 2e¢ pour tout z € [0,1] ('inégalité est également vraie quand x = 1 car |R,(1)| =
|A,| <€) et pour tout n > n, : la convergence uniforme sur [0, 1] est démontrée.

+oo
Ceci prouve en particulier que la fonction f: =z +—— Z anx™ est continue sur [0, 1].
n=0
b) i) Premier exemple : f; : = — Z ”+1— est définie et continue sur [0,1], avec fi(x) = In(1 4+ z) pour

€ [0,1], donc Sy = f1(1) =In2.

2n+1

ii) Deuxiéme exemple : fo : © —> Z est définie et continue sur [0, 1], avec fo(x) = Arctanz pour

x € [0,1], donc Sy = fa(1) = Arctanl = Z

4n+1
iii) Troisiéme exemple : f3 : z — Z est définie et continue sur [0, 1], dérivable sur [0, 1] avec
n=0
fi@) = 302 (=)t = o powr @ € 0, 1[, donc
1
1 V2 2++2
S3 = f3(1) = ——dr=— |7+ apres calculs

¢) Supposons que le produit de Cauchy des deux séries convergent. Les applications

:x|—>Zan , g x»—>be et h: xn—>z<2akbn k)

n=0 n=0

sont donc définies et continues sur [0, 1]. Comme il y a convergence absolue des séries f(z) et g(z) pour z € [0,1],
le théoréme sur les produits de Cauchy donne f(z)g(z) = h(z) pour = € [0,1[, puis f(1)g(1) = h(1) par passage &
la limite. Nous avons donc démontré :

Si Z Qs Z b, et Z (Z apb,_ k) convergent, alors

n>0 n>0 n>0
+o0 +oo +oo n
() ()5 ()
n=0 n=0 n=0 \k=0

26) a) La fonction f est croissante sur [0, 1], donc elle a une limite ¢ (finie ou infinie) en 1. Nous avons :

VneN, Vz e (0,1, Y ara® < f(2)
k=0

donc, en faisant tendre x vers 1 :
n
Vn € N, Z ap < /.
k=0
n

Ceci impose ¢ = 400, puisque Z ay, tend vers +o0o quand n tend vers l'infini.
k=0

b) Nous allons faire une preuve de type Cesaro : fixons € > 0; il existe ng € N tel que :

Vn > ng, |an — byl < ean.
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On a alors, pour z € [0,1] :
nofl nofl ’n(]fl

@) = g@I < S Jan—bala™ 6 3 " < 3 Jan — bola" + f(2)
n=0 n=0 n=0

no—1

Comme f(z) tend vers +oo quand z tend vers 1 et Z |an, — bp|z™ a une limite finie en 1, il existe n €]0, 1] tel

n=0
que :
no—1
VﬂfGl*??a Z|an7b|x <6f()
On a alors :

Ve ]l —n, 1], |f(z) —g(z)| < 2 f(2),
ce qui traduit que g(z) est équivalent a f(x) quand z tend vers 1~

¢) La fonction ¢ : & —— In(1 + x) est continue et croissante sur I = [0, 00|, qui est stable par ¢. On en déduit que
la suite (¢, )nen est définie et monotone. Comme ¢(z) < x pour tout > 0, (¢n)n>0 est décroissante : elle converge
donc vers 0, qui est le seul point fixe de ¢.

Nous allons calculer un équivalent de ¢,,, a 'aide d’'une méthode assez classique :

L1 ! —i(1+c—"+ ( ))—i+1+ (1)
Cnr1 In(14¢,)  cn—c2/24+0(c2) ¢, g O] T L T T

1 1 n
— — converge vers 1/2 et le théoréme de Cesaro donne — ~ 3 soit ¢, ~ —.

On en déduit que
Cnt1  Cn Cp, 00 +oon

Le rayon de convergence de f est donc égal a 1 et la série diverge pour = 1 (comparaison avec la série harmonique).
Par contre, il y a convergence en —1 d’apres le théoréme spécial des séries alternées (a,, décroit vers 0).

On peut ensuite appliquer le b) avec bg =0 et Yn > 1, b, = % :

+o00 9
f(z) ~1- Z Ez" =-21In(1—x).

n=1

27) Notons }, -, anx™ cette série entiere (on pose donc a, =1 si n est un carré, a,, = 0 sinon).
La série diverge quand x = 1, donc R < 1, et |a,| < 1 donc R > R (Zn>0 x") =1,donc R =1.

Soit x €]0, 1[. L’application ¢ : t — 2t” = e’ T est continue, décroissante et intégrable sur [0, +00[. On peut

donc écrire :
+o0 +oo +o0
/0 Pt <Y on) < 9(0) + / o(t)dt
n=0

On a ensuite, en posant u =tv—Inz :

+eo oo, 1 T s N
t)dt = tl”dtzi/ Uy = —Y——,
/0 e (t) /0 ¢ vV—Inzx Jo ‘ b 2v/—Inzx

Comme ¢(0) est négligeable devant cette quantité quand x tend vers 1, on a :

Z mnz \/77-
— 1-2y/—Inz
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28) a) On fait une preuve de type Cesaro : pour € > 0, il existe K € N* tel que \/% < e. On a alors, pour tout
z>0:

K-—1 Ik “+o0 k K-—1 xk
0< flx)e™® <e™™ +ee ™ — <e® +e
< < T <
k=1 Kk ik = RV
—— —_———
<e® =Pk (x)

Comme Pk est un polynome, il existe a > 0 tel que :

K-1 Ik
Ve >a, e ” <e.
; EWE
On en déduit donc :
Ve >a, 0< f(x)e™™ < 2
ce qui prouve que f(x) est négligeable devant e® au voisinage de +oo.
b) Y admet un moment d’ordre 2, donc on peut lui appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V(y)

2

Va >0, P(Y ~ B(Y)| 2 0) £ -~

Comme E(Y) =V (Y) = z, cela donne :

1

P(lY —z| > ex) < oy = O(1/z) au voisinage de + oo.

xT

¢) Nous devons montrer que ¢(z) = f(z)e™*y/x tend vers 1 quand z tend vers +oo. Fixons o > 0 et choisissons
€ €]0,1] tel que <l+4aet

0,1l tel q 1—¢~ 1+e
que :

Vr > a, Z e*‘%’aic M

Kl =z
|k—z|>ex

> 1 — . Le résultat précédent prouve qu’il existe a > 0 et M > 0 tels

Ecrivons alors, pour > a :

"Ek ZCk
plr)=vz > eT——4vz Y e
|k—z|>ex k'\/E |k—z|<ex k'\/E
=1 () =p2(z)

Nous avons (Vk > 1) :

Il existe donc b > a tel que :
Vo >b,0 < pi(z) < o

La somme qui définit @9 porte sur les k compris entre (1 — &)z et (1 + £)z. Nous pouvons donc encadrer vk pour
obtenir, toujours pour x > a :

(o) ¥ eDc VTS et e Y
! |k—z|<ex ! (1 - E)x |k—z|<ex 1-¢

LA S
Z € ﬁ_ <l+4+a«o

|k—z|<ex (1 —|—€).’E
=A(z) <1
gt o
OrA(z)=1-a)1- Z e =(1-a)(1+0(1/x)) . 1 — a, donc il existe ¢ > 0 tel que

|k—z|>ex

Ve > ¢, Alz) >1-—2a.
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On en déduit :
Vo > max(b,¢), 1 —2a < p(zr) <142«

ce qui acheve la preuve.

29) Une étude élémentaire de la fonction ¢ : x — In(1 + ) sur Pintervalle stable [0, +oo[ montre que (a,) est
positive, décroissante et de limite nulle (0 est le seul point fixe de ¢). On en déduit que a, 1 est équivalent a a,,
et donc le rayon de la série entiere est égal a 1 (critére de d’Alembert). Quand x = —1, la série est convergente car
(an) décroit vers 0 (théoreme spécial des séries alternées). Pour étudier la convergence quand = = 1, nous allons :
calculer un équivalent de a,, au voisinage de +oo. Nous avons :

1 1 an—I(l1+ay)  a,—(an—a2/2+ o(a2)) 1
Uny1  Gn  apln(l+a,) anIn(1+ ay,) n—+too 2
. P N L1 1 1 1 « 1 1 1 .
En appliquant le théoreme de Cesaro, on en déduit que — — — = — - — | —— —, soit
NGy nao ak+1 Ok n—4oo 2

1
Gn ~too 5 Ceci prouve que f(z) n’est pas définie quand x =1 et que

X In(1—x)

fz) ~1- %: 5

n=0

en appliquant le lemme classique :

Si),soanx™ et Yo <o bpa™ sont deux séries entieres de rayon 1 avec an ~yoc bp, by > 0 et 3 o by, divergente,

+oo
alors g(z Z bpz™ tend vers 400 quand x tend vers 1~ et f(x) = :Lri% anx™ est équivalent & g(x) au voisinage
n=0

de 1.

Preuve du lemme :

e La fonction g est croissante sur [0, 1[; si elle ne tendait pas vers +oo, elle aurait une limite finie ¢ et on
pourrait écrire :

Vn e N, Vz €]0,1], Zbkzk <g(x) <V
k=0

En faisant tendre x vers 1, on aurait :
n

VneN, Y b, </
k=0

ce qui contredirait la divergence de la série & termes positifs ), - by serait convergente.

e Soit € > 0; il existe ng tel que |a, — b,| < &b, pour tout n > ng. On a alors, pour tout x € [0,1] :

no— 1
|f(z) |<Z|ak—bk|$ —i-EZbkl‘
k=ng
—_———
<g(=z)

Comme 220:_01 lag — br|z* est négligeable devant g(z) au voisinage de 1 (car g(z) tend vers 4+o0), il existe
n €]0,1] tel que :

no—1

Vo el —n, 1] Z\ak—bk|$ <eg(z).
On a donc :

Vo el —n,1[, |f(z) — g(z)| < 2e9(x)

Ce qui prouve que f(z) est équivalent a g(z) quand z tend vers 1~

38



Equations différentielles et séries entieres

n 1)? 1
30) a) On a ntl _ (n+1) T 1/4 donc R = 4 (critere de d’Alembert).
an, 2n+2)(2n+1) 2(2n+1) no+oo

b) Nous avons donc, pour z €] — 4, 4] :

VneN, 22n + Dapy12" ™ = (n 4 1)apz™™!

donc
+oo —+o0 —+oo —+o0
4 g (n+ 1)an+1z”+1 -2 E apyrz" = E na,z" ! + E anpz™
n=0 n=0 n=0 n=0

soit 4z f'(z) — 2(f(x) — ag) = 22f'(x) + xf(z). Comme ag = 1, f est donc solution sur | — 4,4[ de Péquation
différentielle :
r(d—2)y =2 +2)y—2

¢) On résout 'équation sur I =]0,4[ (intervalle sur lequel le terme qui est en facteur de 3’ ne s’annule pas) :

x
I’équation homogene a pour solution y = K (4\f)3/2 et la méthode de variation de la constante conduit & :
-
K 2\/4—m _ 2 JA-x
B z3/2 oz x

4fx.

On integre cette fonction en posant u =

= _2/ 1/ —— du = 4(u — Arctanu) + Cte.

Il existe donc une constante réelle C' telle que :

Vx €]0,1[, f < <\/7 Arctan \/7> +C’> )3/2

On fait ensuite un développement asymptotique au voisinage de O :

4—x 2+0(x) 2

o Arctan ;x :g—f—o(l),
o = Y (1 O

donc

fz) = (;E+C—27T+O(1)> %(14—0@)):1—%0_8271-\/5—1-0(\/5).

Comme f est dérivable en 0, on a

8
B 4—z [4—x NZ3
flx) = (4( e Arctan . ) + 27r> (ESEE

T _ 0, soit C' = 2. Ainsi :

ce qui donne enfin :
+oo 1

> 7o =1
(%)

n=0
n

=< (\f Arctan\f)—l—%’)#:%—k%ﬂ-\/g
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Divers

31) a) Munissons M,,(C) d’une norme d’algebre. Nous avons, pour M € M, (C) telle que ||M]| < 1:

N
VN eN, (I, — M) x (Z M’“) =1, — MVt (1)
k=0

Comme ||MF*|| < ||M]|*, la série de terme général M* converge et MN*! tend vers 0 quand N tend vers Iinfini.
——

TGSC
En faisant tendre n vers 'infini dans (1), nous obtenons donc

“+o0
(I, — M) x (Z M’“) =1,
k=0
Ceci prouve que I, — M est inversible et donne le DSE de la fonction inverse au voisinage de I, :

“+o0
VM € M, (C), |M|| < 1= (I, - M)"' =Y M*~.
k=0

—1i6

En choisissant R > ||A]|, re?I, — A =re¥(I, — A) est inversible pour r > R et § € [0, 27], avec :

r

—i0 T —ipb too e—i(p+1)0

0y -1 _ € € p_ P
(re Ly — A) ™ = — erA—Z LA

p=0 p=0

Pour k € N et r > R, la série Zp>0 r’“"‘lei(k“)e%/@ converge normalement, et donc uniformément, par
rapport a 6 sur [0,27]. Sa somme est donc une fonction continue de 6 et il est possible de I'intégrer sur [0, 27] et
d’échanger 'intégrale et la somme infinie :

27 +o0 27
i / pht1gi(k+1)6 (Tew[n . A)*l d0 = Zrk—p <1 / eilk—p)o d9> AP — AF
0

2T 0 =0 2

=0k.p

b) Notons P =ag+a; X + -+ ap_1 X" 1 +a, X" = det(XI, — A) le polynéme caractéristique (normalisé) de A
(an, = 1). Nous avons alors, pour r > R :

27
P4) = Zaki/ Tk+1ei(k+1)e(r€iejn_A),lde

i 2T o
1 , ,
= — ret? Z ar(re®)* (rer, — A)~1do
2 Jo P
L[ P(re”) t i0
o/, re det(rei" T, — A) Com(re*I, — A)dé
1 2

= — re’? *Com(re®I, — A)do
2 0

On peut alors écrire
n

re'? 'Com(re®I, — A) = Z TP M, (0)

p=1
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ou My (6),...,M,(6) sont des matrices qui dépendent continument de 6. En intégrant, nous obtenons

A) =Y "M, =0
p=1

n
avec My, ..., M, € M, (C). Chaque coefficient de la matrice erMp est un polynéme en r de valuation > 1 et
p=1
constant pour r > R : ces polynomes sont nuls et P(A4) = 0.

1

Indication : pour la premiére question, développez (re®l, — A)~! en série entiere. Pour la seconde, écrire x 4(A)

a laide du a) sous forme d’un polynéme en r.
32) a) On a, pour tout x €] —1,1] :

T /1 +o00 B " .
Vit = Z (721) " = 1+Z(_1)n71 (2n—3)(2n —5)... B 1+Z 2—2)'x"
n=0 n=1

n!2n 22n=Inl(n — 1)!

b) Nous avons :
lan| = 53 (21n|_2) | oo 2n(en —2)e @ -2 2 oo . n3/2,
n
22n=Inl(n —1)! 92n—1 ( 2m(n — 1) e—n+1(n — 1)n—1) 2ym

On en déduit que la série entiere > - a,z" est de rayon 1 et qu’il y a converge normale sur le disque fermé
D ={z e C, |z| < 1}. La fonction g est donc en partiuclier continue sur D, comme limite uniforme d’une suite de
fonctions continues.

On a ¢g?(x) = 1+ pour tout x €]1,1[; comme h: z+— 1+ 2z et g sont sommes de séries entieres de rayons au
moins égaux a 1, on en déduit que g et h coincident sur le disque ouvert {z € C, |z| < 1}. Par continuité de g et h
sur D, nous avons :

VzeD, ¢*(2) =1+2.

33) a) Il y a convergence pour z = —1 (série harmonique alternée) et divergence pour z = 1 (série harmonique),
donc le rayon est égal a 1.

b) Remarquons tout d’abord que pour €] —1,1[, on a f(z) = In(1 +z) et e/*) = 1+ 2. Nous allons montrer que
cette résultat se prolonge au domaine complexe.
L’application v : t — f(zt) est de classe C! sur [0, 1], avec

+oo

VEe[0,1], ¢/(t) =Y (1) =

n=1
En notant 1(t) = a(t) +ib(t), a et b sont de classe C' et o(t) = e*® (cosb(t) 4+ isinb(t)); on en déduit que ¢ est
de classe C! sur [0, 1], avec
Ot) = a#)e™ (cosb(t) +isinb(t)) + e Db (t) (—sinb(t) + i cos b(t))
= (a'(t) +ib'(t)e*® (cosb(t) + isinb(t))
= Y (e(t) = o(t).

z
1+tz

z
1+tz
Ainsi, ¢ est solution sur [0, 1] du probléme de Cauchy

P: (y’:

z
141tz

y, y(0) =1)

Comme l'application ¢t —

z

o1 est continue sur [0, 1], P posséde une unique solution : comme t — 1 4 tz est
z

solution de P, on en déduit que ¢(t) = 1 + tz pour tout ¢ € [0,1]. Ainsi, pour ¢t = 1, on obtient e/(*) =1 4 2.
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Exercices X-ENS

34)a)Onal<Inn <npourtoutn>2 doncl=R(D.2")> R(f) > R(> nz")=1: f est derayon 1. Comme
la série diverge grossierement quand x = +1, f est définie sur I =] — 1,1[ et elle y est de classe C*°.

1
b) On a a, ~ 55 donc g est de rayon 1 et il y a convergence normale sur [—1,1]; g est donc définie et continue
sur [—1,1]. On a, pour tout N > 2:

al al 1 N
Zan = —1+Z[1nn—ln(n—1)—n}:lnN—Zn
n=1 n=2 n=1
2N+1 2N+1 1 2N n
— n+1 n
;(—1) a = 1+ n;(—l) n+n§(—1) In—
i":(—m“Jrl 2.2 4 2N 2N
= n — — — .
T 17373 2N -1 2N +1
ZN:(_U”HH 2x4x--x (2N) 2>< 1
== E— n
~ n 1x3x---x (2N —-1) 2N +1
N
_1n+1 24N !4
_ Z( ) +1n ()
n 2N+ D[N

On a donc g(1) = —~ (constante d’Euler) et g(—1) = In(2) + In (g) = In(rr) en utilisant ’équivalent de Stirling :

21N (N1)* 2N (VorNNNe~ M)t ¢

N+ D[2N)2 ~ 2N[VArN(2N)2Ne—2N2 2

c)Pourx €] —1,1[,on a:

400 1 +o0 400 +oo "
glx)=—z+ Z <lnn —In(n—-1) - n) " = Z(lnn)x" - Z:(lnn)avn'H - Z —=1-2)f(x) +In(1 — )

n=2 n=2 n=1 n=1 n
~In(1 —
d'ou f(x) = 9() 1 ul w) On en déduit :
—
g(—1)+1In2 ™
o f(x) —— 3 # 0, donc f(x) _lln 5"
—In(1—x)
o f@)y ——
"1
On peut retrouver cet équivalent en utilisant le résultat classique : en posant S,, = Z z pour tout n > 0, on a :
k=1

e Inn~S,;

® Vn >0, S, =>0;

° Z Sy, diverge;

n>0
= n X g = n —In(1 —x)
donc f(x)lr\:ZSnx = Z? Zm ==
n=0 n=1 n=0
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+oo
35) Pour |z| < R, notons f(z Z ap 2" et M un majorant de f sur le disque ouvert {z € C, |z| < 1}. Pour tout
n=0
€ [0,1[, la fonction ¢ : 6 — f(pe'?) est continue et 27-périodique. Nous avons :

Vo eR, (6 Za pret?

et la convergence normale de cette somme permet d’affirmer que cette somme est la série de Fourier de ¢ :

anp™ sin>0

Vn €Z, cp(p) = {

0 sin<O0

La formule de Parseval donne alors :

—+oo

1 27 )
¥p€ 0.1 3 lans" = 5= [ 1f(pe ) a0 < M2
0

n=0
Pour tout N € N, nous pouvons donc écrire :

N
Vpe[0,1], > lanp"> < M?
n=0

puis
N

Z|an|2 < M2

n=0

en faisant tendre p vers 1. Ceci prouve que E lan|? converge : comme les a,, sont des entiers, ils sont nuls & partir
n>0
d’un certain rang.

Indication : On utilisera I’égalité de Parseval pour montrer que la série de terme général a2 est convergente.

36) a) Soit (by)n>1 une suite complexe quelconque et N > 1. f admet un DL & l'ordre N en 0 :

N
= Z anz" + o(zN)
n=1

et nous pouvons composer f et gy = 25:1 b, 2™ au voisinage de 0 (car g(0) = 0) et composer les deux DL :

fogn(z Zan (Zbkz> +o(g chz + o(zN)
n=1

avec pour 1 <n < N :

cnalbn+a2< Z bi1b12>+"'+(ln< Z bl1b1n>

i1+i2=n i1+t =n

En particulier, ¢; = a1b;. Par identification, on obtient qu’il existe une unique suite (b, ),>1 vérifiant la propriété
imposée, définie par :

1 1 &
b :—etVn>2, bniff a b“bz
! ay o alkzzz kv Z *

D5y ip ENF
i1+ tig=n

Cette définition est cohérente car pour k € {2...,n} et iy,...,ip > 1l aveciy + -+ i =n, on a iy,..., i < n,
donc b, est défini en fonction des termes précédents by, ..., b,_1.
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1
b) Remarquons tout d’abord que (By,),>1 est une suite de réels positifs, puisque By = — > 0 et

Al

1 & 1 & )
Vn>2, B, = I E (—Ag) E B, ...B;, | = T E Ay E B;, ... B;, | >0 par récurrence
15 i1,y ig ENF 135 i1yeeeyig ENF
i1 tig=n i1 tig=n

On a ensuite :

1 1
S T T |b1]
e soit n > 2 et supposons que B; > |b;| pour tout i € {1,...,n —1}. On a :

b, = i;ak > by by,

i1,...,0p EN¥

i1t tig=n
n
1
Ay :
k=2 11,...,zke]\'*
i1+ tip=n
1 n
< 'y al Y BB, |-8
Ay &
k=2 i1,y ENF
i1t tip=n

Nous avons donc montré par récurrence que |b,| < B,, pour tout n > 1.

c) En définissant les b, comme a la question a), le premier probléme consiste & démontrer que le rayon de ), -, b, 2"
est non nul. D’apres la question b), il suffira pour cela de démontrer que celui de la série >, -, B,2" est de rayon
non nul. L’idée, c’est que dans le cas particulier de la fonction F', on va étre capable de calculer une fonction G
telle que F o G(z) = z avec G DSE : ce sera la somme de la série de terme général B, z", qui sera ainsi de rayon
non nul.

Fixons r €0, R[. Comme ) ., a,r™ converge, il existe M > 0 tel que |a,r"| < M pour tout n > 1. Posons donc

M
Ay =la1| et A, = — pour tout n > 2; nous sommes bien dans la situation de la question b), avec :
r

Pour avoir F(G(z)) = z, il faut définir G(z) = Z tel que

M Z?

ﬁl—Z/r:Z'

A Z —

On obtient ici une équation de degré 2 d’inconnue Z, dont les solutions s’écrivent :

1

Z= s (At 5 0E) avee () = (A —2)* =01

Ainsi, il suffit de définir une série entiere §(z) de rayon non nul telle que 62(z) = (A7 — 2)? — 42 M pour définir G.
Avec une notation impropre, nous voulons définir :

Al’l" +2M 22
z .
A2r2 A2r2

§(z) = \/A%ﬁ —2(A;r +2M)z + 22 = Alr\/l -2
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Par analogie avec le DSE usuel, nous définissons :

+oo n
5(2) = Al’]"z ( n ) <—2 A%’/‘Q z 4+ A%,«Q z2>
n=0

D’apres le résultat admis, § est somme d’une série entiere sur un voisinage de 0.

+oo
On sait que V1 +u = Z (2/2) u" pour tout u €] — 1,1[. On en déduit que
n=0

Vue] - 1,1, (f <—1L/2) u”>2—1+u

n=0
Par produit de Cauchy, cela traduit que deux sommes de séries entiéres coincident sur | — 1, 1] : elles coincident
A 2M 1
donc sur {z € C, |z| < 1}. Pour z assez proche de 0, u = —2 1;;_ 52+ 1,2 2? est de module strictement plus
i ir
A 2M
petit que 1 et §(2) est défini, avec 6%(2) =1+ u=1—2 1;;;2 z+ 2,2 2?. On peut donc définir :
G(2) (A D)
2) = - z
2(A; + M/r) \"
+oo
au voisinage de 0 et G est la somme d’une série entiere : G(z) = Z Cpz" et d’aprés le a), on a C,, = B,, pour
n=0
tout n. Ceci prouve que R(}, -, Bpz") est non nul, puis que R(Z bp2™) Vest également. On peut donc définir la
n>0
+oo
fonction g(z) = Z bp 2™ sur un voisinage de 0.
n=0

D’apres le résultat admis, f o g est DSE en 0. Il existe donc une suite (c,,) telle que pour z proche de 0 :

+oo
fog(z) = chz”

n=0

et comme f o g(z) =2+ o(z") pour tout N > 2, onac; =1 et ¢, =0 pour tout n > 2. On a donc bien construit
une série entiére g de rayon non nul telle que f o g(z) = z au voisinage de 0.
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