Probabilités et dénombrement : énoncés

Exercices CCP

On mélange un paquet de 52 cartes. Quelle est la probabilité que la premiere et la derniere carte du paquets
soient des as?

Une expérience aléatoire consiste a calculer le nombre de lancer d’une piece équilibrées nécessaires pour obtenir
la séquence “FFP”. Décrire I’espace probabilisé associé a cette expérience.

On jette deux dés qui ont la méme distribution de probabilités. Montrer que la probabilité d’obtenir un double
est toujours supérieure ou égale a 1/6.

Soient deux événements A et B tels que AU B = Q. Montrer que P(A(\B) = P(A)P(B) — P (A) P (B).

Soit (€2,.A) un espace probabilisable.
a) Si Q' est une partie de 2, montrer que {ANQ', A € A} est une tribu sur .
b) Si f: Q' — Q est une application, montrer que {f~*(A4), A € A} est une tribu sur Q'.

@ Soit © un ensemble et A ={A C Q, Aou A est fini ou dénombrable}.

a) Montrer que A est une tribu sur Q et que c’est la plus petite tribu contenant tous les singletons. Que vaut A si
Q est dénombrable ?

i o 0 si A est dénombrable
b) On suppose que 2 n’est pas dénombrable. Montrer que l'application P : A +—— _ est
1 si A est dénombrable

une probabilité sur A.
Montrer que si f: Q — Q' est une application, A ={A C Q| A= f~1(f(A4))} est une tribu sur Q.

Soit (A, )nen une suite d’événements deux a deux incompatibles d’un espace probabilisé (€2, A, P). Montrer que
P(A,) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

@ On dispose de deux urnes Uy et Us. L’'urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires. L’urne
U, contient quatre boules blanches et trois boules noires. On effectue des tirages successifs dans les conditions
suivantes : on choisit une urne au hasard et on tire une boule dans 'urne choisie. On note sa couleur et on la
remet dans l'urne d’ou elle provient. Si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;. Sinon
le tirage suivant se fait dans I'urne Us. Pour tout n € N* on note B,, I’événement “la boule tirée au n-iéme tirage
est blanche” et on pose p, = P(B,).

a) Calculer p;.

b) Donner une relation de récurrence vérifiée par la suite (p,) et en déduire une expression de p,.



Exercices Mines-Centrale

On dispose de N urnes (N > 1) notées Uy, ...,Uy. Pour tout k compris entre 1 et N, 'urne Uy, contient k
boules rouges et N — k boules blanches. On choisit au hasard une urne avec une probabilité proportionnelle au
nombre de boules rouges qu’elle contient, puis on procede a une suite de tirages d’une seule boule avec remise dans
I'urne qui a été choisie.

a) Quel est l'univers € associé & cette expérience aléatoire ? Pour tout k € [1, N, quel est la probabilité de choisir
I'urne Uy, 7

Pour n € N*, on note E,, 'évenement “au cours des 2n premiers tirages, on a obtenu autant de boules rouges que
de boules blanches” et Rs, 1 I’événement "on a obtenu une boucle rouge au (2n + 1)-ieme tirage”.
+

b) Exprimer P(FE,,) sous forme d’une somme et donner une expression de P(Ray+1 | Fn).
1
¢) Pour n,p € N, donner une expression de I,, , = / 2" (1 —z)P de.
0

In+2,n _ n+2
N—+oo Ini1n 2n+3

d) Montrer que P(Ran+1| Er)

11)[On considere n boules (n > 1) numérotées de 1 & n que 'on place au hasard dans n urnes, chaque urne pouvant
recevoir de 0 a n boules.

a) Calculer la probabilité p,, que chaque urne regoive exactement une boule.

b) Montrer que la suite (py,),>1 est décroissante et calculer sa limite.

112)| Soit n un entier supérieur au égal & 2. On lance une piéce de monnaie équilibrées n fois. Montrer qu'il existe
une valeur de n pour laquelle les événements “on obtient Face au plus une fois” et “on obtient Face et Pile au
moins une fois” sont indépendants.

113)| Soit NV un entier supérieur ou égal a deux. Une urne contient 3 boules rouges, 2 boules noires et N boules
bleues. On tire simultanément 2 boules dans cette urne.

a) Quel est 'espace probabilisé associé a cette expérience aléatoire ?
b) Quelle est la probabilité p d’obtenir un tirage unicolore ?

¢) Pour quelle valeur de N la probabilité d’obtenir 2 boules bleues est-elle égale & 1/6 7 Quelle est dans ce cas la
valeur de p?

Loi de succession de Laplace On dispose de N +1 urnes numérotées de 0 a NV, I'urne de numéro k contenant
k boules rouges et IV — k boules blanches. On choisit une urne au hasard et on en tire n fois de suite une boule, avec
remise apres chaque tirage. Quelle est la probabilité que le tirage suivant donne encore une boule rouge sachant
que les n premiers tirages ont donné des boules rouges ? Calculer la limite de cette probabilité quand N tend vers
Pinfini.

Transmission de I'information Une information binaire (Oui ou Non) se transmet de la personne Py a la
personne P,, en passant par les personnes P, ..., P,_1. On admet que chaque personne transmet l'information
qu’elle a regue avec la probabilité p, et son contraire avec la probabilité 1 — p, et qu’il y a indépendance des
transmissions. Calculer la probabilité que I'information soit correctement transmise a P,,. Que se passe-t-il quand
n tend vers U'infini 7

Formule de Bayes Une maladie M affecte un frangais sur mille. On dispose d’un test sanguin qui détecte M
avec une fiabilité de 99% lorsque cette maladie est effectivement présente, mais qui donne un résultat faussement
positif pour 0,2% des personnes saines testées. Quelle est la probabilité qu’une personne soit effectivement malade
quand elle est testée positive 7 Conclusion ?



117)| a) Mon voisin a deux enfants et je sais qu'il a une fille. Quelle est la probabilité que l'autre enfant soit un
garcon ?

b) Mon voisin a deux enfants, dont le plus jeune est une fille. Quelle est la probabilité que I’ainé soit un gargon ?

¢) Mon voisin a deux enfants. Je sonne chez lui et ¢’est un petite fille qui m’ouvre la porte. Quelle est la probabilité
que 'autre enfant soit un gargon ?

118)| Indicatrice d’Euler On appelle indicatrice d’Euler la fonction ¢ définie sur N* par :

Vn € N*, ¢(n) = Card ({k € [1,n], kAn=1}).

Soit n € N*. On choisit au hasard avec équiprobabilité un entier compris entre 1 et n. Pour m entier naturel non
nul, on note A,, I’événement “le nombre choisi est divisible par m”.

a) Calculer P(A,,) quand m divise n.

b) Montrer que si p1,p2, ...,k sont les diviseurs premiers de n, les événements A,,, ..., A, sont indépendants.

k
1
¢) En déduire que p(n) =n H (1 _ p-)'
i=1 v

119)| Soient A, B, C' trois événements d’un méme espace probabilisé. On suppose que P(C) # 0. On dit que A et B
sont indépendants conditionnellement & C si P(ANB | C) = P(A | C) x P(B | C). Montrer que A et B peuvent
étre indépendants sans étre indépendants conditionnellement & C.

20)| Quelle est la probabilité que deux personnes d’une population totale de taille n soient nées le méme jour (on
suppose que n < 365 et on oublie le probléme posé par le 29 février) ? A partir de quelle valeur de n cette probabilité
est-elle supérieure a 0,57 a4 0,997

21)| On choisit au hasard une permutation o de l'ensemble {1,2,...,n} et on s’intéresse a la probabilité p, de
I’événement : “o n’a pas de point fixe”. Nous noterons D,, 'ensemble des permutations de &,, sans point fixe (i.e.
Pensemble des dérangements) et d,, son cardinal. On pose dy = 1.

a) Calculer dy, da, ds.

n
b) Montrer que pour tout n € N, n! = Z (Z) dj,. Ecrire une fonction Python qui, quand on I’applique & un entier
k=0
naturel n, renvoie d,,.
—x

On pose f(z) = 16 pour z €| — 1,1[. Pour n quelconque, f admet un DL & 'ordre n au voisinage de 0 :
—x

n

f(z) = %xk+o(az”).
k=0

c¢) Exprimer a,, sous forme d’une somme.
1 "~ (n
En écri Y= — = E .
d) En écrivant f(x)e T montrer que n 2 (k> aj pour tout n € N

e) En déduire une expression de p,. Quel est le comportement de p,, quand n tend vers I'infini ?

22)| On considére un polygone convexe P = (Aj, As, ..., A,) (n > 4). On appelle diagonale du polygone un segment
joignant deux sommets non voisins de P. Quelle est la probabilité que deux diagonales choisies au hasard soient
sécantes 7



23)| Soit p,, la probabilité qu’il faille tirer exactement n fois & pile ou face pour obtenir deux piles & la suite, et soit

qn = E pr. Trouvez des expressions de p, et g, en fonction des nombres de Fibonacci.
k>n

24)| Lemme de Borel-Cantelli

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et (A,),>0 une suite d’événements de €. On note A = ﬂ U Ay
n>0 \k>n

a) Montrer que si ), -, P(Ay) converge, alors P(A) = 0.

b) On suppose que les événements A, sont indépendants et que > ., P(A,) diverge. Montrer que P(A) = 1.
En déduire que si on tape un texte de longueur infini de fagon aléatoire (les caractéres sont indépendants les uns
des autres et le n-éme caractére suit une loi uniforme sur l'ensemble des caractéres usuels), alors la probabilité
d’obtenir le texte intégral du roman de Victor Hugo “Notre-dame de Paris” est égale a 1.

25)| On considere un dé pipé a 6 faces. La probabilité d’obtenir la face k est notée pi. On lance ce dé n fois et on
note, pour k compris entre 1 et 6, Ny le nombre d’apparitions de la face k lors de ces n lancers.

a) Que peut-on dire de Ny quand n tend vers l'infini ?

b) En supposant que, pour tout k, npj soit entier, quelle est la probabilité d’obtenir N, = npy pour tout k ?

On note = {0, 1} muni de sa structure d’espace probabilisé correspondant & une suite infinie de tirages a
PILE ou FACE (resp. 1 ou 0), indépendants et avec méme probabilité de tirage.

a) Pour n € N, on note A4,, 'événement “les tirages ne sont plus des PILES apres le n-¢me tirage et A est ’événement
“les tirages ne sont plus que des PILES & partir d’un certain moment ”. Montrer que P(A,,) = 0 pour tout n et en
déduire que P(A) = 0. Montrer que A est dénombrable.

b) On note B I’événement “on ne tire jamais deux FACES consécutivement”. Ecrire une fonction Python qui, pour
l € N* et n € N*| donne la proportion des cas ou la séquence 00 n’apparait pas dans les ¢ premiers tirages pour n
essais. Le tester pour ¢ € {2,3,4} et pour des valeurs de n bien choisies. Retrouver les résultats par le calcul.

c¢) On donne une famille (C,,)nen+ d’événements mutuellement indépendants et on pose :

+oo /+oo
limsup C,, = ﬂ <U C’k> .

n=1 \k=n

Montrer que les événements (C,),en+ sont également mutuellement indépendants et que si Z P(Cy,) diverge,
n>1
P(limsup Cy,)) = 1.

27)| Deux archers tirent & tour de réle sur une cible : le premier qui touche la cible a gagné la partie. On suppose
que archer qui commence & la probabilité p; €]0,1[ de toucher la cible et que le second archer a la probabilité
p2 €10, 1] de la toucher.

a) Quelle est la probabilité que le premier joueur gagne ?
b) Montrer que le jeu se termine presque siirement.

¢) Pour quelle(s) valeur(s) de p; existe-t-il une valeur de ps pour laquelle le jeu est équitable ?

28)| Trois joueurs A, B et C s’affrontent & un jeu selon les régles suivantes :
e a chaque partie, deux joueurs s’affrontent et chacun peut gagner avec la méme probabilité ;

e la premiere partie oppose les joueurs A et B



e le gagnant de la n-iéme partie affronte & la partie suivante le joueur n’ayant pas participé a la n-iéme partie.

e le premier joueur qui gagne deux parties consécutives est déclaré vainqueur.
Etablir que le jeu s’arréte presque sirement et calculer les probabilités de gain de chaque joueur.

29)[ Soit un réel s > 1. On note P la probabilité sur N* définie par :
A

=

Vn € N*, P({n})

a) Que vaut la constante A ?
b) Pour p € N*, exprimer simplement la probabilité de A, = pN*.

c¢) On note P I'ensemble des nombres premiers. Montrer que la famille (A,),ep est constituée d’évenements mu-
tuellement indépendants.

d) En étudiant P({1}), démontrer I'identité d’Euler :

+001 ps
C(S):Zﬁznps_l'

n=1 peEP

1

En déduire la nature de la série Z
p

pEP

(Centrale 2016) Soient p €]0, 1] et r € N, r > 2. On effectue une suite infinie de tirages & pile ou face. Les tirages
sont indépendants et la probabilité de tirer face, a chaque tirage, vaut p. Pour n € N*, on note F;, I’événement
“face sort au n-iéme tirage” et P, 1’événement “pile sort au n-ieme tirage”. Pour n € N*, on note E,, I’événement :
“au n-iéme tirage, on obtient r faces consécutives pour la premiere fois”.

On pose pg =0 et, pour n € N, p, = P(E,).
a) Déterminer Ey,...,E,_1 et E,.

b) Montrer que chaque F,, est un événement.
¢) Montrer que Y p, converge.

d) Ecrire une fonction en Python qui prend en paramétre (p,r) et qui cette expérience aléatoire et renvoie 'entier
n tel que E,, est réalisé.

n
e) Montrer que Vn € N, ppir41 =p" (1 — p) <1 — Zp,)
i=1

+oo
f) En déduire une expression de G(z) = Zpkmk.
k=0

31)[ (Mines 2016) On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n dans laquelle on effectue n tirages
sans remise.

a) Quelle est la probabilité que 1, 2 et 3 soient tirés dans cet ordre (pas forcément consécutivement) ?

b) Quelle est la probabilité que 1,2 et 3 soient tirés dans cet ordre et consécutivement ?

32)| (Centrale - Python) On note r,, la probabilité que deux entiers de [1, n] soient premiers entre eux. On souhaite

montrer que r,, tend vers — quand n tend vers linfini.
T

a) A l'aide de Python, vérifier cette conjecture.



Pour n € N*, on note p1, ..., pr les nombres premiers inférieurs ou égaux a n. On définit ensuite :

A, ={(a,b) € [1,n], anb=1}

0  sin est divisible par le carré d’un nombre premier
un) =<1 si n est le produit d’un nombre pair de nombres premiers distincts

—1 sin est le produit d’un nombre impair de nombres premiers distincts

Vi e [1,k], U; ={(a,b) € [1,n], pi|a et p;| b}

1 est appelée fonction de Mébius.
b) Pour ¢ € N*, déterminer le nombre de multiples de ¢ dans [1,n]

c) En déduire le cardinal de (,.; U; ott I est une partie non vide de [1, &].

n 2
d) Montrer que Card(A,,) = Z w(d) [%J . On utilisera la formule du crible : pour toute famille de parties finies
d=1

(A;)1<i<n d’un ensemble E, on a :

N
Card (U Ai> = > (1)1 Card (ﬂ Ai> .

i=1 IC[1,N] iel
10

<~ (d)

n—-+o0o d2
d=1

et conclure.

e) Montrer que 7,

(Centrale 2019) a) Montrer que P = X® — X2 — X — 1 a trois racines a, b et b avec a €]1,2[ et [b] < 1.

b) On lance une infinité de fois une piece équilibrée. On note p,, la probabilité pour que la séquence PPP apparaisse
pour la premiere fois au n-ieme lancer. Exprimer p,,43 en fonction de p,, ppy1, Prto-

¢) Donner une expression et un équivalent de p,.

Exercices X-ENS

34)| Soit 2 un ensemble infini et (A,,)nen une partition de Q (les A,, sont donc des parties non vides de €2, deux &
deux disjointes dont la réunion est égale a ). On pose A = { U A, Te ’P(N)}.
neT

a) Montrer que A est une tribu sur € et que si 2 est dénombrable, toute tribu infinie sur Q est de cette forme.

b) Existe-t-il une tribu infinie dénombrable ?

35)| On considere le jeu suivant, opposant deux joueurs A et B : on dispose de n piéces non nécessairement
équilibrées, que I'on lance 'une apres I’'autre. Le joueur A gagne la partie si on obtient un nombre pair de Pile;
sinon, c’est le joueur B qui gagne. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ce jeu soit équitable.



Probabilités et dénombrement : corrigés

Exercices CCP

L’univers est 'ensemble des 52! permutations de I’ensemble des 52 cartes. Le nombre de ces permutation dont
le premier et le dernier élément sont des as est 4 x 3 x 50! (on a 4 choix pour la premieére carte, puis 3 choix pour

. . , . ez / , \ 3x4 .
la1 derniere, puis 50! fagons de répartir les 50 cartes restantes). La probabilité cherchée est donc égale & =325 , soit

221"

Il faut choisir 1’espace probabilisé ({0, l}N*,fL P) qui modélise d’une suite infinie de tirages indépendants de
méme loi de Bernoulli de paramétre 1/2. Le probléme consiste alors & calculer, pour chaque n > 3, la probabilité
de I’événement :

={(&;) € {0, 1}, (en—2,6n—1,2n) = (0,0,1) et Vk € [3,n — 1], (en—2,En—1,2n) # (0,0,1)}.

On pourrait aussi choisir @ = N\ {0, 1,2}, A = P(Q), mais il faudrait définir la probabilité P en calculant dés le
début de 'exercice, pour tout n > 3, la probabilité p,, d’obtenir “FFP” pour la premiere fois au n-iéme tirage.

Pour i € {1,2,3,4,5,6}, notons p; la probabilité que le dé tombe sur la face i. L’expérience est modélise par
Pespace probabilisé (2, A, P) :

e 0=1{1,2,3,4,56}%;
o A=P(Q);
o V(i,j) € 2, piy = P{(i,5)} = pip;-
L’événement étudié est donc A = {(i,4), i € Q} et P(A) = 2?21 p?. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

6 2 6 6
1=<Zm> <> 1*x Zf_ﬁp
i=1 i=1

et donc P(A) > 1/6.

Nous avons P(A)P(B) — P(A°)P(B¢) = P(A)P(B) — (1 - P(A))(1— P(B)) = P(A)+ P(B)—1 = P(A) +
P(B)—P(Q)=P(A)+P(B)—P(AUB)=P(ANB).
5)|a) On a sans probléme :

e QcAdonc ¥ =QnNQ € A;

esiA e A ilexiste A€ Atel que A/ =ANQ . Onaalors: Q' \ A =(2\A)NQ € A car A est stable par
passage au complémentaire ;

o si (A))n>0 est une suite d’éléments de A’, il existe (A,,)n>0 € AN telle que A/, = A, N Q' pour tout n et

U Al = U A, | NQ € A car A est stable par réunion dénombrable.
n>0 n>0

b) De la méme fagon :
e V' =7-1(Q) e A;

o si A/ e A ilexiste A€ Atel que A’ = f71(A). Onaalors: Q' \ A" = f~1(Q\ A) e ’;



e Si (A)),>0 est une suite d’éléments de A’, il existe (A,)n>0 € A" telle que A/, = f~1(A,,) pour tout n et

Ua, =114 | A

n>0 n>0

@ a) A vérifie les propriétés demandées aux tribus :
e () € A car son complémentaire est fini (il est vide).

e Si Ac A, Ac A par symétrie de la définition de A.

e soit (A )nen une suite d’éléments de A ; si tous les A,, sont finis ou dénombrables, A = U A, est également
77120
fini ou dénombrable. Sinon, il existe ng tel que A,, est fini ou dénombrable, donc A l'est également, car

A= ﬂnZO A, C Ap,. Dans tous les cas, A € A.

A contient clairement les singletons et si B est une tribu contenant les singletons, alors pour toute partie A € A,
on a deux cas possibles :

e A est fini ou dénombrable, donc A € B, puisque A est la réunion d’un nombre fini ou d’un nombre dénom-
brables de singletons, qui sont tous éléments de B ;

e A est fini ou dénombrable, donc A € B (méme raison), puis A € B car B est stable par complémentaire.

A est donc la tribu engendrée par la famille des singletons.

b) Comme 2 n’est pas dénombrable, on a bien P(Q2) = 1. Si (Ap)nen est une suite d’évenements deux a deux

disjoints, on a une nouvelle fois deux cas : si tous les A, sont finis ou dénombrables, A = U A, est fini ou
n>0
dénombrable et on a bien :

+oo
P(A)=0= > P(4,).
n=0

Sinon, il existe ng tel que A, est fini ou dénombrable, donc A Test également. On en déduit que A n’est pas
dénombrable (sinon, @ = A|JA le serait). Pour n # ng, on a d’autre part 4, C A,,, donc A4, est au plus
dénombrable. On a ainsi :

f P(A,) = P(A,,) = 1 = P(A)
n=0

et P est bien une probabilité sur A.

a) Qe Acar f7Hf(Q)) = Q (pour toute partie A de Q, A C f~1(f(A))).

b) Soit A € O. 1l faut démontrer que A € A, i.e. que f~1(f(A)) C A. Soit donc z € f~(f(A)). On a donc
f(x) € f(A). Ainsi, il existe y € A tel que f(y) = f(x).Si x était élément de A, f(x) serait élément de f(A)
et y serait élément de f~1(f(A)) = A, ce qui n’est pas le cas. On en déduit que x € A. A est donc stable par
complémentaire.

c) Soient (4;);ecs une famille d’éléments de A et posons A = U A;. On a:
iel

FHA) =1t (U f(A») =Uritvrm))=y4a=4
el el el

donc A est stable par réunion quelconque, et a plus forte raison par réunion dénombrable.



La série Z P(A,,) converge (elle a pour somme P( U Ap)), donc son terme général P(A,) tend vers 0.

n>0 neN

[9)] a) Pour i € {1,2}, notons A; 'événement “Le premier tirage se fait dans I'urne U;”. (A1, A3) est un systéme
complet d’événement, donc :

Xl_’.éx}—ﬂ
2 77927

p1 = P(B1) = P(B1|A1)P(A1) + P(B1 | A2) P(A2) = 35

ot Do

b) Pour n > 1, notons N,, I'’événement “On a tiré une boule noire au n-ieme tirage”. Comme (B, N,) est un
systéeme complet d’évenements, on peut écrire :

2 4 4 6
Pnt+1 = P(Bni1| Bn)P(By) + P(Bpy1 | Nu)P(Ny) = gpn + 7 (1—pn) = 7 %p"'

On obtient ensuite facilement I’expression de cette suite arithmético-géométrique :

20 1/ 6\
VneN, pp= 24— ()
meRL P 41+82( 35)

Exercices Mines-Centrale

a) L'univers est l'ensemble {1,2,...,N} x {Rouge, Blanc}" : le résultat de I'expérience est un couple
(k, (cn)n>1) ol k est le numéro de 'urne choisir et (¢, )n>1 la suite des couleurs des boules tirées (avec remise) dans
cette urne. Notons Ay I’événement “On a choisi 'urne Uy ” et py sa probabilité. 11 existe un réel « telle que :

YV ke [l,n], pr = ak.

Comme p; +---+py = 1, on obtient « Zgzlpk =1, soit a« =

2k
N(N+1)

NN Pour k € [1, NJ, la probabilité de choisir

I'urne k est donc égale a

b) (Ak)i<k<n est un systeme complet d’événements de probabilités non nulles, on peut donc appliquer la formule
des probabilités totales :

rey = rm =3 (2) (5) (1) 5o

k=1 k=1

() wrmn () (-5)

De la méme facon :

I
[]=
VS
3y
N———
N
=z
N———
3
+
VRS
[
|
Z| =
N———
3
=
Nk
_l’_
=

P(Ront+1 N EY)

et donc




1
c)Sip=0,1I,,= —— Si p > 1, une intégration par partie donne :

n+1 1 1
Lip=|Y—@q-ap| +-2 /Hﬂ“a—myﬂdngﬁff
n,p n—|—1( T A n+1 n+1,p—1
d’ou par récurrence évidente :
v N I pln!
9 S ) = 7\
P P (n4p41)!

d) Le dénominateur et le numérateur de P(Ran11 | Ey) sont, & un facteur 1/N pres, des sommes de Riemann des
intégrales Ip,+9 p €t In41,, pour la subdivision de pas constant 1/N. Comme cette seconde intégrale est non nulle,

on en déduit :
In+2,n _ n+2

P E = .
(R27l+1 ‘ ’I’L) N—+00 In+17n on 43

111)|a) On modélise I'expérience de la fagon suivante : 'univers est = [1,n]™ muni de la tribu A = P(Q) et de la
probabilité uniforme : la suite w = (k1, k2, ..., k,) représente le cas ou, pour tout i, la boule de numéro ¢ est placée
dans 'urne numéro k;. Nous avons donc :

n!
Pn = o
puisque chaque urne contient une et une seule boule si et seulement si (k1, k2, . . ., k) est une permutation de [1,n].
P n \"
b) Nous avons, pour n > 1: —"— = ( > < 1 donc la suite (p,)n>1 est strictement décroissante.
Pn+1 n+ 1 -

Cette suite est donc convergente (elle est décroissante et minorée par 0) : si elle convergeait vers une limite non

1 —n
Pn tendrait vers 1 quand n tend vers 'infini, ce qui n’est pas le cas, puisque Pn_ <1 + ) tend
pn+l pn—i—l n
vers 1/e. On en déduit que p,, tend vers 0 quand n tend vers Uinfini.

nulle,

112)| La situation est représentée par l'univers Q = {Pile, Face}™ muni de la probabilité uniforme. En notant A,, :
“on obtient Face au plus une fois” et B,, : “on obtient Face et Pile au moins une fois”, nous avons :

1 2 o9
"t (B =1— = =
on gn — " on

n
P(An) = et P(An N Bn) = 27

puisqu’il y a exactement (n + 1) issues réalisant A,,, 2 issues ne réalisant pas B,, et n issues réalisant a la fois A,
et B,. Les événements sont donc indépendants si et seulement si (n + 1)(2" — 2) = n2", i.e. si et seulement si
2" =2+ 2n : n = 3 est la seule solution de cette équation.

113)|a) Le plus facile est de numéroter les boules : r1, 72 sont les deux boules rouges, n1, na, ng les trois boules noires et
b1,ba,...,bx les N boules bleues. L’univers est ’ensemble des parties & 2 éléments de ’ensemble {r1, o, n1,n2, ng, b1,ba, ... by},
muni de la tribu de ses parties et de la probabilité uniforme.

b) Il suffit de compter le nombre d’issues favorables : il y a 3 tirages unicolores rouge, 1 tirage unicolore noir et
N(N—-1) N2 - N+8

(J;[) tirages unicolores bleu, ce qui fait 3+ 1+ cas favorables et la probabilité cherchée

2
vaut :
_ N?-N-+38
Pr N5V +4)
c)llya (N issue donnant 2 boules bleues, donc la probabilité ¢ d’obtenir 2 boules rouges vaut NN —1)
, vaut ——————.
yals P 1 8 (N+5)(N +4)

11 sufit donc de résoudre : L
q:6¢:JW—3N—4:O¢=>NE{—LQ.
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5
Il faut donc choisir N = 4 pour avoir une chance sur 6 de tirer deux boules bleues, et p sera alors égal a ITh

114)|Pour & € [0, N], notons Uy, I’événement : “on a choisi 'urne numéro k”. Le choix de I'urne se faisant “au hasard”,

ce qu’il faut traduire par “avec équiprobabilité”, chaque Uy est de probabilité

. Pour n € N, on note R,

lévénement “on a tiré une boule rouge au n-iéme tirage”. Nous cherchons donc p, = P(Rp+1 | RiNR2N---NR,).
Comme les Uy forment un systéme complet d’événements, nous pouvons appliquer la formule des probabilités
totales :

N N n
1 k
P(RyNRyN-+-NRy) =Y P(RiNRyN---N R, |Uy) x P(U) = N1 > <N)
k=0 k=0
puisque la probabilité de tirer une boule rouge quand on a choisi la k-ieme urne vaut N et que les tirages sont

indépendants. La méme formule appliquée au rang n + 1 permet donc d’écrire :

N k n+1 1 N k n+1
>(v)  wx(v)
k=0 - k=1

OO

k=0

On reconnait alors des sommes de Riemann :

A N 1 1
v N, — - — t"dt =
nen, ]VVEES (]V{) N—+o0 /g n-+1
n-+1

5 quand N tend vers l'infini.

et donc p,, tend vers

115)| Notons p,, la probabilité cherchée. Nous pouvons modéliser cette transmission par un schéma de Bernoulli de
parameétre (n,p), l'issue (e1,€9,...,&,) € {0,1}" étant définie par :

1 sila personne P;_; a transmis I'information qu’elle a regue
Vi € {1,...,7’),},61‘ =

0 sinon

On peut faire le calcul de facon combinatoire : 'information arrive correctement a P, si et seulement si elle a été
incorrectement transmise un nombre pair de fois, soit si et seulement si il y a un nombre pair de i tels que €; = 0.

On en déduit :
Po= Y. <Z> 1= p).

0<k<n

k pair

Cette somme se calcule a partir de la formule du binéme de Newton :

VXY ER (X +Y)" =) (Z) Xkyn—k
k=0

qui donne

VX YER (-X+Y)" =) (Z) (—=1)kxFyn—F
k=0

soit, en sommant ces deux égalités :

VX, YER (X +Y)"+(-X+Y)" =2 »_ (Z) Xkyn=k

0<k<n

k pair

11



1+ (2p—1)"

En choisissant X =1 —p et Y = p, nous obtenons p,, = 5

On peut aussi obtenir une relation de récurrence, grace a la formule des probabilités totales :
po=1etVn >0, pny1 =pnPent1 =1) + (1 —pn)P(ens1 =0) =pn(2p—1) +1-p

On retrouve facilement I'expression de la suite arithmético-géométrique (p,,)n>0-

Si p €10, 1], p, tend vers 1/2 quand n tend vers l'infini. Autrement-dit, quand n est grand, P, n’a qu’environ une
chance sur 2 de recevoir la bonne information, quel que soit p.

116)| Notons M 1’événement “La personne est malade” et T' ’événement “Le test est positif”. L’énoncé nous donne :

P(M)= o P(T|M) = o P(T | M) = <o
1000 100 1000
Nous avons alors : P(T|M)P(M) 55

Il y a donc seulement une chance sur trois qu'une personne détectée malade le soit effectivement : environ 2/3 des
personnes détectées malades seront donc inquiétées inutilement.

117)| Choisissons 'univers Q = {(F, F), (F,G), (G, F),(G,G)} muni de la probabilité uniforme pour décrire les 4
situations possibles ((F, G) représente la situation ou le premier enfant de mon voisin est une fille et le second est
un gargon).

a) Les événements “Je sais qu’il a une fille” et “Mon voisin a au moins un gargon” s’écrivent donc :
A= {(FvF)v (F’ G)a (G’F)} et B = {(Fa G), (G,F), (G, G)}

P(ANB 2
La probabilité demandée est P(B|A) = (P(A)) =3

b) Cette fois-ci, nous considérons les éveénements A = {(F, F), (G, F)} et B = {(F,G), (G, F),(G,G)},et P(B| A) =
1
—, ce qui est une conséquence de I'indépendance des sexes des deux enfants, cachée derriére le choix de la probabilité

uniforme sur Q.

¢) Le modele est cette fois-¢i différent : I'univers est Q = {F,G} x {F,G} x {1,2}, ou l'élément 1 ou 2 désigne
le numéro de l'enfant qui a ouvert la porte. Ainsi, (F,G, 1) correspond au cas au l'enfant 1 est une fille, I’enfant
2 est un garcon et c’est 'enfant 1 qui a ouvert la porte. On munit  de la probabilité uniforme, ce qui traduit
I'indépendance mutuelle des événements “Le premier enfant est une fille”, “Le second enfant est une fille” et ”C’est
le premier enfant qui a ouvert la porte”.

Les évenements “C’est une fille qui a ouvert la porte” et “L’enfant qui n’a pas ouvert la porte est un gargon”
s’écrivent donc :

A={(F,F,1),(F,F,2),(FG,1),(G,F,2)} et B={(F,G,1),(G,F,2),(G,G,1),(G,G,2)}.

P(ANB 1
La probabilité demandée est P(B| A) = <P(A)) =3

18)| Nous travaillons avec Q = {1,2,...,n} muni de la probabilité uniforme.
. d 1
a) Notons n =m x d : A, = {m,2m,...,dm} est de cardinal d, donc P(A,,) = — = —.
n m

b) Siiy,...,4, sont des entiers deux & deux distincts compris entre 1 et k, nous avons :

Apil n---N qucq = Apil.»-pv;q

12



et donc

P(Ay, N-NAy )= P(Ap p )= — =~ xiix — = P(A,, ) % - x P(A,,
( Piy qu) ( Piyq - pq) pi1~-~piq i, piq ( pl) ( pq)

donc les évenements A, , ..., Ay, sont mutellement indépendants.
¢) On en déduit que les événements contraires sont indépendants :

P(ﬁ%) :]ﬁ[P(Api)ZﬁQ_pli)

i=1 =1

k k
mais ﬂfm: {ke{l,...,n}, kAn =1}, donc P (U ApL> = @, ce qui donne bien
i=1 ;

119)| Nous allons construire des événements A, B, C' tels que ANC = BNC = ANBNC, avec A et B indépendants.
Considérons une expérience aléatoire consistant a lancer deux dés non pipés. Soient alors les évenements :

A : “le premier dé tombe sur 1” B : “le second dé tombe sur 4” C : “la somme des deux dés vaut 5”

A et B sont indépendant mais ne le sont pas conditionnellement a C' :

_P(AnBNnC) PANB) 1
e P(Aet B|C) = PIC) = TpC) 1

e P(A|C) x P(B|C) = P(]f(g)c) x P(f(g)C) - %

20)| On peut choisir 2 égal a ’ensemble des n-uplets de dates d’anniversaire, le i-éme élément du n-uplet étant
égal a la date d’anniversaire de la i-ieme personne. Le cardinal de  est 365" et on munit €2 de la probabilité
uniforme (cela revient a dire qu’il y a indépendance entre les dates de naissance des n personnes et que chaque
date de naissance est équiprobable). L’événement “Les n personnes sont nées a des jours différents” est de cardinal
365 x 364 x --- x (365 —n + 1), donc la probabilité cherchée vaut :

365 x 364 x -+ x (365 —n+1) 2365 —
1— =1-[] =+

365™ 365

i=1

Pn =

Cette suite (finie) est strictement croissante et on obtient facilement pas < 0,5 < pa3 < psg < 0,99 < ps7. Ainsi,
dans une classe d’école primaire, on a environ une chance sur deux que deux enfants de la classe soient nés le méme
jour.

21)|a) di = 0 (la seule bijection de & est I'identité), do = 1 (la transposition (1,2) est la seule permutation de &4
sans point fixe) et d3 = 2 (les seules permutations sans point fixe de &3 sont les permutations circulaires (1,2, 3)
et (1,3,2)).

Pour ¢ € &,,, nous noterons F, = {k € [1,n], o(k) = k} I'ensemble des points fixes de o.

b) Pour n € N*, G,, est la réunion disjointe des ensembles X4 = {0 € &,,, F, = A} pour A décrivant toutes les
parties de [1,n]. Pour A C [1,n], de cardinal k, X4 est de cardinal d,,_, puisqu'un élément de X 4 est entiérement

13



déterminé par le dérangement qu’il définit sur le complémentaire de A. Nous avons donc, en remarquant qu’il y a

(Z) parties de [1,n] de cardinal & :

= 3 #(XA)]i(Z)dn—ké(nﬁk)dk n (Z>d’“

Ac[1,n] =0

Il est ainsi possible de calculer les d,, par récurrence. La fonction suivante calcule en méme temps les coefficients
binomiaux, qu’elle stocke dans le vecteur C' et les valeurs successives des factorielles, les coefficients dy, étant stockés
dans le vecteur D :

def d(n):
fact=1
D=[1]
Cc=[1]
for k in range(1,n+1):
fact=factx*k
C.append (1)
for i in range(k-1,0,-1):
C[il=C[i]+C[i-1]
s=fact
for i in range(k):
s=s-C[i]*D[i]
D.append(s)
return(D[-1])

c) Il suffit de faire un produit de DL (pour n € N quelconque) :

n .’Ek n n
f(z) = (Z(_l)kk! + O(:C"+1)> X (Z k4 O(x7l+1)> (
k=0 ;

k=0

d’ou a,, = n! Z ( k") .
i=0 :

d) La méthode est la méme, en partant de I'égalité 1~ = f(z)e

n n n k n k
k n+1y ag k n+1 z n+1 . Qa; k n+1
k=0 k=0 k=0 k=0 \i=0
d’ou par identification de ces deux DL :
vneNl_jé &
’ —il(n —1)!

ce qui s’écrit encore

e) Ainsi, la suite (a,) vérifie la méme relation de récurrence que la suite (d,,) : comme ag = 1 = dp, on a a, = d,
pour tout n, ce qui donne :

d,, an n (71)’C
WGN“:H:E’§ !
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1
On en déduit que p, tend vers — quand n tend vers 'infini. Ainsi, quand n est assez grand, il y a environ une

e
chance sur 3 qu'une permutation choisie au hasard ne posséde aucun point fixe.
22)| On peut représenter une diagonale comme un couple (4, j) avec i,5 € {1,2,...,n}, i < j et j distinct de i — 1,
de i et de i + 1 modulo n. Ces couples se décomposent, selon les valeurs de i, en :

e les couples (1,j)ou 3 <j<n-—1;

e les couples (i,j)ou2<i<n—2eti+2<j<n.

n—2
Ilyaainsin—?)—l-Zn—i—l:
i=2

n(n — 3)

5 diagonales et nous noterons D lensemble des (i,j) vérifiant ces

conditions.

Il faut ensuite s’entendre sur ce que signifie que deux diagonales sont sécantes : nous prendrons comme définition
que deux diagonales sont sécantes si elles se coupent ailleurs qu’en un sommet. Par exemple, les diagonales { Ay, A3}
et {Az, Ay} sont sécantes mais les diagonales {47, As} et {As, A4} ne le sont pas. Pour finir, nous supposerons
que “choisir deux diagonales au hasard” consiste a choisir uniformément et indépendamment deux diagonales :
l'univers de I’expérience est donc ’ensemble D? muni de la probabilité uniforme. Nous noterons D; et Dy les
diagonales choisies et A I'événement “D; et Dy sont sécantes”. Pour chaque diagonale Dy = (4, 7), il y a exactement
(j—i—1)(n—j+i—1) diagonales Dy sécantes & D; (on doit choisir un sommet de Dy dans i, j[ et 'autre sommet
dans {1,...,n}\ [i,7], ce qui fait j — ¢ — 1 choix pour le premier sommet et n — j + 4 — 1 pour le second). On a
donc :

Y G-i-Dmn—j+i-1)

P(A) _ (i,7)€D _
(Card(P))
4 n—1 n—2 n
= 23y S-2-H+> 3 G—i-Dn—j+i-1)
Jj=3 i=2 j=i+2
Des calculs élémentaires donnent ensuite P(A) = w
3n(n —3)

Le calcul est un peu plus rapide si 'on dénombre les couples (D1, D3) de A de la fagon suivante : chaque diagonale
D, = (i, ) sépare les points de P distincts de ses extrémités en deux paquets, de tailles respectives k; = j —i — 1
et ko =n—j+i—1;le type de Dy est par définition la valeur £ = min(k1, k2). On a en particulier 1 < k& < L%’ﬂ,
puisque k1 + ko = n — 2. Pour chaque D de type k, il existe exactement k(n — 2 — k) diagonales Dy sécantes avec
D;. Nous avons donc :

4 _—=
P(A) = kn—2—-k
(4) n?(n — 3)2 192::1 (n Ja
en notant ax le nombre de diagonales de type k.
Si n est pair, avec n = 2q, il y a n diagonales de type k pour tout k € {1,2,...,¢— 2} mais seulement ¢ diagonales

de type ¢ — 1. On obtient donc :

P(A) = S — ( S ) _@2¢=1-1) _(-1)n-2)

Garg P (107D MR 2 o0 | = T = -9

Si n est impair, avec n = 2q + 1, il y a n diagonales de type k pour tout k € {1,2,...,¢ — 1}, donc :

— q(2q — 1) (n—1)(n—2)

F2g—1- k)> T30@-1D(2¢+1)  3n(n-_3)

4 q
P = G- (Qq U2
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23)| Notons po, la probabilité de ne jamais tirer deux piles a la suite (on va montrer que cette probabilité est nulle).
Pour n € N*, notons :

e 1, le résultat du n-ieme tirage;

e A, le nombre de suites (r1,r9,...,7,) ne contenant pas deux piles consécutifs;
e x,, = le nombre de suites (r1,72,...,7,) ne contenant pas deux piles consécutifs et se terminant pas pile. ;
e y, = le nombre de suites (r1,r2,...,7,) ne contenant pas deux piles consécutifs et se terminant pas face.

Nous avons 1 = y; = 1 et pour tout n > 0 :

Tl = Yn €0 Ynt1 = Tn + Yn

On élimine facilement la suite z :

Yn > 1, Ynt2 = Tnt1 + Ynt+1 = Yn + Ynt1

Comme yp = 1 et y2 = 2, on pose yg = 1 pour que la relation de récurrence soit également valable au rang
n =0 : (y,) est donc la suite de Fibonacci, définie par yo = y1 = 1 et ynt+2 = Yn+1 + yn pour tout n € N, notée
habituellement (F),),>0

On en déduit que x,, = y,_1 = F,,_1 pour tout n > 1. Nous obtenons ainsi A,, = =, +y, = Fj,_1+ F,, = F,41 pour
tout n > 1. Comme la probabilité de ne pas avoir obtenu deux piles consécutifs apres les n — 1 premiers tirages est

n—1

gn—1 O €n déduit :

égale a
n

2n71

Comme ¢, tend vers 0 quand n tend vers l'infini (c’est le reste d’une série convergente), on a :

Gn + Poo =

puisque F;, est de 'ordre de grandeur de ™, ou ® qui est strictement inférieur a 2.

_1+4V5
2

Nous obtenons donc :

F, 2F, — F Fy—Fn,y F,_
Vn € N* g, = =" et pp = G — Qa1 = — it = ML = 12

2n= 2n 2n 2n
. . Tn—1 P%—2 52 «s
On pouvait aussi retrouver la valeur de p, sans passer par g, : p, = on = on - En effet, I’évenement “il faut
attendre le n-iéme tirage pour voir apparaitre deux piles consécutifs dans la suite infinie (ry)gen+" est formé des
suites de la forme (r1, 79, ..., m_1,pile, ..., Tni1,Tni2,...) ol (r1,...,7_1) est une suite quelconque ne contenant
pas deux piles consécutifs et se terminant par face.
24)|a) La suite d’événements U Ay est décroissante, donc P(A) est la limite de P U Ag | quand n
k>n neN k>n
tend vers +o00. Or :
“+o0
<
0o<P |4 gZP(Ak)mO
k>n k=n

car la série de terme général P(Ay) est convergente : on en déduit que P(A) = 0.
b) Nous avons toujours P(B,,) - P(A) avec B,, = U Ay Pour utiliser I'indépendance des Ay, il faut faire
n—-+0o0
k>n

apparaitre des intersections, en passant aux complémentaires :

P(B,)=1-P(B,)=1-P | ()4
k>n

16



Pour montrer que P(A) = 1, il suffit de montrer que P(B,) = 0 pour tout n € N. Comme la suite (), <,y Ak
décroit avec N, on a : SRs

P(B,) =  lm P N A
> n<k<N
N
= lim P(Ay) car les Ay sont mutellement indépendants
N—+400 =
N
- im0 -

Pour manipuler un “produit infini”, on prend le logarithme :

N N N
YN >n, In <I€H(1 - P(Ak))> = ; In(1 — P(Ag)) < — ; P(Ay) o= o0
puis, en composant par ’exponentielle :
N
1-P(A
kli[n( (Ar)) N 0

ce qui acheve la preuve.

Notons X 'alphabet utilisé (X contient tous les caractéres nécessaires, en particulier les symboles de ponctuation,
le “blanc”, le retour a la ligne, ...). Nous avons donc une suite (Xj)r>1 de variables aléatoires indépendantes de
méme loi uniforme sur 3. Le roman de Victor Hugo est un mot w = a3 ...ay sur 'alphabet . Nous devons donc
démontrer que I’évenement :

E = (E'TLGN, ViE{l,...,N}, X,H_iai)

est presque siir.

Nous allons utiliser la question précédente, en séparant les “secteurs” ou l'on cherche le facteur u, pour assurer
I'indépendance des éveénements; on pose donc, pour tout n € N :

VneN, A, = (XnN+1 =a et XnN+2 =azet ... et XnN+N = aN)
1
Les A,, sont mutuellement indépendants et de méme probabilité non nulle CT(E)’ qui est bien le terme général
ar
d’une série divergente. On en déduit que I’événement A = ﬂ U Ay | est presque certain. Autrement-dit, on a
n>0 \k>n
presque siirement :
Vn Z 1, dk Z n, XnN+1 = ai et XnN+2 = a et ... et XnN+N = apn-.

Ainsi, le texte de Victor Hugo a été écrit presque stirement une infinité de fois.

N,
a) La loi faible des grands nombres dit que —k tend vers pr quand n tend vers l'infini, dans le sens ot pour
n

e >0, P(|% —py|>e¢) tend vers 0 quand n tend vers l'infini. En terme vague, on s’attend a ce que Nj, soit

proche de npx quand n est grand.
b) L’expérience aléatoire est décrite par 'univers Q = {1,2,3,4,5,6}", muni de la probabilité :
11V1(w)pé\b(w)pévs(w)piw(w)pé\/s(W)pévs(w).

Yw = (a1,...,an) € Q, P{w}) =pa,Pay - --Pa, =P

Pour k£ compris entre 1 et 6, notons g = npg, on a donc :
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P(Ni=q1,...,Ng =q6) = > P ({w})

weNt.q.
Nyp(w)=q1,---, Ng(w)=a¢

= (p1)" ... (pe)? Card ({w € Q, Ni(w) =q1, ..., Ne(w) = q6})

_ @ 6 [T n—q n—q1—Qq2 n—q1r—4q2—4qs n—q1—q2 — 43 — Q4
(1) (o) <C]1)( q2 )( q3 )( q4 )( qs )

puisqu’on construit une et une seule fois chaque élément de I’ensemble en choisissant les ¢; positions des “1” parmi
les n positions, puis les go positions des “2” parmi les n — ¢ positions restantes, et ainsi de suite (on n’a plus de
choix & faire pour choisir les gg positions des “6”, puisque qu’il reste n — q1 — g2 — g3 — g4 — g5 = gg places libres).

a) Pour k € N*, notons A, ; ’événement “on a tiré PILE aux tirages n + 1,n 4+ 2,...,n + k”. Nous avons :
A, C A, 1, donc :

1

On en déduit donc que P(4,) =0.

La suite (A;,) est croissante et A = J,,cn- An, donc P(A)lim P(A,) = 0, grace a la propriété de continuité
croissante.

b) La fonction test(l) simule un tirage et renvoie 1 s’il n’y a pas deux faces consécutives et 0 sinon :
import numpy.random as rd

def test(1):
k=0 # compteur du nombre de lancers
s=0 # nombre de 0 en cours de lecture
while k < 1 and s < 2:
if rd.randint (0, 2) ==

k+=1
s += 1
else:

k += 1
s =0

if s < 2: # on n’a pas fait 2 faces consécutivement
return(1)
else:

return(0)

La fonction estimation fait ensuite la moyenne des résultats de n tests :

def estimation(l, n):
s =0
for k in range(n):
s += test (1)

return(s / n)
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On obtient les résultats :
>>> estimation(2,1000000)

0.750021

>>> estimation(3,1000000)
0.625503

>>> 5/8
0.625

>>> estimation(4,1000000)

0.500282

Ces valeurs sont des estimations des probabilités ps, ps et py de ne pas obtenir deux FACES consécutivement
aprés 2, 3 ou 4 lancers. On travaille ici sur les espaces {00,01,10,11}, {000, 001,010,011, 100,101,110,111} et

{0000,0001,...,1110,1111} muni de leurs probabilités uniformes : un simple calcul de dénombrement donne ps = 1

5
et p3 = 3 Pour le calcul de pyg, on peut éviter d’écrire les 16 suites possibles en remarquant que les suites ne

contenant pas deux 0 consécutifs doivent commencer par I'une des 5 suites de ’ensemble {010,011, 101,110,111},

8 1
ce qui donne les possibilités {0101,0110,0111,1010,1011,1101,1110,1111}, puis py = 6= 2

c) C’est un résultat de cours. Rappel de la preuve :

e on montre facilement que si deux événements A et B sont indépendants, A et B le sont également : A est la
réunion disjointe de ANB et de ANB, donc P(ANB) = P(A)— P(ANB) = P(A)—P(A)P(B) = P(A)P(B).

e on en déduit ensuite que si (Ay)1<k<n est une famille d’événements mutuellement indépendants, (A1, ..., A,—1, A,)
est également une famille d’événements mutuellement indépendants. En effet, si I'on extrait une sous-famille
de cette famille, soit cette sous-famille ne contient pas A,, et la propriété voulue est vérifiée par indépendance
des A;, soit elle est de la forme (Ail,...,Aik,/Tn) avec 1 < i1 < 19 < -+ < 1 < n — 1. Les évenements
A=A4; Nn---NA,, et A, sont indépendants, donc A et A, le sont également : on en déduit que

P(A;, N... A, N4A,) = P(ANA,) = P(A)P(A,) = P(A;,) ... P(A;, ) P(Ay)

e une récurrence évidente montre alors que les événements (Ay, ..., A,) sont mutuellement indépendants : ainsi,
les éveénements (C,)nen+ sont mutuellement indépendants, puisqu’un nombre fini quelconque d’entre eux le
sont.

Notons B,, = U C. Comme la suite B, est décroissante, nous avons P(B;,) f P(limsupA,,).
n—-+oo
k>n

En passant aux complémentaires :
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N
Comme la suite ﬂ C}, décroit avec N, on a :

n=~k
P(B,) = lm P| () Ck
N—+o00 n<k<N

N

= Nliril P(C}) car les C sont mutellement indépendants

—+o0

N

= Ngrfklooki (1= P(Ck))

Pour manipuler un “produit infini”, on prend le logarithme :

N N N
> — = — < — —
VYN >n, In <kH(1 P(Ck))> ;111(1 P(Cy)) < ;P(Ck) o
puis, en composant par ’exponentielle :
N
H (1= P(Ck)) ——— 0 (car la série diverge)
P N —+o00

On en déduit que P(B,) = 0, puis que P(B,) =1 et P(limsupA,) = 1.

27)|a) Appelons “partie” chaque couple de tir. Le joueur 1 gagne a la n-iéme partie (pour n > 1) si les deux joueurs
ont ratés leurs n — 1 premiers tirs et s’il a réussi son n-ieme tir. La probabilité de cet évenement est donc égale a
p1(1 —p1)" (1 — p2)™ L. On en déduit que la probabilité p que le joueur 1 gagne est égale a :

—+o00
n—1 n—1 D1 D1
p=) p(l—p 1—p2 = = .
;::1 ( " ) 1-(1=p)(—=p2) p1+p2—pip2

b) Notons A,, 'événement “Le jeu n’est pas terminé aprés n parties”. A, se réalise quand les deux joueurs ont raté
leurs n premiers tirs, donc P(A4,,) = (p1p2)". Comme I'événement A : “Le jeu ne se termine pas” est I'intersection
(décroissante) des A, on a P(A) =0 (car pip2 < 1) et le jeu se termine presque stirement.

1 1
c¢) Le jeu est équitable si et seulement si p = —, i.e. si et seulement si S - S —, soit si et seulement si
2 p1+ p2 — p1p2
P2 =1 P Un tel choix de p2 est possible quand p; €]0, %[, puisqu’il faut avoir ps €]0, 1].
— b1

X\ . . N .
y | ou X et Y sont les deux joueurs participant a la partie
et ou X est le vainqueur de la partie. On peut remarquer que s’il n’y a pas eu de vainqueur apres les n premieres
parties, le jeu est de I'une des deux formes suivantes :

() 2o (3) e (€ () e () e () C)
(32 (5) 2o (@) () - () 2 0

ou X,Y,Z T dépendent de la valeur de n modulo 3. La probabilité de I’éveénement A,, : “le jeu n’est pas terminé
apres la n-ieme partie” est donc égale a 2 (%)n La suite (A,),>1 est décroissante, donc le théoréme de continuité
monotone donne :

Une partie P sera représentée par un vecteur

P ﬂAn = lim P(A4,)=0
n>1

n——+00
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ce qui signifie que le jeu s’arréte presque stirement.

Pour n > 1, notons C,, I'événement “Le joueur C gagne le jeu & la n-iéme partie”. On a P(Cy) = P(Cs) = 0 puisque
le joueur C' ne participe pas a la premiere partie. Si n > 3, pour que le joueur C' gagne a la n-iéme partie, il faut
qu’il n’y ait pas de gagnant aprés les n — 1 premiéres parties, que le joueur C ait gagné la (n — 1)-iéme partie et
qu’il gagne la n-iéme partie. Comme les parties gagnées par le joueur C sont les parties Psi2, on a donc deux cas :

e sin — 1 est de la forme 3k + 2, il y a deux parties qui ameéne a une victoire du joueur C' :

T RN
w2 e (§) e () () e (5) - (9

et donc P(C,) =2 ()"

e sinon, le joueur C ne peut gagner a la n-ieme partie et P(C,,) = 0.

Nous avons donc : 1
Vk, e N, P(Cs+1) =0, P(Csr42) =0 et P(Cspy3) = PEEEE

La probabilité pc que le joueur C' gagne est donc égale a :

—+oo —+oo
1 1 1 2
PCZE:WZE 22872?
k=0 k=0

Par symétrie, les probabilités pa et pp que les joueurs A et B gagnent sont égales et pa + pg + pc = 1 puisque le
jeu termine presque stirement. On obtient donc :

5 2
pa=pp = et pc= 2.

Y 7
a) Onalzfi:/\qs) donc)\:i.
—nt ’ ¢(s)
b P = X P =Y =L
v = (kp)r p
¢) Soient p1,...,p, des nombres premiers deux & deux distincts. On a :

Apl N Ap2 n---n Apn = Amvpszvpn = Aplpz--.pn

car les p; sont deux a deux premiers entre eux. On en déduit :
P(Apl mAPz ﬂ"'ﬂApn) :P(APIPZ---pn) = # = i Koeee X ! =
(Pr--.pn)® i Py,

donc les évenements A, pour p € P, sont mutuellement indépendants.

d)Ona{l} = ﬂ A, car 1 est le seul élément de N* a ne pas avoir de facteur premier. En numérotant les éléments
peP

de P :
P:{piv 221}

on a donc :

A=P{1)=P (4, | = lm P (ﬂA)

i>1
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par le théoréme de la limite monotone (la suite (ﬂ?:l I) , est décroissante). Comme les A, sont mutuellement

n>

indépendants, les A, le sont également, d’o :

. — T 1\ 1
A= lm P(A,)...P(4,) = lim ] (1—§>_H<1_ps)

=1
En passant a I'inverse, nous obtenons :
S
p
pT—1

((s) =

pEP

1
e) Montrons le résultats par ’absurde : supposons que Z — converge. On a alors :
peP

Vn € N*, Vs > 1, O§1n<113)§1n(11>an,

n pn

L 1 L - L. 1
Comme «, est équivalent & —, a,, est le terme général d’une série convergente et la série E —In{1-—
n Dn,
n>1

converge normalement, donc uniformément sur 1, +o00[. On peut donc appliquer le théoréme de la double limite :

+o0 1 00 1
Son(i- L) oS on (i),

n=1 n=1 Pn

—+o0
1
Ainsi, In(¢(s)) — —In <1 - >, ce qui est absurde car ((s) tend vers +00 quand s tend vers 1 :
s— Pn
n=1

oo q 1
C(s)Zl—i—/ —dt=14+ — ——— +o0.
1 ts 571 s—1

30)|a) On a Ey, = 0 pour tout k € [L,r —1] et E, = FyN---NF,.

b) Soit n € N, On a obtenu r fois “face” consécutivement au (n + r + 1)-iéme tirage si et seulement si on a obtenu

“face” au tirages n+2, n+ 3, ..., n+ 7+ 1 et on n’avait pas obtenu r “face” consécutifs avant cet instant. On a
donc :

n+r+1 n—+r

¥n >0, Eniryr = ( f Fz-) N (ﬂ E)

i=n+2 i=1
Ceci permet de montrer (par récurrence sur n) que les E,, sont des évenements (le i) est I'initialisation).
¢) Comme les E,, sont deux & deux incompatibles, la série concierge et a pour somme P (UneN* E)
d)

e) En reprenant la formule du b), on obtient (pour n € N) :
n+r+1 n+r7 n+r+1 L
Vn >0, Epyry1 = < ﬂ Fl> N (ﬂ El> = ( ﬂ Fi> NP,+1N ﬂ E;
i=n+2 i=1 i=n+2 1<i<n

En effet, si on a r “face” pour la premiere fois & l'instant n+r + 1, on a nécessairement obtenu “pile” au n + 1-iéme
tirage (sinon, on aurait eu r “face” consécutifs a 'instant n + r), d’ou 'inclusion C.

n+r+1 n+r L
D’autre part, ﬂ F, NP, C ﬂ FE;, ce qui donne l'inclusion réciproque.
i=n+2 i=n+1
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Comme les F;, pour 1 <14 < n, ne dépendent que des n premieres tirages et sont deux a deux disjoints, on obtient :

n+r+1 n n n
Vn €N, ppirgr = ( II P(F») P(Py41) P (ﬂ E) =p"(1-p) (1 -P (U E)) =p"(1-p) (1 - Zm) :
=1 =1 i=1

1=n—+2
f) Comme ), ., pn converge, la série entiere G est de rayon au moins 1. Pour z €] —1, 1[; on obtient (on reconnait
un produit de Cauchy) :
+oo

—+oo n
n-+r T T n T T ]' Gx
an+r+1$ = pT(1 - p)a +1Z (1—22%)3@ =p" (1 —p)a’™! (‘ ( )>
n=0 i=0

= l—-z 1—2x

=G(x)—prz"

On a donc :

p'a’ (1 — px)
—1,1 =
vz el-11], Gl=) pr(1—p)lartl —z+1

31)| On peut identifier une permutation o au n-uplet (o(1),...,0(n)) : nous noterons donc .S,, 'ensemble de ces n!
n-uplets, muni de la probabilité uniforme.

n
3
de A,, en choisissant les positions des éléments 1, 2 et 3 (3 parmi n choix), puis il reste & placer les n — 3 entiers
restant dans les n — 3 emplacements libres. Ainsi :

P(A,) = % <§) (n—3) =1,

a) L’évenement A, : “1,2,3 sont tirés dans cet ordre” est de cardinal (n — 3)!, puisqu’on construit les éléments

6

Ce résultat peut se retrouver d’une fagon plus simple : en notant pi, ps, ..., ps les probabilités que 1,2,3 se
retrouvent dans I'un des 6 ordres possibles (i.e. (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) ou (3,2,1)), nous avons

L .. 1
P1 = P2 = P3 = P4 = Ps = P Par symétrie et p; +--- + pg = 1, d’olt P(An)=p1=6

N ., P » . -2 .
b) L’événement B,, : “1,2,3 sont tirés dans cet ordre et consécutivement” est de cardinal (n 1 ) (n—3)!, puisqu’on

a n — 2 choix pour placer le 1 (il faut laisser deux places libres a sa droite pour placer 2 et 3), puis (n — 3)! choix
pour placer les entiers 4,...,n. On a donc :

1

1
—(n=2)(n-3)! = nn=1)"

P(By) = n!

On peut aussi remarquer que Card(B,,) = (n — 2)!, car en groupant les trois éléments 1,2,3 en un seul élément z,
le probléme revient & compter le nombre de permutations de 'ensemble {z,4,5, ... ,n}.

32)[a) On peut vérifier en simulant I’expérience aléatoire :

import numpy.random as rd
import numpy as np

def pgcd(a,b):
while b !'= 0:
a,b=b,a%b
return a

def estimation(n,N):
c =20
for i in range(N):
if pgcd(rd.randint(l,n+1), rd.randint(l,n+1)) =
c += 1
return (c/N)

]
[y
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On peut aussi calculer directement la probabilité p, que deux nombres entiers choisis uniformément et indépen-
damment dans {1,2,...,n} soient premiers entre eux :

def calcul_exact(n):
c =0
for a in range(1,n+1):
for b in range(1l,n+1):
if pgcd(a,b) == 1:
c += 1
return (c/n**2)

On obtient ainsi les résultats cohérents (le générateur pseudo-aléatoire de Python est donc bien fait) :

>>> estimation (100,1000000)
0.608264

>>> calcul_exact (100)
0.6087

>>> 6/np.pi**2
0.6079271018540267

b) Il existe évidemment [%J multiple de ¢ dans [1,n].

c) Notons I = {i1,...,im}. Comme les p; sont premiers distincts, nous avons :

Uy, N---nU;, ={(a,b) € [1,n], pi,piy---Di,, |a et Di,piy...pi, |b}

n
donc Card (ﬂ Ui> = {J
el Diy -+ - Piy,

d) Comme A, = [1,n]*\ (UL, U;), on obtient :

Card(4,) = n*— Z (—1)CardD=1 Card (ﬂ Ui>

Ic([1,n] i€l
140

= g Y0 (c1ycudn) h”r

IC[1,n] icr Pi
120

= 2’4+ ulg) {%Jz

depP
= Y u@|3]
d=1
en notant P = {HieIpi, I partie non vide de [1, n]]}, et en remarquant :

2
e pour d > n, {HJ :OcarE:O;
q

e 1 ¢ Petn®=p(l) L%r;

e side [2,n]\ P, u(d)=0.

e) Nous avons




Cette série converge normalement par rapport a n, car :

. VORI
vde N, vneN, B2 <
d
et ce majorant est un terme général de série convergente. Comme chaque terme de la série tend vers % quand
n tend vers 'infini (car |z| est équivalent & & quand x tend vers +00), le théoréme de la double limite s’applique
+oo
d
et r, tend vers S = Z % quand n tend vers +oo.
d=1
2 X
Il reste & montrer que S est l'inverse de — = Z — . Calculons donc le produit :
m
m=1

2 +oo (d) +o00 1

e

2
d=1 m=1 q>1,m>1 (qm>

écriture licite car la famille ( ) est sommable. Une sommation par paquet donne ensuite :
d,meN*

(dm)?

2 1(d) X1
SE: Z Z (dm)? :Zﬁ ZH(Q)
neN t.ztﬁi\]:n n=1 lq‘ST:Z

Pour n > 2, que 'on peut décomposer en produit de facteurs premiers : n = p{"p3? ...p* avec k > 1, nous avons :

dould) = > s o)

1<d 0<B;<a;

d|n
> ey pit)
0<B:<1

puisque 1(g) = 0 dés que ¢ a un facteur carré. On a enfin : On peut aussi écrire :

> u(d) = S u s )

1sd 0<B1,....8k<1
dln

= > (u(pf1p§2 D)+ (s -~-pf’i"fpk))

0<B1,esBk—1<1

=0

o m? 6
AinsiS—=1etr, —— —.
6 n——+00 71'2

22
33)|a) P’ =3X%—-2X —1sannuleen —1/3 et 1 et P(—1/3) = 57 < 0. Nous avons donc le tableau de variations :

x —00 -1/3 1 a +o0

—22/27 , oo
P(z) - T /0/

P possede une unique racine réelle a (racine simple) et 1 < a < 2 car P(2) = 1 > 0. Les deux autres racines de P
sont donc de la forme b et b avec b € C\ R. On a a|b|?> = 1 (le produit des racines est 'opposé du terme constant),

1
donc |b] = —= < 1.

Vva
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b) Notons X,, la variable aléatoire égale & 1 si le n-iéme lancer est Pile et & 0 sinon. (X,,),>1 est donc une suite de
variables aléatoires indépendantes de méme loi B(1/2). Notons E,, 'événement : la séquence PPP apparait pour

la premiére fois au n-iéme lancer. Nous avons p; = ps = 0 et p3 = P(F5) = P(X; = Xo = X3 =1) = 3 Soit
n > 1; les événements (X; =0), (X1 =1et X =0), (X3 =Xo=1et X3=0) et (X7 = Xo = X3 =1) forment
un systéme complet d’évenements, donc on peut écrire :

Pn+3 = P(En+3 ‘ X1 = O)P(Xl == O)+P(En+3 | X1 =1let X2 = O)P(Xl =1let X2 == 0)—|—P(En+3 ‘ X1 = XQ =1let X3 = O)P(X]_ -

On a P(En+3] X1 = 0) = ppy2 (quand on commence par tirer F, on se retrouve dans la situation initiale avec
un décalage d’une unité dans le temps); de méme, P(E, 35| X1 =1 et Xo =0) = pypy1 et P(Epys| X1 = Xo =
1et X3 =0)=p,. Enfin, P(E,43| X1 = Xo = X3=1) =0 car n+ 3 > 4. Ainsi, nous avons :

Vn > 1 L +1 +1
n n = 5 Pn - Pn < Pn-
Z 1, Pn+3 2P+2 4P+1 817

En posant pg = 1, cette relation est également valable pour n = 0. La suite (py,),>0 est donc définie par :

po=1et pr=p2=0
Pny3 = %pn+2 + ipnﬂ + épn pour tout n > 0

¢) Le polynéme caractéristique de cette récurrence est X3 — % X2- % X— % = é P(2X), qui a pour racines (simples)
a/2, b/2 et b/2. On obtient donc :
a\" b\" B\"
vneN, by =a(3) 2 2
ne a(3)"+6(5) +(3)
bb ab — . . N
avec o = —, B = — et v = [, expressions obtenues en résolvant le systéme de Vander-
(@a—ta-15" " (b-ab-0
monde :
a+p+y=1
a b b
= = -=0
ag +4 3 + 5 2
a2 b.\? b
bt e Z) =o
“ (2) +h (2)) T (2)
On peut simplifier I’expression de « :
1 1 1

(%

:aP’(a) C3a3-2a2—-a a?+2a+1

et comme |b| < a, p, est équivalent & ca™ quand n tend vers l'infini.

Exercices X-ENS

34)| a) On vérifie facilement que A vérifie les trois axiomes demandés aux tribus :
e ) € A en choisissant T' = N.
e Si (Bg)ken est une suite d’éléments de A, il existe une suite (T )ren de parties de N telle que :

VkeN, By= | An.
neTy,

On a alors | J,cny Br = Uy, er An avee T' = {Jcn Tk, donc A est stable par réunion dénombrable.

neT

o SiA=,cr An est un élément quelconque de A, on a Q\ A =, e\ An car (An)nen est une partition de
Q : A est donc stable par passage au complémentaire.
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Supposons réciproquement que B est une tribu infinie sur €2, avec 2 dénombrable. Pour chaque w € 2, notons

B,={BeB, weB}et B, = ﬂ B.
BeB.,

Nous avons alors, pour tout w € Q :

e w € B, car B, est 'intersection de parties contenant w (on peut remarquer que B, est non vide, puisqu’il
contient ).

e B, est élément de B : comme 2 est dénombrable, 2\ B,, est au plus dénombrable. Nous pouvons donc écrire
O\ B, = {wi, i € I} ou I est fini ou dénombrable. Pour chaque i € I, il existe B; € B,, tel que w; € B;. On
en déduit donc :

Q\ B, c | J@\B)
el

En passant au complémentaire, on obtient :

ﬂBZ- C B,.
el

Comme B, = ﬂ B C ﬂ B;j,ona B, = ﬂ B; € B car I est au plus dénombrable.
BeB,, iel iel

e siw’ est un autre élément de €, on a soit B,, = B, soit B,NB, = 0 : en effet, supposons que B, et B, aient
Pélément w’ en commun. Comme B, € B, nous avons B, C B,. On en déduit que B = B, \ B,» € B
avec B C B, donc w ¢ B. Comme w € B,,, on aw € By, puis B,» € B, d'ou B, C B,~. Nous avons ainsi
B, = By, puis B, = B~ par symétrie : les parties B, et B, sont donc égale si elles ne sont pas disjointes.

11 est alors possible de choisir une famille (w;);c; telle que :
YVwe ), Iiel, B, = DB,,.
Comme les w; sont des éléments distincts de 2, I est au plus dénombrable. Nous allons montrer que B = C avec :
C= {UBW, TEP(I)}.
i€T

Comme [ est au plus dénombrable, chaque partie T' de I est au plus dénombrable, donc C C B car B est stable par
réunion au plus dénombrable et chaque B,,, est élément de 5.

Si BeB,soit T ={ie€l, w € B} et notons C = UBwi ecC.
€T
Par définition des B, on a B,,, C B pour tout i € T', donc C C B.

Siw € B, il existe i € I tel que B, = B,,,. Comme B,, C B (par définition de B,), on a w; € B, i.e. ¢ € T. On en
déduit que w € B, = B,,, C C.

Nous avons ainsi démontré que B = C' € C, ce qui achéve la preuve de I’égalité B = C. Pour montrer que nous
sommes dans le cas précédent, il reste & remarquer que I est dénombrable, puisque dans le cas contraire, P(I)
serait fini et B = C le serait également.

b) Supposons que A soit une tribu infinie sur un ensemble 2. Pour toute partie Q' de 2, notons :

Ag = {ANQ, Ac A}

En particulier, si Q' € A, on a aussi Ag: = ANP(Q).
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On montre facilement que Ag: est une tribu sur €. Nous allons construire Q' telle que Agq: soit infinie. Ceci
prouvera que Agqs est de la forme précédente :

Aq = { U 4n T e P(N)}

neT

olt (Ay)nen est une partition de Q. Ainsi, application T' — J,,cr An sera une bijection de P(N) sur Ag: et
Agq ne sera pas dénombrable. Comme Papplication A — AN Q) est surjective de A sur Ags, on aura montré que
A n’est pas non plus dénombrable. Ainsi, toute tribu infini est non dénombrable : il n’existe pas de tribu infinie
dénombrable.

1l reste a construire €. Posons Ay = 2. Comme A est infinie, il existe A; € A telle que A; ne soit ni vide, ni égal
a Ag. L'une au moins des deux tribus A, ou Ag\ 4, est infinie. Quitte & remplacer A; pas Q\ A;, nous pouvons

supposer que A4, est infinie et nous choisissons wy € '\ A;. La construction peut alors étre répétée en remplagant
Ao par Ay et A par Ag,, ce qui donne 'existence de As et wy tels que :

o Ay Ay,
o A, estinfini et wy € A; \ As.
Comme A; € A, on peut aussi écrire ces conditions sous la forme :
o Ay e Aet Ay C Ay
o Ay, est infini et wy € Ay \ As.
Par récurrence, nous construisons deux suites (A, )nen et (wn)nen telles que, pour tout n >0 :
o w, €A\ Apnyir;
o A, € Aet Ay, est infini;
e A1 CA,.
La partie Q' = {w,, n € N} convient :
e ) est dénombrable car les w,, sont deux a deux disjoints;
e pour tout n € N, ona B, = A, NQ = {wp,, p > n} donc les B,, sont des éléments deux & deux distincts de

la tribu Agq/, qui est donc infinie.

35)| Premiére méthode : on peut traiter l'exercice de maniére calculatoire. Pour k € {1,...,n}, notons Ay
I’événement : “parmi les k& premiers lancers, on a obtenu un nombre pair de Pile” et By = Aj. Nous avons :
P(Ao) = 1, P(Bo) =0et

P(Ay) = P(Ak—1)(1 — pi) + P(Bi—1)px
P(By) = P(Ag—1)px + P(Br—1)(1 — p)

ke {1 ! P(Ag) N R Z I P(A_1)
o th P(By)) \ m 1—p) \P(Bp1)

ou pi est la probabilité que la k-iéme piece tombe sur Pile. Comme :

1—pr D -1 1 1 0 1 1
:mpk( ):@—1( )QavecQ=< )
( Di 1 _pk> 1 -1 0 1-—2ps 1 -1

Vk e {1,...,n},

ie.:
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on obtient :

1 — 2py)

(1—2px)

PUOY _ b o)t i
P(By)) 0 H(l—QPk) o] 2 ﬁ

Le jeu est donc équitable si et seulement H(l — 2pg) = 0, soit si et seulement si I'une des pieces est équilibrée.
k=1

Seconde méthode : maintenant que la solution est connue, on peut faire une preuve plus directe.

a) Supposons que l'une des piéces est équilibrée. Notons F; et Fy respectivement les événements “cette piece
équilibrée est tombée sur Pile” et “les n — 1 autres pieces ont donné un nombre pair de Pile”. Nous avons alors :

(A gagne la partie) = (E1 N E) L (E N Eg)
et donc (E7 et Ey sont indépendants) :

(1 - P(Ey)) + %P(Ez) _1

P(A gagne la partie) = P(Ey)(1 — P(E2)) + (1 — P(E1))P(Es) = 5

N | =

ce qui prouve que le jeu est équitable.

b) Montrons par récurrence sur n que si aucune piece n’est équilibrée, le jeu n’est pas équitable. Si n = 1 et si
la piece a une probabilité p différente de 1/2 de tomber sur Pile, la probabilité de gagner pour A est égale a

—p # 1/2 et le jeu n’est pas équitable. Supposons que n > 2 et que la propriété ait été démontrée au rang n. Si
les n pieces sont non équilibrées, notons une nouvelle fois E; et Es les événements “la derniére piece est tombée
sur Pile” et “les n — 1 premieres pieces ont donné un nombre pair de Pile”. Nous avons P(F;) = p # 1/2 et
P(E;) = q # 1/2 par hypothése de récurrence. Ainsi, comme précédemment :

P(A gagne la partie) = P(Eq1)(1 — P(E3)) + (1 — P(E1))P(E2) = p(1 —q) + (1 —p)g = p(1 —2¢) +¢
Comme 1 — 2q est non nul, p = 1/2 est la valeur vérifiant p(1 — 2g) + ¢ = 1/2 : le jeu n’est donc pas équitable.
On peut aussi écrire :

. 1 1 1 1
P(A gagne la partie) = B —p(l—2q9)+q= 5 = (1-2p)(1—-2¢)=0<=p= Zoug=g.

utrement-dit, le jeu est équitable si et seulement si la derniére piece est équilibrée ou le jeu associé aux n —
Aut t-dit, 1 t tabl t 1 tsilad t lib 1 1
premieres pieces est équitable, ce qui donne bien ’équivalence cherchée par récurrence.
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