Variables aléatoires : énoncés

Exercices CCP

Une urne contient trois boules rouges, deux boules noires et quatre boules bleues. On effectue cing tirages successifs de
deux boules prises simultanément dans 'urne, avec remise (apres chaque tirage de deux boules, on replace les deux boules
dans l'urne).

a) Définir un espace probabilisé (2, A, P) modélisant cette expérience aléatoire.

b) Soit X la variable aléatoire égale au nombre de tirages bicolores obtenus. Quelle est la loi de X ? Que valent 1’espérance
et la variance de X 7

@ Soit X une variable aléatoire définie sur (92,4, P) de loi géométrique de parameétre p €]0, 1[. Déterminer la loi puis
Pespérance de la variable aléatoire Y définie par Y = 0 si X est impair et Y = X/2 sinon.

Soit m un entier supérieur ou égal a 3. On lache n souris en direction de 3 cages : on suppose que chaque cage peut
contenir les n souris et que les n souris choisissent une cage au hasard et indépendamment. Quelle est la probabilité qu’'une
cage reste vide ? Quelle est ’espérance de la variable aléatoire X égale au nombre de cages restées vides ?

Soient X et Y des variables indépendantes de méme loi P(1). Quelle est la loi de X conditionnée par (X +Y =s)?

On considére un jeu dans lequel le joueur doit répondre & une suite (potentiellement infinie) de questions. Pour tout
n > 1, on note p,, la probabilité qu’il réponde correctement a la n-ieme question et r, = pi1ps...py.

a) Quelle est la loi du nombre N de bonnes réponses avant le premier échec ?

—+o0
b) Montrer que E(N) = Z T, (comme N est & valeur positive, on convient que E(N) = 400 si N n’a pas d’espérance).

n=1

c) Appliquer la question b) aux cas suivants :

(i) ¥n € N*, p, =1/2; (ii) Vn € N*, p, = 1/n; (iii) p1 = 1 et ¥n > 2, p, =1 — 1/n%

@ Soit (€2, A, P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire & valeurs dans N, (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
i.i.d. suivant la loi de X et N une variable aléatoire indépendante des X,, et a valeurs dans N. On note S = Zivzl X.

a) Exprimer la fonction génératrice de S en fonction de celles de N et de X.

b) On suppose que X et N possédent une espérance (resp. un moment d’ordre 2). Montrer que S posséde une espérance
(resp. un moment d’ordre 2) et la (resp. le) calculer.

On considére une suite (X,,)n>1 de variables aléatoires indépendantes de méme loi B(1/2). Pour L € N*, on note By,
Pévénement “il n’y a pas deux 1 consécutifs dans la suite (X1,..., X)"

a) Ecrire un programme simulant N expériences aléatoires de ces L lancers et renvoyant la proportion d’expériences pour
lesquels ’éveénement By, est réalisé.

b) Calculer P(Br) pour 2 < L < 4.

Soit U et V' deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi binomiale B(2,1/2).
a) On pose S = (U — 1)2 + (V — 1)2. Déterminer la loi de S et calculer Iécart-type de S.

b) On pose T'= (U — 1)(V — 1) + 1. Calculer E(S(T — 1)) Déterminer la loi de T. Calculer la covariance de S et T. Ces
deux variables sont-elles indépendantes 7

[9)] X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois G(p) et P()), avec p €]0,1[ et
A > 0. Calculer P(X =Y) et P(X <Y).



Soit X un variable aléatoire de loi G(p), avec p €]0, 1[. Calculer E(1/X).

1
Soit X un variable aléatoire de loi P(A), avec A > 0. Calculer E (1+X>

12)| Calculer E(max(X,Y")) ou X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p) et G(q), avec
p,q €10, 1],

Exercices Mines-Centrale

Soit p un parametre réel inconnu vérifiant 0 < p < 1 et n € N*. On considére une suite finie (X;)1<;<, de variables
aléatoires définies sur un espace probabilisé ({2, 4, P), indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parameétre p. On note

1 &
Xn:E;XZ—.

a) Comment I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev permet-elle de définir & partir de X,, un intervalle de confiance de risque
a (0 < a < 1) pour le parameétre p?

b) En dérivant deux fois la fonction g : ¢t — In (E (et(X’C_p))), démontrer I'inégalité :
2

Vt >0,k € [L,n], E (et(xk—p)) <ef.

c¢) En déduire successivement :

— 12
Vt,e e RY, P(X,, —p>¢) <e'tsn
Ve eRY, P(IX, —p| >¢) <2e 2%

d) En déduire un intervalle de confiance de risque o (0 < a < 1) pour le parametre p et comparer sa longueur, lorsque «
est proche de 0, & celle de l'intervalle obtenu a la question a).

Nous considérons une puce se déplacant aléatoirement dans Pespace-temps discret N x Z2. A un instant n € N, nous
noterons (X,,Y,) la position de la puce et nous supposons :
[ ] Xo = YO = O,

e entre 'instant n et Iinstant n + 1, la puce fait un saut aléatoire de longueur 1 avec équiprobabilité dans I'une des 4
directions;;

e les sauts sont indépendants les uns des autres.

a) Donner une modélisation de cette situation en terme d’espace probabilisé et de variables aléatoires. X,, et Y,, sont-elles
indépendantes 7

b) Calculer E(X,,) et E(X2) en fonction de n.
¢) Etablir que E (VX% + Ynz) <+/n.

m 2
d) Pour tout n > 0, calculer p, = P(X,, =Y,, = 0). On montrera que Z (ZL) = <2TZL>
k=0

15)| Transmission : on étudie la transmission du nom N porté & lorigine par un seul homme. Cet homme forme
la génération 0 et les descendants maéles de la n-iéme génération forment la génération (n + 1)-iéme. On suppose que le
nombre de fils de chaque homme suit la méme loi P associée & une suite (py)x>0, avec 0 < pg < 1, et qu’il y a indépendance



des nombres de fils qu’auront deux individus différents. On note Z,, le nombre d’hommes portant le nom N a la n-iéme
génération, =, = P(Z, = 0), G la fonction génératrice de la loi P et m son espérance (avec m € [0, +0o0]). Nous pouvons
modéliser cette situation en introduisant une famille (Ni,j)izm j>1 de variables aléatoires indépendantes de méme loi P

telles que :
z

Zo=1etVn >0, Zni1=» Ny
j=1
a) Donner une relation de récurrence permettant de calculer la fonction génératrice G,, de Z,.

b) Montrer que G est strictement croissante et convexe sur [0,1]. A quelle condition est-elle strictement convexe ?

¢) En déduire que 1'équation G(z) = x admet exactement une ou deux racine(s) dans [0, 1]. Discuter la limite de la suite
Zn) en fonction de m. Conclure sur le probléme de I'extinction du nom N.

Une puce se déplace dans Z? (avec d = 1, 2 ou 3) de facon aléatoire : elle se trouve & 'origine O & l'instant n = 0
et entre les instants n et n + 1, elle fait un saut de longueur 1 dans I'une des 2d directions (gauche-droite si d = 1, Sud-
Ouest-Nord-Est quand d = 2 et Sud-Ouest-Nord-Est-Bas-Haut quand d = 3). On suppose que les sauts sont indépendants
et que les 2d directions sont équiprobables. On note M, la position de la puce a I'instant n.

a) Ecrire un programme Python qui simule cette marche aléatoire.

b) On note T le premier instant ot la puce revient & son point de départ O (avec T' = oo s’il elle n’y revient pas). Toujours
avec Python, calculer T pour un grand nombre de trajectoire et pour les trois valeurs de d. Que peut-on conjecturer (on
dit que la marche aléatoire est récurrente si la probabilité de revenir au point de départ en un temps fini est égale & 1) ?

¢) On suppose que d = 1. On appelle chemin de longueur k une suite de points de Z? de la forme
(n,ap),(n+1,a1),...,(n+k,ax)
ol |a;+1 — a;| = 1 pour tout ¢ compris entre 0 et k — 1. On dira qu’un tel chemin relie (n,aq) & (n + k, ax).
e Soient n,m, a,b quatre entiers relatifs tels que n < m. Combien existe-t-il de chemin reliant (n,a) & (m,b)?

e Soient n,m,a,b quatre entiers relatifs tels que n < m, a > 0 et b > 0. Montrer que le nombre de chemin reliant
(n,a) a (m,b) et qui rencontrent ’axe des abscisses est égal au nombre de chemins reliant (n,a) & (m, —b).

e Calculer P(T = 2n).
e Développer en série entiére la fonction £ — /1 — x et en déduire que P(T < 4+00) = 1. Quelle est I'espérance de

T?

17)| Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, définies sur le méme espace probabilisé (€2, 4, P) et
suivant toutes la loi géométrique de parameétre p, avec 0 < p < 1. On pose ¢ = 1 —p et on note o un réel strictement positif

et différent de 1. L’objet de cet exercice est de calculer la probabilité que la série de terme général

soit convergente,

nOé
c’est-a~dire de calculer la probabilité de I’évenement : "
A=SweN Z L converge
= ; X g
n>1
a) Calculer P(A) quand o > 1.
b) On suppose désormais que « €]0,1[ et on pose B =1—« .
+oo —+oo s
e Montrer que pour tout k € N, ona P (U (X, > nﬂ]> < Z v 1 (on justifiera la convergence de ce reste).
n=~k n=k

“+o0o +0o0
e En déduire que P (U <m (X, < nﬂ])) =1.

k=1 \n=k



e Conclure

18)| Une introduction aux chaines de Markov

Romane et Philippe viennent d’intégrer ’école polytechnique et commence leur période militaire. Romane est basée a
Sissonne (S) et Philippe a Vitry-le-Francois (V). Il y a trois autres bases, a Chalon-en-Champagne (C), Mourmelon (M) et
Braine (B). Chaque semaine, chaque polytechnicien est réaffecté dans une base voisine de celle dans laquelle il se trouve,
chaque base voisine étant équiprobable. Voici le graphe des voisinages :

v

Par exemple, apres la premiére semaine, Romane peut étre affectée & Mourmelon, a Chalon-sur-Marne ou & Braine, avec
probabilité 1/3 pour chacune des possibilités. Pour n € N, on note p,, la probabilité que Philippe et Romane soient affectée
dans la méme base pour la premiére fois aprés n semaines.

a) Calculer pg, p1 et po.

b) Ecrire une fonction Python qui simule cette situation. Simuler un grand nombre de tirages aléatoires et comparer les
distributions empiriques avec les valeurs obtenues en a. Ecrire une fonction Python qui estime la valeur de I'espérance

+oo
>
n=0
¢) Construire un graphe probabiliste & 4 sommets représentant le probléme étudié, les sommets de ce graphe représentant
les quatre états :
e 1 : les bases de Romane et Philippe sont diamétralement opposées;
e 2 : Romane ou (exclusif) Philippe est basé & Chalon-en-Champagne ;
e 3 : les bases de Romane et Philippe sont adjacentes et différentes de Chalon-en-Champagne;

e 4 : Romane et Philippe sont affectés a la méme base.

Nous pouvons donc modéliser le probleme en définissant une suite (C),),>0 de variables aléatoires, définies sur le méme
espace probabilisé abstrait (Q2,.4,P) et & valeurs dans {1,2,3,4}, C, décrivant la position de Romane et Philippe a
Iinstant n. Le but étant d’atteindre la position 4, on pourra supposer qu'une fois arrivé en 4, on y reste. Autrement-dit,
pour chaque entier n :

e (), prend la valeur 1 (resp. 2 ou 3) si et seulement si Romane et Philippe sont, & I'instant n, en position 1 (resp. 2
ou 3) et non pas encore ét¢ affectés a la méme base.

e (), prend la valeur 4 si et seulement si il existe un instant £ < n tel que Romane et Philippe étaient dans la méme
base a l'instant k.

Pour simplifier les choses, nous supposerons également que la position initiale Cy est aléatoire, de loi uniforme sur
{1,2,3,4}. Comment les régles de déplacement se traduisent-elles sur la suite (C),)nen? Nous noterons T = min{n €
N, C,, = 4}, avec la convention que T' = +0c0 si on n’atteint jamais 1’état 4.



d) Nous cherchons ici a calculer ¢, = P(T'=n|Cy = 1) pour n € N. Nous posons donc :
VneN, Vie{1,2,3}, gun =PI =n|Co=1i).

Quelles relations relient ces différentes suites entre elles 7 En déduire des relations reliant les fonctions génératrices :

Vie{l,2,3}, filz) =) ginz"

n>0

puis calculer f;. En déduire que P(T' = 400 |Cy =1) = 0.

e) Montrer que la loi conditionnelle de T sachant (Cy = 1) admet un moment d’ordre 2 et calculer I'espérance et la
variance de T conditionnellement & ’événement (Cy = 1)

On lance un dé équilibré jusqu’a ce que les six faces soient apparues. Quelle est la fonction génératrice de la variable
aléatoire T" égale au nombre de lancers effectués ? Quelle est 'espérance de T'?7 On pourra considérer un graphe probabiliste
a7 états (e;)o<i<e : & chaque instant n € N, on se trouve dans I’état e; si, au cours des n premiers tirages, on a vu apparaitre
exactement ¢ faces différentes du dé.

Cing personnes, placées sur les sommets d’un pentagone régulier, jouent a s’envoyer des frisbees. Ils ont deux frisbees,
situés au départ sur des sommets adjacents. A chaque étape du jeu, chaque personne qui est en possession d'un frisbee
I’envoie a un de ces deux voisins. Le jeu s’arréte quand une méme personne recoit les deux frisbees. Trouver I’espérance et
la variance de la durée du jeu (en nombre d’étapes). Trouver une expression, en fonction des nombres de Fibonacci, pour
la probabilité que le jeu dure plus de 100 étapes.

21)| On lance une piéce de monnaie équilibrée jusqu’a ce qu’on obtienne la séquence Pile - Face. Quelle est I'espérance
du nombre de lancers effectués ?

+oo

22)| a) Montrer que tout entier n € N s’écrit d’'une unique facon sous la forme n = Zz—:ka ol (ex)ken est une suite
k=0

presque nulle de {0,1}.

b) Soient (X,,)nen une suite de variables aléatoires de Bernoulli définies sur le méme espace probabilisé (€2, .4, P). Montrer
que
A={we€Q, Ing,Vn > ng, Xp(w) =0}

est un évenement.
+oo
¢) On suppose que P(A) =1 et on note X = Z X,2". Montrer que X est une variable aléatoire.

n=0

d) On suppose que pour tout n € N, P(X = n) = 1/2"*L. Calculer le paramétre p,, de la loi de X,,.

Pour n € N et k € [0,n], on note [ﬂ le coefficient de X* dans le polynéome P, = X (X +1)...(X +n—1):

Vn €N, X(X+1)...(X+n—1)=zn:[”} Xk,
k=0

a) Trouver une relation de type “Formule de Pascal” permettant de calculer les coefficients {Z} par récurrence.

b) Montrer que [Z} est le nombre de permutations o € &,, dont la décomposition en cycles a supports disjoints comporte
k cycles.

¢) On munit &,, de la loi uniforme. Pour ¢ € &,,, on note X (o) le nombre de cycles de o. Calculer E(X).



k=p

q
a) Montrer 'identité : Vp,q € N t.q. p < g, Z (ﬁ) = (Zi 1)

b) Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On retire une & une et sans remise les boules de 'urne et on
note X le nombre de tirages effectués jusqu’au retrait de la derniere boule blanche. Déterminer la loi de X et donner son
espérance et sa variance.

25)| On lance deux dés pipés, expérience modélisée par la donnée de deux variables aléatoires indépendantes X et Y a
valeurs dans [1,6]. On s’intéresse a la loi de la somme des deux dés, i.e. alaloide S =X +7Y.

a) Exprimer la fonction génératrice de S en fonction de celles de X et de Y.
b) En déduire qu’il n’est pas possible de piper les dés de sorte que S suive une loi uniforme sur [2,12].

¢) Pour quelles valeurs de N cette méthode permet-elle de montrer qu’il n’est pas possible de piper deux dés & N faces de
sorte que la somme des dés suive une loi uniforme sur [2,2N]? Qu’en est-il quand N =37

26)| (Centrale 2015) Un fumeur a un paquet de N cigarettes dans chacune de ses deux poches. Chaque fois qu’il veut
fumer, il choisit une poche au hasard pour prendre une cigarette. Il répete cela jusqu’a ce qu’il tombe sur un paquet vide.
Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de cigarettes restant dans I’autre paquet a ce moment-la.

a) Ecrire une fonction Python qui simule Pexpérience et retourne X . Faire la moyenne pour 1000 tests et pour différentes
valeurs de V.

b) Proposer un espace probabilisé (2, .4, P) qui modélise I’expérience.
¢) Exprimer la loi de Xy.

d) Montrer que (2N —k)P(Xy =k+1) = 2(N —k)P(Xn = k). Calculer 'espérance de Xy puis en donner un équivalent
quand N tend vers U'infini.

(Centrale 2016) Soit n € N* et E,, = {1,2,...,n}. On suppose que (X;)1<i<n+1 est une famille de variables aléatoires,
définies sur un espace probabilisé ) et a valeurs dans FE,,, suivant toutes la loi uniforme.

Soit T5,, qui & tout w € 2 associe le plus petit entier j € [2,n + 1] tel que X;(w) € {X1(w),..., X;_1(w)}.
a) Montrer que T;, est une variable aléatoire. Ecrire une fonction Python qui simule 7T},.

b) Ecrire une fonction Python qui, appliquée & un entier n > 1, renvoie une estimation de E(T,). Utiliser cette fonction

pour tracer la ligne brisée définie par les points [n, E(T,)] pour 1 < n < 40.
|
c¢) Prouver que P(T,, > k+1) = #—k‘)'

+o0o AN
d) Calculer E(T,,). Prouver que E(T},) = / (1 + 7> e "dz.
0 n

e) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que E(T},) ~40 VCn.

28)| (Mines 2016) Dans un supermarché, le nombre quotidien de clients suit la loi de Poisson de parameétre A et chaque
client a la probabilité p de se faire voler son portefeuille. Donner la loi, I’espérance et la variance du nombre de portefeuilles
volés.

29)| (Mines 2016) Une urne contient n jetons numérotés de 1 & n. On en tire une poignée. Les 2" poignées possibles sont
supposées équiprobables. On note X la variable aléatoire donnant la somme des numéros tirés. Déterminer E(X).

(Centrale - Python) On s’intéresse & un examen passé par N candidats qui ont chacun une probabilité p € [0,1] de
réussir I’examen a chaque passage. Les candidats passent ’examen jusqu’a ce qu’ils réussissent. Les passages des candidats
sont mutuellement indépendants. On note X avec 1 < k < N le nombre de passages nécessaires au candidat k& pour
réussir 'examen. On pose S = X; +---+ Xy et Y = max, X



a) A laide de Python, déterminer expérimentalement l'espérance de la variable Y. On prendra par exemple N = 10 et
p=1/3.
b) Déterminer la loi de S, son espérance et sa variance (on pourra utiliser les fonctions génératrices).

c¢) Donner la fonction de répartition de Y et en déduire sa loi.

(Centrale Python) Pour » € N*, on considére une suite (Xj),>1 de variables aléatoires indépendantes de méme loi
uniforme sur [1,r]. Pour i € [1,7], on note T; = min{k € N*, Card({X1, X2,...,Xy}) =i} et on pose T =1T,.

a) Simuler cette situation pour r = 20 et r = 200 ; estimer 'espérance de T'.
b) Les variables T; sont-elles indépendantes ? Déterminer la loi de Y; = T; —T;_; en calculant d’abord P(Y; = k | T;,—1 = t).

c¢) En déduire la fonction génératrice, puis espérance de T'.
32)| (Mines 2018) Soient X et Y i.i.d. & valeurs réelles strictement positives. Montrer que E v > 1.

33)| (Mines 2018) Une urne contient n jetons numérotés de 1 & n. On pioche avec remise et on s’arréte dés qu'un méme
jeton a été pioché deux fois.

a) Ecrire une fonction Python qui simule la variable aléatoire N égale au nombre de tirage effectué, puis une fonction qui
calcule une approximation de la loi de V.

b) Calculer la loi de N. Vérifier que le résultat est cohérent avec la question précédente.

34)| (Mines 2018) Soit X une v.a.r. positive d’espérance finie. Montrer que P(X > x) = o(1/x) au voisinage de +oo (on
pourra commencer par le cas ot X est & valeurs entiéres).

35)| (Mines 2018) Soit X une variable aléatoire discréte réelle positive et bornée. Montrer que X posséde un moment M,

de tout ordre n € N* puis montrer que i/M,, a une limite (que 'on précisera) quand n tend vers l'infini. On pourra
commencer par le cas ou X prend un nombre fini de valeurs.

136)| On lance une pieéce une infinité de fois : on suppose que les résultats des lancers sont indépendants et suivent la méme
loi; on note p la probabilité que la piece tombe sur Pile et on suppose que 0 < p < 1. En notant (z,)n,>1 € {F, P} 1a
suite des résultats observés, on note Nj la longueur de la “premiére série”, c’est-a-dire I’entier > 1 défini par :

1 =--=2pN, €t TN, 41 F TN, -

De méme, on note Ny la longueur de la seconde série :

TNy+1 =" = LNy 4Ny 7 TNy N1
a) Ecrire une fonction Python qui simule cette situation et renvoie le couple (N, Na). En déduire une estimation des lois
et des espérances de Ny et Ns.

b) Proposez une modélisation probabiliste de cette expérience aléatoire et calculer les lois et espérances de Ny et No. Les
deux variables sont-elles indépendantes ?

37)| (Centrale 2019) Le nombre d’ceufs pondus par une poule suit une loi de Poisson de paramétre A > 0. Chaque ceuf
éclot de fagon indépendante avec une probabilité p €0, 1[. Déterminer la loi du nombre K d’ceufs qui éclosent.

38)| Une urne de Polya

Une urne contient a boules rouges et b boules noires. On effectue une infinité de tirages de la fagon suivante : on tire une
boule dans l'urne, et on la remet dans 'urne en ajoutant ¢ boules de la méme couleur que celle qui a été tirée. On note
X, le nombre de boules rouges qui ont été tirées lors des n premiers tirages.



a) Pour 0 < k < n, quelle est la probabilité que k boules rouges aient été tirées aux k premiers tirages, puis n — k boules
noires aux tirages suivant ?

b) Déterminer la loi de X,,, sans chercher a simplifier le résultat.
c¢) Quelle est la loi de X, conditionnellement & I’événement X,, = k? En déduire E(X,,).

d) Montrer que T' = inf{n € N, X,, = 1} est presque siirement finie et calculer sa loi. A quelle condition T est-elle
d’espérance finie ?

39)| Soient k,n € N* et (X1,...,X,) une famille de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [1, k].
Calculer 'espérance de la variable aléatoire N = Card ({X1,..., Xn}).

Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N telle que Vk € N P(T > k) > 0. Pour n € N, on pose p, = P(T = n)
et t, =P(T =n|T =n).

a) Exprimer P(T > n+ 1|T > n) a laide de ¢, et en déduire une expression de P(T > n) et de p,.
b) Montrer que pour tout n € N,t,, € [0,1[ et que >, - t, diverge.

¢) Réciproquement, montrer que si une suite (t,), oy vérifie ces deux propriétés, on peut définir une variable aléatoire 7'
telle que Vn e NNP(T' =n|T > n) = t,.

41)| Inégalité de Paley-Zigmund
Soit X une variable aléatoire positive possédant un moment d’ordre 2 et a €]0, 1].

E(X)

En écrivant X = X 1x.qg(x) + X 1x>qp(x), montrer que P (X > aFE(X)) > (1 — a)zE(XQ)'

42)[ (Mines 21) Soient X et Y deux variables aléatoires & valeurs dans N. On note X < Y si, pour tout ¢ € R, on a
P(X >t)<P(Y >10).

a) Montrer que X <Y si et seulement si pour toute h: N — R croissante et bornée, E(h(X)) < E(h(Y)).
b) On suppose que X et Y suivent des lois de Poisson de parametres A et u. Montrer que X <Y si et seulement si A < p.
¢) On suppose que X et Y sont indépendantes que que X <Y. Montrer que P(X <Y) > 1/2.

Soit (X,),,~; une suite i.i.d. de variables aléatoires réelles discrétes ayant un moment d’ordre 4. On pose m = E(X1),
h =E((X1 —m)?) et Vi = E((X; —m)?t).
> s|> .

1 n
LS xm
n i=1

a) Donner une majoration de P(A%) en fonction de n, V3 et Vj.

Soit € > 0. On note A$, I'événement (

b) En déduire que la série de terme général P(AS) converge.

400 400
c¢) Montrer que P (m U Ai) =0.

p=1n=p

44 )| Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de parameétres p; et pa. Calculer
les espérances de Y7 = min(X7, X3) et Y5 = max(Xq, Xo).

45)| Le paradoxe de Walter Penney

Soit (X,)n>1 une suite de v.a.i.i.d. de loi uniforme sur {0,1}. Si m un entier non nul et S € {0,1}"™, le “temps d’attente”
de S est la variable aléatoire :
Ts =min{n >m, (Xp—m+1,---,Xm) =S}



a) Ecrire une fonction Python qui, appliquée & une séquence S de 0 et de 1 de longueur m, simule la variable T ; écrire
une fonction qui estime 'espérance de Ts. Appliquer votre fonction aux huit séquences de longueur 3 ; que semblent valoir
ces huit espérances ?

b) Si S; et S sont deux séquences distinctes de méme longueur m, on dit que, dans une partie, “S; bat So” si S; apparait
avant Ss.

Ecrire une fonction Python qui, appliquée & deux séquences Sy et Sy distinctes de méme longueur, simule ce jeu et estime
la probabilité ps, s, de I'évéenement “S; bat So”. Conjecturer les valeurs pg, s, pour 4,j éléments distincts de {1,2,3,4},
avec

51 =(1,1,0), So =(1,0,0), S5 =(0,0,1) et S4 = (0,1,1).

c¢) Démontrer que les valeurs conjecturées pour E(Ts, ), E(Ts,), Ps,,s, sont effectivement les bonnes valeurs.

Exercices X-ENS

1-— 14+
46)| a) Montrer que pour t € R et x € [~1,1], on a e'* < 5 Tt + > Lot

t2
b) Montrer que pour tout t € R, ch(t) < exp (2>

¢) Soit (X1,...,X,) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, & valeurs dans [—1, 1] et centrées. En
utilisant 1'espérance de et Xt +Xn) - qémontrer

2
Va >0, P(| X1+ -4+ Xpn| > a) <2exp <_;In>'

47)| (X 2015) Soit (B )nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans {—1,1} et de loi définie par P({1}) = p
et P({—1}) = ¢ pour un couple (p,q) €]0,1[? tel que p+q = 1.

n
On pose So =0 et, pourn>1, 5, = ZBk‘
k=1

a) Montrer que T': w +—— inf{k € N, Si(w) = 1} est une variable aléatoire (& valeurs dans N U {+o0}).

n—1
b) Montrer que P(T'=1) = p et que pour n > 2, P(T =n) = qz PT=k—-1)P(T=n-k).
k=2

c) Montrer que g : s +— E(s7 17, 4) est définie et continue sur [—1,1] et qu'elle vérifie ’équation fonctionnelle :
g(s) = ps + qsg(s)?. A quelle condition portant sur p la variable T est-elle presque stirement finie ?

d) En déduire la valeur de P(T = n) pour tout n € N*.

(ENS 2016) Soit (£,)n,>1 une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (2, A, P), indépendantes
et telles que ¥n > 1, P(e, = -1)=P(e, =1) =1/2.

a) On note Ly(2) I'ensemble des variables aléatoires réelles discretes définies sur © et possédant un moment d’ordre 2.
Montrer que I'application ¢ : (X,Y) — E(XY) est une forme bilinéaire positive sur Ly(€2) et que (gp64)1<p<q €St une
famille orthonormale. Montrer que pour tout X € L(2), la famille (E(e,e,X)) est de carré sommable, avec :

> E(gpeX)? < VE(X?).

1<p<q

1<p<gq

b) On fixe une suite réelle (ay),>1 et on note pour n > 1, S, = >7_, epax. On définit enfin I'événement

A={weQ, (Sp(w))n>1est bornée}.



€
Montrer que si P(4) >0, >, -, a? converge. Qu'en déduit-on quant & la série Z

Sk 9
nzl\/E

(ENS 2016) Soit X une variable aléatoire discréete a valeurs dans RT. Soient X; et X, deux variables aléatoires
indépendantes suivant la méme loi que X. On suppose que X; + X suit la méme loi que 2X. Montrer que X est presque
stirement constante (on pourra commencer par traiter le cas ou X posséde un moment d’ordre 2).

50)| (ENS 2016) Transformée de Laplace
Soient X une variable aléatoire discrete & valeurs dans Rt et &x : A€ RT — E (e‘AX )
a) Montrer que ®x est continue sur R et de classe C>° sur R**.

e (Aa)F {1 siz>a
A— 400

b) Soit x, a et A strictement positifs ; montrer que Z e )
k! 0 siz<a

0<k<Az

¢) Montrer que ®x caractérise la loi de X.

51)[ (X 2016) Soit n € N*. On munit le groupe symétrique &,, de la loi uniforme. On note X,, la variable aléatoire donnant
le nombre de points fixes d’un élément de &,,.

a) Déterminer la loi de X,, puis, pour k € N, la limite de P(X,, = k) lorsque n tend vers +ooc.

+oo
b) Soit X ~ P(1). Montrer que 8, = ];) [P(Xn = k) = P(X = k)| ———0.

(X 2016) Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, suivant une loi de
Poisson de parameétre X\. On pose, pour n € N*, S, = X1 +--- + X,,.
—Cn

a) Montrer que, pour tout € > 0, il existe ¢ > 0 tels que P(S, > n(A+¢)) <e
b) Montrer que, pour tout € > 0, il existe d > 0 tels que P(S,, < n(A —¢)) < e~ ",

S,
¢) Quelle est la limite presque stire de —- ?
n

53)[Soit n € N\ {0,1}. On note &,, le groupe des permutations de [1,7] et on suppose que Z : @ — &,, est une variable
aléatoire de loi uniforme. On note N le nombre d’orbites de la permutation Z.

a) Calculer la loi et 'espérance de N pour n = 2,3, 4.

b) On suppose que (Xi,...,X,) est une famille de variables aléatoires indépendantes telle que X; ~ B (l) Montrer que

K3
X1+ .-+ X, suit la méme loi que N. En déduire ’espérance de N.

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans N.

a) Pour n € N*, montrer que R,, = Card{Xy, Xo,..., X,,} est une variable aléatoire et que E(R,,) = o(n) au voisinage de
+00.

b) On suppose que les X,, admettent une espérance. Montrer que E(R,,) = o(y/n).

a) Inégalité de Paley-Zygmund : si X est une variable aléatoire réelle strictement positive telle que E(X?) < 400

_ (1 - X)?E(X)?
> > —
et si A €10, 1[, montrer que P(X > AE(X)) > E(X2)

b) Soit (Xx)r>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes strictement positives et d’espérance 1.
Pour n € N*, on note P, le produit X;X5...X,,. Montrer que P, converge en probabilité vers 0 si et seulement si

E(vVX1)...E(vV/X,,) tend vers 0.

10



56 )| On lance une piéce équilibrée jusqu’a ce que le nombre de “piles” soit égal au double du nombre de “faces”. Quelle est
la probabilité que I'on ne s’arréte jamais? On pourra utiliser une suite (Xj)r>1 de variables aléatoires indépendantes de
méme loi uniforme sur {—1,2} et s’intéresser & la famille (py)rez :

pe=P@EneN, k+X;+Xo+---+ X, =0).

57)| (X 2019) Soit n € N*. Soient Xq,...,X,, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Poisson de parameétre 1.

too k—1
kn 1
Mont = —.
a) Montrer que k§=1 e
b) On pose S gn Xy, et T, Sn—n Montrer que /+°0 P(T, > z)dz = vn (n)n !
P vn 0 e/ nl

58)| Soient (X, )nen et X des variables aléatoires & valeurs dans N; on dit que X,, converge en loi vers X si pour tout
ke N, P(X,, = k) converge vers P(X = k) .

a) Montrer que si X,, converge en loi vers X, Gx, converge simplement vers Gx sur [0, 1].

b) Soit (2, (k))n k>0 une familles de réels de [0,1] et soit kg € N. On suppose que A est une valeur d’adhérence de
la suite (2,(ko))n>0. Montrer qu'il existe une extractrice ¢ : N — N telle que pour tout k, x,,)(k) converge avec
To(m (ko) T M

c) Montrer la réciproque du a).

11



Variables aléatoires : corrigés

Exercices CCP

a) On peut noter U = {Ry, Ry, R3, N1, Na, B1, By, B3, B4} Uensemble des 9 boules, T' 'ensemble des parties de U a

deux éléments (7' contient g = 36 éléments) et Q = T°, que P'on muni de la tribu P(2) et de la probabilité uniforme.
) . 1 siles boules A et B ont la méme couleur
b) Si {4, B} est un élément de T, nous noterons f ({4, B}) = 0 s et, pour
sinon

chaque k € {1,...,5}, Xi la variable aléatoire définie par :

Vw = ({AivBi})1gi§5 €, Xk(w) =f ({Ak,Bk})

Les variables X} sont indépendantes de méme loi de Bernoulli de parametre p, avec :

)6 6) _w s

b= 9 T3 18
2

25
X = X; + X3 + X35 + X4 + X; suit donc la loi binomiale de parameétre (5,p) et nous avons :1 On a E(X) = 5p = i et
325
V(X) = 5p(1 —p) = 222
(X) =5p(1 —p) = oo,
+o0o p 1
On a Y(Q) = N, avec P(Y = 0) = P(X est impair) = kE=0P<1 —p)Qk = = (1 7p)2 = 5 — et, pour tout n > 1’

P(Y =n)=P(X =2n)=P(1 —p)" L.
+o0o

On en déduit que Y est d’espérance finie, avec E(Y) = Z nP(1 — p)?"~ . En dérivant I'égalité :
n=1

+oo 1

vq e] - lal[a Zq2n = 1727
n=0 —4q

nous obtenons :

= 2n—1 2q
Vg e]—1,1], Z2nq :my
n=1 q
et donc :

1—p _1-p

EY) = v e ~ pa—p

On peut modéliser cette “expérience aléatoire” par la donnée de I’espace probabilisé Q = {1, 2, 3}"™ muni de la probabilité
uniforme, I’élément (ay)1<k<n représentant I’événement élémentaire “pour tout k, la k-iéme souris est entrée dans la cage
de numéro a;”.

Pour ¢ € {1,2,3}, notons :

e A; I’événement “Toutes les souris sont entrées dans i-ieme cage” ;

e B; I’évenement “La i-ieme cage reste vide et les deux autres ne le sont pas”.

12



1 1
A; est un singleton, donc P(A4;) = CE%T(Q) =3
r

Il y a autant d’éléments dans B; que I,, = {1,2,...,n} contient de parties non vides et distinctes de I,,. En effet, on note
J1 et jo les deux élément de {1,2,3} \ {i} et a chaque I € P(I,,) \ {0,1,}, on associe bijectivement la suite (ax)i1<ip<n

définie par :
i sikel,
Vk, ap = {31

J2  sinon.
2n -2
On a donc P(B;) = FTa
La loi de X de calcule alors facilement :
1
P(X=2)=PA1UAUA;3) = 3
Son B o g
P(X=1)=P(B,UB;UB;3)=3 g = g
3=l _on 41
P(X=0)=1-P(X=1)-P(X=2) =~
s . , N 2" —1
La probabilité qu'une cage reste vide est donc égale &a P(X = 1)+ P(X =2) = g et
n—1
2n -2 1 A 2
E(X)= 2 = =2z
( ) 3n—1 + 3n—1 3n—1 (3)

Remarquons tout d’abord que pour s € N :

P(X—|—Y:3):P(lil[X:neths—n]) zzs:P(ineths—n):zs:P(X:n)P(st—n)
n=0

n=0 n=0

par indépendance de X et Y, d’ou :

~1 1 e ? (s 2°
o) — —22 _ Z _ -2
PX+Y =s)=e On!(s—n)!_ s! 0(71)_6 s’

Ainsi, X + Y suit une loi de Poisson de parametre 2. En particulier, P(X 4+ Y = s) est non nul et on peut bien définir la
loi de X conditionnellement & 1’événement [X +Y = s].

On a ensuite, pour tout n € N :

0 sin>s

) G)
— sio<n<s
n 2

La loi de X conditionnellement & X +Y = s est donc la loi binomiale de parameétre (s, 1/2).

P(X=n|X+Y=s)=

P(X=n)P(Y=5-n)
P(X+Y =5) B <

5)| a) Pour n > 1,notons R, 1’événement “le joueur répond correctement & la n-iéme question”. Il faut évidemment
comprendre que les R,, sont mutuellement indépendants. Nous avons :

Vn >0, P(N:TL) :P(Rl ﬂRQﬂ"'ﬂRnﬁRn+1) =p1p2...pn(1 _anrl) =Tp — Tptl-

b) On en déduit :

D D p 14 p+1 D +o0
ZnP(E:n) = ann - annﬂ = Zm‘n - Z(n— Dr, = Zrn m Zrn = E(N).
n=0 n=0 n=0 n=0 n=1 n=0 n=0

¢) On obtient :

13



() BN =Y 5 =1;
n=1
—&-oo1

(ii) E(N):Zm*efl,

2-DE+1)B-DB+1)...(n—Dn+1)  (-Dn+1) n+l
(n)2 T oz

(iii) Vn > 1, r,, = donc E(N) = +o0.

[6)] 2) Pour z tel que |z| <1:

Gs(z) = ZP

_ (ZP(ZX _ketN—n>>

BT r—

= (Z P (ZX = k) > z" car les variables N, X1, ..., X} sont indépendantes

= Z P(N =n) (Z P (Z X = k) zk> car la famille est sommable
k=0 \i=1
= ZP =n) Gx,4.1x,(2)

= ZP(N =n) (Gx(Z))k car les X; sont i.i.d

— G (Gx(2)

soit Gg =GNy oGx.

Si N et X ont un moment d’ordre 1, G et Gx sont dérivable sur [0, 1], donc Gg l'est également et S posséde un moment
d’ordre 1, avec :
E(S) = G5(1) = Gy (Gx(1)Gx (1) = Gy (1)G = E(N)E(X).

Si N et X on un moment d’ordre 2, G et Gx sont deux fois dérivables sur [0, 1], donc Gg également et S posséde un
moment d’ordre 2, avec :

B(S?) = G5(1)+Gs(1)

= GR(Gx(1) (Gx(1)" + Gy (Gx (1))G% (1) + E(N)E(X)
(E(N?) = E(N))E(X)? + B(N)(E(X?) - E(X)) + E(N)E(X)

(E(N?) = E(N))E(X)* + B(N)E(X?)

On a ensuite, apres quelques calculs élémentaires :

V(S)=V(N)E(X)?+V(X)E(N).

'7)| a) La fonction B simule expérience : on stocke dans k le nombre de 1 consécutifs déja observés et chaque appel x =
rd.randint (0,2) simule une variable X;. Si x prend la valeur 0, on ramene k a la valeur 0; sinon, si k était égal a 1, on
a obtenu deux 1 consécutifs et on renvoie la valeur 1; sinon, on a un premier 1 et on assigne a k la valeur 1. Si on sort de
la boucle, c’est que 'on n’a pas vu deux 1 consécutifs et on renvoie 0.

14



import numpy.random as rd

def B(L):
k=0
for i in range(L):
x = rd.randint (0,2)

if x ==
k =0
else:
if k == 1:
return 1
else:
k =1
return O
def f(L,N):
s =0
for kx in range(N):
s += B(L)

return(s/N)

On obtient les résultats :

>>> £(2,10000)
0.2459

>>> £(3,10000)
0.3784

>>> £(4,10000)
0.4998

b) La variable (X1, X, ..., X1) suit une loi uniforme sur ’ensemble {0, 1}~. En notant By, I'ensemble des suites (zi)1<i<r
qui contiennent deux 1 consécutifs, nous avons :

Card(Bp)
oL

P(Br) =
On a:

By = {(,1)}et P(By)=1
.1,

By = {(0,1,1),(1,1,0),(1,1,1)} et P(By) = 3

1
B, {(6,0,1,1),(0,1,1,0),(0,1,1,1),(1,0,1,1),(1,1,0,0), (1,1,0,1),(1,1,1,0),(1,1,1,1)} et P(B4) = 3.

(U, V) est a valeur dans {0, 1,2}. Le tableau suivant donne la loi de ce couple, ainsi que les valeurs de S, de T et de
S(T —1)

15



ulv | PU=u,V=0)|s=@u-12+@w-12|t=@u-1)0-1)+1|st—-1)
00 IXi=1 2 2 2
01 ix3=4% 1 1 0
012 IXi=1 2 0 )
1|0 ixi=1 1 1 0
1|1 3X3=1% 0 1 0
1|2 ixi=1 1 1 0
210 IXiI= 1 2 0 -2
2|1 ixi=1% 1 1 0
2|2 IXi=1 2 2 2

a) S est & valeur dans {0, 1,2}, avec P(S = 0) P(S=1) =3 et P(§=2) = 1. On en déduit :

1
=T

_0x 2 1 1_ 2) _ 0 x 1 1_3 — JE(S® —E(S)?
E(S)f0><4+1><2+2><471,E(S)f0><4+1><2+4><472et0(3)7 E(S?) - E(S)

b) Le tableau donne directement :

E(S(T 1)) =0, P(T=0) = + HT=Q:§:HT:mzlmEaU:%+2x§:L

On en déduit :
Cov(S,T)=E(ST) - E(S)E(T)=E(S(T—-1))+ E(S) - E(S)E(T) =0.

Pourtant, S et T ne sont pas indépendantes car P(S =0 et T = 0) = 0 alors que P(S = 0)P(T =0) # 0.

[9)]On a (en utilisant I'indépendance de X et Y) :

+oo +oo
PX=Y) = > PX=Y=i)=) P(X=i)P(Y =i

=1 i=1
+oo _ \s

= Y a-p)itlpe S = LA
p 1! 1—p

= p ei)\p
1-p

16
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P(X<Y) = ) PX=ietV=j)

1—-p
= 1+ P L e P
I-p I-p
On a,en posant g =1—p
—+oo —+o0 “+o0 k
1 1 _ P q P —plnp
E(1/X) = — Zp(l—pk1=~2 — =—=In(l—¢q)=
(1/X)=>_ +P(X - p(1=-p) G2 = ghl-o=5—
k=1 k=1 k=1
Il suffit de faire le calcul :
1 e~A Ik e 1—e A
E =e = = (e —1) =
<1—|—X) Zl—l—k KT ];)(k+1)! (@ X\
La formule de transfert donne :
Emax(X,Y)) = Y max(n,m)p(l—p)" " q(l—qm"
n,m>1
—+oo n +oo
= pgy. [ﬂ(l —p)" (Z (1- Q)"H) +(1—-p"! ( > m(l- q)’””)]
n=1 m=1 m=n+1

On a, pour tout x €] — 1,1[ :

= me1 d = Cd 2"\ (n+Da"(1—-z)+ 2"t a2 (n(l—2)+ 1)
Z e _dx< Z v >_dx(1—$)_ (1—-x) B (1—2x)?

m=n+1 m=n-+1

17



On obtient donc :

S " —q)"(n
E(max(X,Y)) g Z {n(l _ p)n—ll_(lq_q) +(1- p)n—l(lq)gq“'l):|

q

+oo +oo
= py_ n(l—p)" ' 4+pd (1-p)"(1-g" (nQ+ Lo n)

q
= S _p)n—1 p(l_q) ~ _\n—171 _ \n—1
D mp(l—p)" == ) (1-p)" T (1)
p(lilI) = n—1
= E(X)+T > (1—p—q+pg)

n=1
I )

P qp+q—pq)
pq +p* +¢* — pg® — pq
pq(p+q —pq)

Exercices Mines-Centrale

13)|a) L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev donne, pour tout a > 0 :

B V(Xn)
P (%, - BT > ) < VX
soit : % ) )
+ pl—p
P([Xn—p|za) < == <

En choisissant a = , nous aurons donc :

1
2/ no

P(X7n7a<p<X7n+a)Zlfoz

et [Xn —a, X, + a} sera un intervalle de confiance de risque « pour le parametre p.

b) Soit k& € {1,2,...,n}. Nous avons successivement :
VtER, g(t) = In ((1 —ple Pt +pet(1’p)> =In(e” (1—p+pe")) =—pt+In(1—p+pe)
t
pe
VteER, ¢(t) = —p+-——"—
g'(t) R ——
p(1 —p)e’
VteR, ¢"(t) = ———.
§°¢) (1—p+pe')?
2
En posant h: t+— i g(t), nous avons :

vt € R h,,(t)f1—2p+p2—2p(1—p)et+p262t7 1—p—pet \?
’ B 4(1 — p + pet)? \2(1—p+pet)

h’ est donc croissante sur [0, +o00], avec h'(0) = 0, donc h est croissante sur [0, +oo[ avec h(0) = 0, donc h est positive sur
[0, +00], soit en composant par la fonction croissante exponentielle :

2
Vke [Ln], Vt>0, E (et(X’“_p)) <ef.
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c) Soient ¢t > 0 et € > 0. Nous avouns :

X-p2e| - [im ~p) 20 = [ew ( (X —p>> > exp (ot

k=1
n
Comme la variable aléatoire exp (Z t(X1k — p) | est positive et posséde un moment d’ordre 1 (c’est une variable aléatoire

k=1
finie), on peut appliquer l'inégalité de Markov et utiliser I'indépendance des variables X}, :

E (exp (i t( Xk —p))) E (ﬁ et(&p)) ﬁ E (et(xrp)>
k=1 _ k=1 k=1
exp(nte) B exp(nte) N exp(nte)

2
< en%fnts

P(X,-p>e) <
Cette égalité étant valable pour tout ¢ > 0, on peut 'appliquer en remplagant ¢ par %, ce qui donne :

Vit >0, Ve >0, P(Tn—ng) Se*w*é*n’

et ’égalité est encore valable pour ¢ = 0, puisque P (X7n —p> 5) < 1.

1 <& _
En posant Y, =1 — X}, pour tout k et Y,, = — ZYk =1-— X,, on a par symétrie :
n
k=1

_ 12
YVt >0, Ve >0, P(Yn—(l—p) 25) ge—t6+%7

puisque les Yj sont des variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli de parameétre 1 — p. On en déduit
donc : o o 2
Vvt >0, Ve >0, P(anpgfe) :P(Ynf(lfp) Zs) < e tetEn,

puis
V>0, Ve>0, P (X, —p|>c) =P (Xp—p<—c)+P (Xp—p>e) <25+

Cette majoration est optimale quand —te + é—i est minimal ; on choisit donc ¢y = 4ne et on obtient :

Ve >0, P (\X7n7p| > s) < 9e2me”,

d) On choisit cette fois € = \/% et l'intervalle {Xn -, X, + 6] est un intervalle de confiance de risque « pour le

parameétre p. Les largeurs des deux intervalles de confiance sont donc respectivement :

1 /2In2 — 21
L1 =2a= et Lo = 2e = u.
Vna n

L
On a L—2 =+v2VaIn2 — aln«, valeur strictement inférieure 4 1 pour tout o € 10,1[ et qui tend vers 0 quand « tend vers

1
0. La seconde méthode donne donc un intervalle de fluctuation beaucoup plus précis que celui obtenu avec I'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev. Par exemple, avec n = 1000 et « = 0,05, on a Ly ~ 0,14 et Ly ~ 0,04.

a) Le plus pratique est de définir la suite des sauts dans le domaine complexe : (S,,),>1 est une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur ’ensemble & 4 éléments {1,4,—1, —i} et définies sur un méme espace
probabilisé (2, T, P). On définit ensuite les variables aléatoire X,, et Y,, en posant :

VneN, X, +iY, =) Sk
k=1

n

b) Nous avons E(S,,) = 0 pour tout n > 1. On en déduit que E(X,) +iE(Y,) = ZE(Sk) = 0, donc les X,, et Y,, sont
k=1
centrées.
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Par symétrie, nous avons E(X2) = E(Y,?). Nous avons d’autre part :

2 n n

([ [5))- ¥ sem)

k=1 k=1 1<ki,ka<n
Comme les S; sont indépendantes, E (Sk, Sk,) = E (Sk,) E (Sk,) = 0 si ky # ka. Nous obtenons donc :
- n
DOE(ISf) =5
k=1
¢) Pour toute variable aléatoire X possédant un moment d’ordre 2, E(X?) — E(X)? = Var(X) > 0. On en déduit :
E(VX7+Y7) < VEX +77) =

d) Pour avoir X,, =Y, = 0, il faut et il suffit qu’il y ait eu k sauts égaux a 1, k sauts & —1, ¢ sauts égaux a ¢ et ¢
sauts égaux a —i, avec 2k + 2¢ = n. Si n est impair, p, est nul; sinon, en écrivant n = 2m, les 2m premiers sauts étant

indépendants et équiprobables, on obtient p,, par un simple calcul de dénombrement : il y a 42™ suites de sauts possibles
et les suites permettant de revenir a 'origine en effectuant k sauts vers la droite, k sauts vers la gauche, m — k sauts vers

le haut et m — k sauts vers le bas sont au nombre de (2m> (2m - k) (2m B Zk) (on place les k sauts vers la droite

n

>

k=1

EX:2+Y))=E

B(X}) =

DN | =

k k m—k
parmi les 2m sauts, puis les k sauts vers la gauche parmi les 2m — k sauts restants, puis les m sauts vers le haut parmi les
2m — 2k sauts restants, les m sauts vers le bas étant ensuite imposés). On en déduit :

- ) () () B ) - ()

(2m)!
SRR (m—k) ! (m—F)!

On peut donner une preuve combinatoire de la relation donnée par ’énoncé : considérons un ensemble E = {z1,...,zom}
de cardinal 2m ; on construit une et une seule fois chaque partie A de E de cardinal m en choisissant k& entre 0 et m, en
fixant une partie 4; de {z1,..., 2z} de cardinal k et une partie Ay de {Zm41,...,T2m} de cardinal m — k et en posant

A= A;UA,. Cela donne :
()= () () =25 ()
m k m—k k) -
k=0 k=0
2m m 2
On peut préférer une preuve a base de produit de Cauchy : on a (2;:) zF = 1+ 2)*™ = <Z (7]?) xk> et on
k=0 k=0

obtient 'identité cherchée en identifiant les termes en 2™

115)[a) Pour |z| <1letn >0,o0na:

—+oo
Gni1(2) = Y P(Zpsr =m)z"
m=0
+oo —+oo
= Z <Z P(Z,y1=met Z, = k)) 2™
m=0 \k=0

N

+oo n

+oo
= > (Y P(DY Nyj=met Z,=k

m=0 \ k=0 j=1 )

“+o0 “+o0 k
= > [DP|D Nuj=met Z,=k
m=0 \ k=0 j=1
+o0 +o0 k
= > D P> Nuj=m|P(Z,=k)|2"
m=0 \ k=0 7j=1



car Z, est indépendant de 2521 N, ,; d’apres le lemme des coalitions (Z,, est une fonction des N;; pour ¢ < n). On
travaille ici sur une famille sommable (car |z| < 1), donc on peut échanger ordre de sommation :

+o0 +oo k
Gni1(2) =) P(Zy=k) | D P|DY Nyj=m|2"
k=0 m=0 j=1
On reconnait ici la fonction génératrice de ¥ = Z;?:l Npj:

+oo k k
Z P ZN’W =m | z"=Gy(z) = H Gn, ,;(2) = (G(2))F
m=0 j=1 j=1

par indépendance des N, ; pour 1 < j < k. On a ainsi :

+oo
Gri1(2) = Y P (Zy = k) (G(2))" = Ga(G(2)).
k=0
Nous avons donc :

GO:IdetVneN, Gn+1:GnOG

et donc

VneN, G, =Go---0G=G".
—_——

n termes
b) G est continue sur [0,1] et de classe C? sur [0, 1], avec :
+0o too
Vte (0,1, G'(t) =) npt" ' > 0et G'(t) =Y n(n—1)p,t"" > 0.
k=1 k=2

Comme pg # 0, G'(t) > 0 sur ]0,1[, donc G est strictement croissante et convexe sur [0,1[. On a d’autre part G”(¢) > 0
sur |0, 1[, sauf si p,, = 0 pour tout n > 2. On en déduit que G est strictement convexe sur [0, 1], sauf si p,, = 0 pour tout
n > 2. Dans ce cas, G est affine.

c¢) La suite (xy,)n>0 est définie par la récurrence :
xg=0etVn eN, 2,11 = G(zp).

Comme G est croissante et g = 0 < 1, (2, )nen est croissante et majorée par 1, donc converge vers un point fixe de G
(car G est continue). Si G est affine, i.e. si G(t) = po + p1t, 1 est le seul point fixe de G et x,, tend vers 1. Sinon, comme

G est strictement convexe, G ne peut pas avoir plus de deux points fixes. La distinction va ensuite se faire selon la valeur
dem=G'(1):

e si 0 < m <1, le graphe de G est situé strictement au dessus de la tangente au point d’abscisse 1, donc
Vie 0,1, Git) >1+m(t—1) >t
donc 1 est le seul point de G et x,, tend vers 1.

e sinon, G(t) < t au voisinage de 1 et G(0) = py > 0, donc le théoréme des valeurs intermédiaires prouve que G
possede un second point fixe a €]0,1[. Comme 2y = 0 < a, on a par récurrence évidente x,, < a pour tout n € N, et
donc x,, converge vers a puisque a est le seul point de G inférieur a a.

Nous avons donc démontré :

e sim=G'(1) <1 (ce qui contient le cas ou G est affine, puisqu’on a alors G'(1) = p; < 1), P(Z,, = 0) tend vers 1
quand n tend l'infini : le nom N va s’éteindre presque stirement en un temps infini;

e sim>1, P(Z,=0) tend vers a €]0,1[ : le nom N va donc avoir une probabilité non nulle de ne pas s’éteindre en
temps infini.

21



a) La fonction M, appliquée a d et n, renvoie la position M, :

import numpy.random as rd

def M(d, n):
L = [0 for i in range(d)]
for t in range(n):
i = rd.randint(d) # on choisit la coordonnée & modifier
if rd.randint(2) ==

L[i] -= 1 # avec probabilité 1/2, on soustrait 1
else:
L[i] += 1 # avec probabilité 1/2, on ajoute 1
return(L)

b) On ajoute la variable N pour sortir de la boucle si la puce n’est toujours retournée a l'origine a 'instant N :

def T(d, N): # la borne N permet de sortir de la boucle si T est trop grand (ou infini)
0 = [0 for i in range(d)]
L = [0 for i in range(d)]
retour = False
n=20
while (not retour) and n < N: # tant que 1l’on n’est pas revenu & l’origine
i = rd.randint(d) # la puce saute
if rd.randint(2) ==
L[i] =1
else:
L[i] += 1
retour = (L == 0)
n += 1 # et on incrémente n
if retour:
return(n) # la puce est revenue & 1l’origine & l’instant n <= N
else:
return(-1) # la puce n’est toujours pas retournée en 0 & 1’instant N

Pour tester le comportement de T', nous utilisons la fonction

def proba(d, N, M):
c = 0 # c compte le nombre de fois ou on a obtenu T <= N
for i in range(M):
if T(d, N) != -1: c += 1
return(c/M)

qui estime la probabilité de I’événement (T' < N) en effectuant M simulations. On obtient :

>>> proba(1l, 1000, 1000)
0.978

>>> proba(2, 10000, 500)
0.734

>>> a(2,100000,500)
0.768

>>>a(3,20000,500)

0.32

>>> a(3,50000,500)

0.33
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C’est difficile de faire une conjecture, mais il semble que 7" est presque stirement fini en dimension 1 (en tout cas P(T" < +00)
est trés proche de 1) et pour les dimensions 2 et 3, il faudrait augmenter N pour voir si P(T' < N) semble converger vers
une valeur strictement inférieur & 1. On peut démontrer que P(T < +00) vaut 1 si et seulement si d =1 ou d = 2.

¢) Pour qu’il existe un chemin de (n, a) & (m, b), il faut et il suffit que m—n et b—a aient méme parité et que |b—a| < m—mn.
Un chemin ¢ de longueur m — n partant de (n,a) est défini par une suite (¢1,...,em—pn) de {—1,+1}. ¢ arrive au point
(m, ) si et seulement si le nombre s de €; égaux a 1 vérifiea+s— (m—n—s)=>b (il y a s saut +1 et m —n — s sauts

—n)—(b— —
—1), soit s = (m n)2 ( a). Il existe ensuite (m n) suites (1, ...,&m—n) contenant exactement s fois +1 : il existe
donc
m—n
Nnamp = | (m—n) — (b—a)
2

chemins de (n,a) a (m,b), avec la convention <;> =0sij¢{0,1,...,i}.
Notons C I’ensemble des chemins de (n,a) & (m,b) qui rencontre 'axe (Ox). Si ¢ est un tel chemin, avec :

c = ((n,yn)7 (n + 17yn+1)7 ) (m’ym))

ol Yp = @, Ym = b €t |Yypt1 — Yp| = 1 pour tout p € {n,...,m — 1}, il existe un entier py € {n + 1,m — 1} minimal tel que
Yp, = 0. On pose alors :

/

c = ((n7yn)a (n + 1ayn+1)7 R} (p07yp0)7 (pO + 17 7ypo+1)’ ey (m7 7ym))

(b,m)

‘e (_bv m)

(on remplace la fin du chemin ¢ par son image par la symétrie d’axe (Ox)) L’application ¢ — ¢’ est trivialement une
bijection de I’ensemble C sur l'ensemble des chemins de (n,a) & (m,—b). Il y a donc exactement Ny, ¢, —p chemins de
(n,a) & (m,b) qui rencontre 'axe (Ox).

Sin=0,onaP(T=2n)=0.

Soit n > 1. L’expérience aléatoire peut étre modélisée par la donnée d’une suite (X,,),>1 de variables aléatoires indépen-
dantes de loi uniforme sur {—1,1}, avec

Vn >0, M, =Y X
i=1
Nous avons donc :
(T:2n):(X17é0, X1+X2#0”X1++X2n717§07 in:())

Comme la suite (X1, ..., Xa,) suit une loi uniforme sur {—1,1}?", nous avons :
o
oll gy, est le cardinal de {(e1,...,62,) € {~1,1}?", 61 #0, ...,e1+ €241 # 0 et &1 + -2, = 0}. Autrement-dit,

Qay, est le nombre de chemin qui vont de (0,0) a (2n,0) sans passer par I'axe (Ox) entre les deux extrémités. Ces chemins
sont de deux types :
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e ceux qui commencent par un saut €; = 1 et se terminent par un saut €9, = —1:
1) & (2n — 1,1) sans couper axe (Ox); comme il y a N11,2,-1,1 chemins allant de (1,1)

allant de (1,

et que parmi ces chemins, N7 1 2,-1,—1 rencontrent 'axe (Ox) ,

e ceux qui commencent par un saut €1 =
nombre de chemins.

Nous avons donc :

il y en a autant que de chemins
a(2n—1,1)

cela donne Ny 1.9n—1,1 — Ni,1,2n—1,—1 chemins;

—1 et se terminent par un saut €5, = 1 : par symétrie, on retrouve le méme

s -2 {((572) - (M72)) ottt 2 ()
puis P(T = 2m) = ﬁ (2:_—5) .
d) On a, pour z €] — 1,1] :
_ 1+Zl/2 (—1/2)( 3/5!)...(—n+3/2)(_1)nxn

I1x3x---x(2n—-3) ,
172 2nn) “

n=1

“+oo
B (2n — 2)! n
= 1= nz::l 22n=1(n — 1)In!

+oo

1- Y P(T=
n=1

On en déduit que pour = € [0,1] :

“+oo
> P(T=
n=0

“+o0
— Z P(T =
n=1

=1—+1-—22

(Pégalité est valable pour z € [0, 1], et donc également pour z = 1 puisque la série converge normalement sur [0,1] : sa

somme est continue sur [0, 1]). On a en particulier P(T < +00)

stirement a son point de départ.

: la marche aléatoire revient presque

ZP

On peut maintenant parler de la fonction génératrice G de la variable T :

Vo e [—1,1]
n=0

Comme G n’est pas dérivable en 1, T' est d’espérance infinie.

117)|a) Si a > 1, on a pour tout w € ) :

+oo
()= P(T =

=1—-+v1—2a2

1 1
Yn>1, 0 < —
n*X, (w) ne

T.G.S.C.

donc A=Qet P(A) =
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b) On a :
P(X > nﬁ) =p +§ qk_l :pqrnﬁ]_141 — q’—nﬂ]—l < qnﬁ—l
n 1_q < .
k=[nB]
On a donc :
+oo +o0 400 .
P <U[X" >n5]> < ZP(Xn >nf) < an -1
n=k n=k n==k

Cette somme est bien convergente, car ¢ ~! = o(1/n2) au voisinage de 400 :

B_ B _
n2qn 1_ elnqn 24+2Inn—Ing 0 car ﬁ > 0.
n—4o0o

La suite d’évenements ( If,l (X, < n5]> est croissante, donc par le théoreme de limite monotone, on a :
= k>1

+oo /+oo +oo +oo
P(U (ﬂ[Xn§n5}>> Egp<ﬂ[xngnﬁ]> 11+1£2P<U[Xn>n/3]> =0

k=1 \n=k n==k n=~k
puisque le reste de la série convergente de la question a) tend vers 0 quand k tend vers U'infini.

Pour w € B = J; ( e Xn < nﬁ]), il existe k > 1 tel que pour tout n > k, X, (w) < n”; on en déduit donc :

1

Yn>k 0< ————
= ~ noX,(w)

1
> =
n

et la série de terme général diverge. On a donc A C Q\ B et P(A) = 0. La série est donc presque stirement

1
n*X, (w)
divergente quand « €]0, 1].

18)| a) po = 0 puisque Romane et Philippe ne sont pas affectés & la méme base a l'instant initial. Apres la premieres
semaines, les bases d’affectations peuvent étre, avec équi-probabilité, (B, B), (B,C), (B,M), (C,B), (C,C), (C, M),

(M,B), (M,C) ou (M,M), donc il y a 3 chances sur 9 que Romane et Philippe se retrouvent : on a donc p; = 3 Le

calcul de po est fastidieux, et peut se faire en regardant la position (R, P;) des deux soldats & Uinstant 1 :

e si (R1,P1) =(B,0), il y a 12 déplacements équiprobables possibles & I'instant 2 car Rp peut prendre 3 valeurs et
P, 4 valeurs) et parmi ces 12 possibilités, seules (5,.5) et (V, V) nous intéresse : ce cas se produit avec probabilité

1 2 1
— X — = —
9 12 54
e si (Ry, P1) = (B, M), on se retrouve dans la méme situation qu’au départ et il y a une chance sur trois que Ry = Ps,
d’ou la probabilité = x = = — d’étre dans ce cas;
P 973 27

e les 4 autres cas sont symétriques.

Nousobtenonsdoncmzi—i—i—i—i—i—i—ki—ki:i.

54 27 54 54 27T 54 27
b) Notons S =0, M =1,V =2, B=3 et C =4. Si on en au sommet i, la liste des sommet reliés a i est représentée par
une liste stockée dans la i-eme case d’une liste V' :

vV =1[1,3,4], [0,2,4], [1,3,4], [0,2,4], [0,1,2,3]]

On initialise deux variables R et P aux valeurs 0 et 2 et un compteur N a la valeur 0; tant que R # P, on modifie R et
P en choisissant uniformément un élément dans chaque case V[R] et V[P] et on incrémente N. On renvoie N & la sortie
de la boucle while :
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import numpy.random as rd

def NQO):
v = [[1, 3, 4], [0, 2, 4], [1, 3, 4], [0, 2, 41, [0, 1, 2, 3]11]
R, P, N =0, 2, 0
while 1= P:
R V[R] [rd.randint (len (V[R]))]
P V[P][rd.randint (len (V[P]))]
N += 1
return (N)

I o=

def distribution (M) :
a, b =0, 0
for i in range(M):

n = NQO

if n == 1:
a += 1

elif n == 2:
b += 1

return (a/M,b/M)

def moyenne_empirique (M) :

S =20
for i in range(M):
S += NO

return (S/M)

On obtient les valeurs approchées :

>>> distribution (500000)
(0.334624, 0.148158)
>>> moyenne_empirique (500000)
4.69461

1 4
On a bien 0.334624 ~ 3 et 0,148158 ~ o7 et nous verrons a la fin de I’exercice si la moyenne empirique est bien proche

de 'espérance mathématique.
¢) La situation étant décrite par la valeur du couple (R, P), nous devrions considérer un graphe & 25 sommets. La
simplification permet de se ramener a 4 sommets, puisque seule compte la position relative de Romane et Philippe. Si
Romane et Philippe sont en position 1 la semaine n, la probabilité qu’ils soient en position ¢ la semaine suivante vaut :

e 2/9sii=1 (il y a 9 déplacements dont 2 les laissent en position 1);

e 4/9 sii =2 (il faut que I'un soit affecté au centre et que lautre n’y soit pas affecté, d’ou 4 possibilités) ;

e 0sii=3 (aucun des 9 déplacements ne peut les amener en position 3);

e 3/9sii=4 (3 déplacements les amenent sur la méme base).

Le méme type de calcul nous donne le graphe probabiliste ci-dessous, chaque aréte entre un état i et un état j étant
étiqueté par la probabilité que 1’on passe de la position i & la position j lors d’un déplacement :
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2/9

1
1/3 4/9
1/6
1/6
1 C4 < 23D>1/3
1/3
1/9 1/3
3
4/9

On a choisi de rester avec probabilité 1 a ’état 4 une fois qu’il a été atteint, puisque ’on peut supposer que ’étude est
terminée deés que Romane et Philippe sont réunis. Nous avons donc :

Vn eN, Vi,j€{1,2,3,4}, P(Chy1 =1|Cp =J) =pi;

2/9 1/6 0 0

4/9 1/3 4/9 0
avec P = (pi j)i<ij<4 = (/) 1?3 4§9 0

1/3 1/6 1/9 1
En fait, nous avons une propriété plus forte qui correspond a la définition d’une chaine de Markov :
Vn € N, Vio,il, .. .,in_l,i,j S {1,2,3,4}, P(C»,H_l =1 ‘ Cn Zj et On—l =inp—1 €t ... et C() = io) = Pi,j

C’est cette propriété dont nous aurons besoin a la question d et elle correspond bien a la situation pratique : la position
occupée par nos deux éleves a l'instant n 4+ 1 ne dépend que de leur position a U'instant n.

d) Nous allons appliquer la formule des probabilités totales & une espérance conditionnelle. En notant P4 la probabilité
conditionnelle relativement & un événement de probabilité non nulle A, nous avons :

B

P(Xg:z)(T:n+1) = P(XD:z)(T:n+1|X1 :])P(onz)(Xl :])

1

.
Il

I
B

1

<.
Il

Ona,pour 1 <j5<3:

e P(T=n+1|X;=jet Xg=1i)=P(T =n|Xo=j) (par translation) et

1 sin=0
oHT:n+1X1:4an:Q:{ s
0 sinon
On obtient :
24
din+1 = 9 di,n 9 q2,n 3 n=0
RS SRS SR
q2,n+1 = 6 qi,n 3 q2.n 3 q3.n 6 n=0
4 4 1
q3,n+1 = § Qo + § q3,n t+ § 5n=0
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puis, pour z € [—1,1] :

+oo 2 “+o0 4 “+o0 1

n+1 __ “ n = n -
g Q1,1 =z 9 g q1,nT" + 9 E q2,nT" + 3>
n=0 n=0 n=0

= ) 1 % 1 <X 1% 1
n+ — = n - n _ n _
;qg,nﬂx A ;ql,nx +3 nz:;)anx +3 nz:%qg,nx +3

+oo 4 +oo 4 +oo 1
g 2"t — g R E "+ =
o g3,n+1 9 e q2.n 9 43.n 9>

=z
n=0
soit 5 4 -
filz) = fi(z) —qro = 9 zfi(x) + §!Ef2(l°) +3
o) = fale) — @20 = 5 2hi(2) + 5uhola) + 5o fs(@)
f3(x) = f3(x) —g30 = gl‘h(x) + gxf:s(l‘)g

On obtient en résolvant ce systeme :
2(81 — 452 — 42?)
file) = ( 2 3
243 — 243z + 2422 + 8
On en déduit que P(T' < +o0|Cy =1) = Z:i% q1,n = f1(1) =1, donc P(T = 0o | Cy = 1) = 0. Ainsi, Romane et Philippe
vont presque siirement se retrouver en temps fini.

e) Comme f; est de classe C? sur [0, 1], la loi de T conditionnellement & (Cy = 1) posséde des moments d’ordre 1 et 2.

Ona:
B(T|Cy=1)= f/(1) = 22 et V(T|Co=1) = f(1) + /(1) ~ /(1) = 12"

75
On a 6= 4,6875, ce qui est cohérent avec la simulation de la question b).

119)| Si on est dans ’état e; & un certain instant (avec 0 < i < 5), on sera, a l'instant suivant, soit dans I'état e; i1

i i
avec probabilité p; ;41 = 5 soit dans I'état e; avec probabilité p; ; = 5 Ceci nous permet de considérer le graphe

probabiliste :

1/6 1/3 1/2 2/3 5/6 1

L)L O OO,

N N

Cela revient & considérer une suite de variables aléatoire (X, )nen & valeurs dans {0,1,2,...,6} telle que X,, est le nombre
de faces différentes vues apres les n premiers lancers du dés, dont les lois sont définies par :

P(XOZO):let\V’TLEN, \V’i,jE{O,l,...,G}, P(Xn+1 :j‘Xn:Z):pz,]

0 0 0 0 0 0 0
1 1/6 0 0 0 0 o
0 5/6 1/3 0 0 0 o0
ol (pijlo<ij<6 = |0 0 2/3 1/2 0 0 0
0 0 0 1/2 2/3 0 0
0 0 0 0 1/3 5/6 0
0 0 0 0 0o 1/6 1
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Si nous notons 7' la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaire pour obtenir pour la premiere fois ’état eg,
P(T =0) =0 et, pour tout n € N* :

P(T = 7’?,) = P(Xn =6et Xn—l = 5) = P(Xn =6 | Xn—l = 5)P(Xn_1 = 5) = pn—l,nP(Xn—l = 5)
Nous avons donc gr(x Z P(X, =5)z" "L,
Ceci nous incite a définir les séries entiéres (toutes absolument convergente sur [—1,1]) :

Vi € {0,1,2,3,4,5,6}, fi(z ZP

Pour &k € {1,2,...,6}, nous avons P(X, = k) = 0 et (formule des probabilités totales) :
Vn Z 1, P(Xn = k) = Pk.k P(Xn_l = k) +pk_17k P(Xn_l =k - 1)

+oo
donc fr(z) = prk ZP E)x"™ 4+ pr—1.k ZP 1=k —1a" = pgrxfi(@) + pr—1,x2fr—1(z), soit :

n=1

7T—k
i) = o )
1
Comme fo(z) =1 et gr(x) = 6 z f5(z), nous obtenons :
12025

gr(z) = (6 — 52)(6 — 4x)(6 — 32)(6 — 22)(6 — x)

On a ensuite E(T) = g/-(1), qui se calcule facilement grace a la dérivée logarithmique :

gr(1) . 5 4 3 2 1 147
E(T) = — (6 =0
@)= Y% 5z 64z 6-3z 6-22 6-2),_, 10

On peut modéliser la situation par un graphe probabiliste dont 'ensemble des sommets est {0,1,2,3,4}* (le couple
(4,7) représente la position sur le pentagone des deux frisbees), le sommet (7, j) étant reliés aux sommets (i + 1,5 + 1),
(i—1,j—1), (t4+1,j—1) et (i—1,74 1) par des arcs de poids 1/4 (les calculs se faisant modulo 5). On obtient ainsi une
chaine de Markov & 25 états, ce qui n’est pas raisonnable. Nous allons réduire le graphe en ne distinguant que trois états :

Etat 0 : les deux frisbees sont sur le méme sommet ;
Etat 1 : les deux frisbees sont sur des sommets voisins ;
Etat 2 : les deux frisbees sont sur deux sommets distincts non voisins.

La définition précise d’une chaine de Markov (discréte) est la suivante : un ensemble fini £ étant fixé (c’est I’ensemble des
états), une chaine de Markov sur £ est une suite de variables aléatoires (E,,)nen & valeurs dans £ telles que I’évolution du
systéme ne dépend que du présent et pas du passé, ce qui se traduit précisément par :

Vn € N, Veg,ei,...,e, € € tels que P(Ey =eg,...,E, =e,) #0, Vep41 € E,
P(En+1 = €n+1 |E0 =eg,..., B, = en) = P(En+1 = €n+1 | E, = en)~

Une telle chaine est dite homogéne si, en plus de cette propriété, P(E,+1 = ¢’ | E, =€) = p(e,¢’) ne dépend par de n
pour tout e, e’ € 2. Une telle chaine est alors définie par la donnée de la loi de Xj et de la famille P = (p(e,€))e.cree. Si
on suppose que £ = [0,n — 1], P est une matrice, appelée matrice de transition de la chaine de Markov homogeéne.

En notant (E,)n,>o la suite des états de notre systéme de frisbees, nous avons donc une chaine de Markov homogeéne
associée a la matrice :

1 0 0
P=[o0 3/4 1/4
1/4 1/2 1/4

puisque 'on a :
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e dans ’état 0, le jeu s’arréte et on reste dans ’état 0;

e dans I’état 1, il y a 4 déplacements équiprobables possibles : 3 nous laissent dans I’état 1 et 1 nous améne dans 1’état
2;

e dans I’état 0, un déplacement nous amene a I’état 0, un a ’état 1 et les deux autres nous laissent dans 1’état 2.

On peut représenter la situation graphiquement :

< 2 Do
1/4

1/2
P(E,=0) an
En notant V,, = | P(E, =1) | = | b, |, nous avons alors, d’apres la formule des probabilités totales :
P(E,=2) Cn

VneN, Vop1 = QV, avec Q ='P
ce qui donne
vneN, V, =Q"V.

En notant 7' = inf{n € N, E,, = 0} la durée de jeu (avec T' = oo si le jeu ne s’arréte pas), nous avons :

VneN (T=n)=(E,=0et E,_1 =2)

donc
1

Vn €N, P(T=n) = P(E,=0| By1 =2) P(Eyo1 =2) = 4 Cao.

a) Une premiere méthode consiste a calculer la loi de T en calculant les V,,. Cela se fait en diagonalisant @, qui a trois

5 5 5—+vb —
+8\[ et A\3 = 8\f = Ao. Des calculs un peu fastidieux donnent :

valeurs propres distinctes : Ay = 1, Ay =

1 3+v5 3-V6
Q:ADiag()\l,/\g,/\g)A_1 avecA=10 —-1—-+v5 —-14++5
0 -2 -2
ce qui conduit a V,, = A Diag(1, A}, A\2) A=V, soit apres calculs :

C5+43v5, 5-3V6,

— 1 n
n T 10 78

5+5 5—5

Vn € N, - n n

bn 10 Az + 10 A3
= VoV

5 5
On a donc :
5
P(T=0)=0ctVn>1, P(T=n)= %(A;H _ane,

+oo
1 1
On en déduit que P(T < 4o00) = ;P(T =n) = \2/—05 (1_)\2 - 1_)\3> = 1 : le jeu est donc presque stirement fini.

Ensuite :

400 +o00 +oo
B(I)=Y nP@ =)= % <Z<"+ D=t m;;) -5 (anr ~aop) -

n=1 n=0 n=0
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puis, par un calcul similaire, E(T?) = 244 et V(T = 100.

b) Il existe heureusement une méthode plus rapide, qui utilise des fonctions génératrices. Posons, pour z € [—1,1] :
e’} “+o0
Vi € {a,b,c}, Gi(x) = Z P(E, =1i)z" et Gp(z) = ZP(T =n)z".
n=0 n=0
La relation V;,11 = Q V;, donne, pour tous n € Net z € [—1,1] :
4

1
npr1 2" =2 <an "+ —c, "

3 1
b1zt =2 <4 by, ™ + 16 x")

1 1
Cnpr 2" =2 (4 by, ™ + 5 Cn x")

On en déduit :

Ga(z) —ag =z (Ga(aﬁ + i Gc(x)> (1—2)Gqlz) — % Go(z) =0
Gy(x) —by == (i Gy(z) + iGAx)) , soit <1 - 3;) Gy(z) — %Gc(x) =1
Go() —co = (i Go(x) + % Gc(z)> 2o+ (1-2) Gl =0

+o0o
1 T
Comme Gr(z) = 1 g Cp_1z” = 1 G.(x), nous obtenons en résolvant le systéme :
n=1

1-3z/4 1

x —x/4 0 B z?
41 —-32z/4 —x/4| bBa?—20x+16

vz € [-1,1], Gr(z) =

—z/4  1-—2x/2

On en déduit que P(T < +00) = Gr(1) =1 : le jeu est presque stirement fini. En dérivant (522 — 20z + 16) G (x) = 22,

on obtient :
10(z — 2) Gr(x) + (52 — 202 + 16) G'p(x) = 2z et 10 G () + 20(z — 1) G'p(x) + (522 — 20x + 16) Gy (x) = 2
ce qui donne G/-.(1) = 12 et G/.(1) = 232. On en déduit :
E(T)=Gr(1) =12t V(X) = G}(1) + E(X) — E(X)? = 100.

L’espérance du temps de jeu est donc égale a 12, avec un écart-type égal a 10.

Remarque : on peut calculer encore plus rapidement I'espérance de T, en utilisant des espérances conditionnelles. Pour
cela, nous avons besoin :

o de définir I'espérance d’une variable aléatoire X conditionnellement & un événement A tel que P(A) # 0 :

E(X[A)= > aP(X =z|A)

zeX ()
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e de remarquer que conditionner par rapport a A puis par rapport a B revient a conditionner par rapport a AN B :
si A, B, C sont trois événements tels que P(A) #0 et P(A|B) #0,o0n a :

P(ANBNC)
_PA(BHC)_ P(A) _P(AﬁBﬂC)_
P4(C| B) = Pa(B) = P;‘%QJ)B) = PAND) = P(C|ANB).

Supposons maintenant que Ej suive une loi uniforme sur £. L’espérance cherchée est égale & p1 = E(T| Eg = 1) et la
formule des probabilités totales donne facilement :

2
Vi,j €{0,1,2}, E(T|Ey=i)=Y E(T|Ey=iet Ey =j) P(Ey = j|Ey =1)
§=0

(avec un abus d’écriture, car on devrait limiter la somme aux j tels que P(E; = j| Ey = i) est non nul), ce qui s’écrit :

po=E(T|Ey=0)=0
1

B — e

1 1

Il reste & opérer un petit tour de passe-passe, en écrivant que E(T |Ey =i et By = j) = 1+ E(T | Ey = j) chaque fois
que P(Ey =i et E7 = j) est non nul, puisque sachant que E; = j, nous sommes revenu & la situation initiale, mais apres
avoir fait un décalage d’une unité dans le temps. Nous avons donc :

po=20
—3(1+ )+1(1+ )
p1—4 b1 1 D2
1 1 1
P2:1(1+P0)+Z(1+p1)+§(1+p2)

On obtient ainsi p; = 12 et ps = 8 : on retrouve bien ’espérance cherchée.

21)| Pour tout ¢ € N*, notons A; I’événement “la piéce est tombée sur Pile (noté P dans la suite) au i-éme lancer”. Soit T
la variable aléatoire égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir PF'. Pour n > 2, nous avons :

n—2
T=nl=JAiNn NANA N NA,_1NA,
k=0

Cette réunion est disjointe et les A; sont deux a deux indépendants, donc :

P(Tn)f(i)nnwl.

k=0

La variable T est bien d’espérance finie et :

Nous avons :

donc z = 1/2 donne :
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L’espérance du nombre de lancers nécessaires pour obtenir la séquence PF est donc égale a 4.

Il existe une méthode beaucoup plus rapide pour calculer cette espérance. Intuitivement, si nous notons z 'espérance
cherchée et y 'espérance du nombre de lancer que I'on doit encore faire sachant que l'on vient de tirer P, nous avons :

z=ix1+2)+ix1+y)
1
2

y=2x1+1ix(1+y)
En effet, si 'on est encore en attente du premier P, le premier lancer donne F' (resp. P) avec probabilité 1/2 et le nombre
moyen de lancers nécessaire apres ce premier lancer est x (resp. y), ce qui donne bien la premiére relation. Pour la seconde,
si Pon vient d’obtenir un “pile”, on a une chance sur 2 de tirer “face” dés le lancer suivant (on arréte donc au bout d'un
lancer) et une chance sur deux de tirer P et il faudra en moyenne y nouveaux lancers pour obtenir F. Ces arguments ne
sont bien sir pas tres rigoureux mais on obtient bien y = 2 et © = 4!

Pour préciser cela, nous avons besoin de parler d’espérance conditionnelle : si X est une variable aléatoire et si A est un
éveénement tel que P(A) # 0, espérance conditionnelle de X sachant A est simplement 'espérance de X (sous réserve
d’existence) pour la probabilité conditionnelle P 4. Autrement-dit, en notant (x;);c; les valeurs prises par la variable
discrete X, nous avons :
E(X[A) =) zP(X =g | A).
iel

La situation étudiée peut alors étre modélisée comme une marche aléatoire sur le graphe :

1/2 1/2
1/2 Q 1/2
0 0 ©,
1/2 1/2 0
associée & la matrice A= | 0 1/2 1/2
0 0 0

On suppose définie une suite de variables aléatoires (X,,)nen & valeurs dans {0, 1,2} telle que X suit une loi uniforme sur
{0,1,2} et
Vn €N, Vi,j € {0,1,2}, P(Xn41 =7 | Xn =14) = A4, j].

Nous posons alors 7' = inf {n € N, /X,, = 2} et le probléme initial revient & calculer E(T'| Xy, = 0). En posant e; =
E(T| Xy =) pour i € {0,1,2}, nous avons :

€o 1 €o
e1|l=11]1+A4|e
€9 0 €9

Cette méthode fonctionne pour calculer I'espérance du temps d’apparition de tout motif u, le graphe correspondant a
I’automate déterministe de reconnaissance du motif u. Ainsi, avec le motif u = PFPPF', nous pourrions utiliser le graphe

%ﬁ :\ g
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associé a la matrice

1/2 1/2 0 0 0 0

0 1/2 1/2 0 0 0

A— 1/2 0 0 1/2 0 0

I 0o 12 0 1/2 0

0 1/2 0 0 0 1/2

0 0 0 0 0 0

1
En résolvant le systeme X = E + AX, on montre que l'espérance du temps d’attente du motif PFPPF est égale a 36.

1
0

A lire : article “Les surprises du jeu de pile ou face” de Jean-Paul Delahaye.

22)|a) Question de cours sur 1’écriture en base 2 des entiers naturels.

b) A est une réunion dénombrables d’intersections dénombrables d’événements :

A={J | N X" (op

noeEN \n>ng

donc A est bien un événement.

¢) Comme P(A) =1, la fonction X est presque partout définie et a valeur dans N. Pour tout N € N, notons Z en2" la

neN
décomposition de N en base 2. Nous avons :

donc X est bien une variable aléatoire.

d) Soit n € N. Les entiers n pour lesquels e = 1 sont les entiers de la forme n = a + 2V (2k + 1)b avec a € [0,2Y — 1] et
k € N. Nous avons donc :

PN = Z_: <ZP(X:a+2N(2k+1))>
a= keN
>

0
2N _q 1 +o0 1 2k+1 N
= — - en notant ¢ = 2°
> (W > <q) )

1 71
= 3 E; —

11-1/q q
- X
21-1/2 £ -1

o
RS
o
22V 41
Remarque : on peut remarquer que
P(Xo=X;=0)=P(X =0 d4)—§:o LN S .
P T E R E IO L i T 11716 1
N
P(Xp=0) x P(Xy = 0) = (1 - po)(1—p1) = =
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donc les variables de Bernoulli X et X; sont indépendantes. On peut prolonger cet exercice en étudiant I'indépendance
deux a deux des variables X;.

23)]a) On a P11 = (X 4 n)P, pour tout n € N, donc :

31 (AR o1 CCRS w1 FURRY 1 P of PR  ) RERR  PE

k=0 k=0 k=1

On obtient donc, par identification :

_n—|—1_ n
=n
0 0
_ .
n—l: :[kﬁl +n Z pour tout k € {1,...,n},
-n—i—l-i n
n+1| |n

ce qui permet de calculer les coefficients {Z] par récurrence, a partir de [8} =1.

On obtient ainsi le triangle :

n=>0 1
n=1 0, 1
n=2 0,1,1
n=3 0,2,3,1
n=4 0,6,11,6, 1

n=>5 0,24, 50,35 10, 1

b) Pour n € N* et k € {0,1,...,n}, notons A, j U'ensemble des éléments de &,, comportant k cycles et a, j son cardinal.
En posant ago = 0, nous avons bien a9 = 0ago et a1,1 = ag,o = 1. Pour n > 1, nous avons ensuite :

® ayi10=0=na,o;

e pour k € {1,...,n}, nous allons construire une bijection ¢ entre A,41% et ({1,2,...,n} X Ap ) U Ay x—1. Soit
o€ Aps1 k- Sio(n+1) =n+1, p(o) est la restriction o’ de o a {1,2,...,n} : c’est un élément de A, y_1 ; sinon,
onnote j =0 Y (n+1) € {1,2,...,n} et on définit p(c) = (j,0’) avec :

o (i) siij
on+1) sii=j

Vie {1,...,n}, 0’(i){

On a clairement o’ € A, et Papplication ¢ est bijective :
(i) si o/ € Ay k—1, on définit o en prolongeant o’ (o(n+ 1) =n+ 1) et o est I'unique antécédent de o’ par ¢;
(ii) si (j,0’) € {1,2,...,n} X A, i, on définit o en “intercalant” n + 1 entre j et o' (j) :

n+1l sit=j
VZ'E{L...,TL—FI}, O'(’L): O'/(j) sit=n+1

o'(i) sinon

et on a bien que o est 'unique antécédent par ¢ de (j,0").

Nous avons donc :
ant1,k = Card({1,2,...,n} X Ay ) + Card(An x—1) = NGk + Gn k-1

® dntint+l = 1= Qp,n-
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n

Comme les familles (an, k)o<k<n €t ({k

]) vérifient les mémes relations de récurrence et la méme condition initiale,
0<k<n

elles sont égales : il existe donc [n} permutations o € G,, constituées de k cycles disjoints.

k

. " 1 < [n] P.(1) Plz) = 1 e
¢)Ona: E(X)= ZkP(X(O’) =k)= ] Zk {k} = Po(l)’ Comme Plz) = Rl obtient :
k=0 k=0 k=0

n—1 1 n 1
E(X) = =y —-=*H,
P 1+k P k
24)|a) On prouve le résultat par récurrence sur ¢, en fixant p € N :
e on a bien Z < ) <p n 1) donc la propriété est vraie quand g = p;
_(at1l .
e soit ¢ > p et supposons que kz < ) = (p " 1). On a alors :
D
1
%k_q+1+q+1_q+2
p) \p p+1)  \p+1

k=p

donc 1’égalité est également vraie au rang q + 1.

b) On peut modéliser la situation en numérotant les a boules blanches de 1 & a et les b boules noires de a +1 & a +b. On
peut imaginer que 'on a tiré, sans remise, les a + b boules de I'urne, obtenant ainsi une permutation aléatoire ¥ de G,
(X(7) est le numéro de la boule choisie au i-eme tirage) : X suit une loi uniforme sur &,,. Pour k € [a, a + b], nous avons :

P(X =k = P(max(2(1),...,5(a)) = k))

= ZP (max(2(1),...,%(a)) = 2(j) et 2(j) = k)

= (Hb ZCard {ce,, c),....,0(—1),0(j+1),...,0(a) € [1,k — 1] et o(j) = k}

— WZ(k—l)(k—Q)...(k:—a—i—l)b!

puisqu’on doit a k — 1 choix pour (1), k — 2 choix pour o(2), et ainsi de suite jusqu’a k — a + 1 choix pour o(a) (en
sautant o(j)), 1 choix pour o(j), puis b! choix pour placer les b boules noires dans les b emplacements restants.

On obtient ainsi :

k—1
a(k — 1) (k —1)lald! <a — 1>
P X == = = e
( k) (k—a)l(a+b)! (a— DIk —a)l(a+Db)! a+b
a
On remarque que la formule démontrée au a) donne :
a+b 1 a+b—1 .
;P<X:k):<cz+b> 2 ()=
=a qg=a—1
a



On a ensuite :

&
=
|

1 atbd —1 a+b
a+b 1 a+b k
() Zr)=0) 2o ()
~ (a+b ‘1a a+b+1\  ala+b+1)
B a a+1 )] a+1
On peut ensuite calculer, de la méme fagon, E(X (X + 1)) :
—1 a+b —1 a+b
a+b -1 a+b (k+1)!
1 = -_—
() Zreeen(2)=02) Xamnaoa
1 a+b+1 —1
_ [(a+b qg \_[(a+b a+b+2
(0) e 3 (u8) = (107) e (1257)

g=a+1

E(X(X +1))

ala+b+2)(a+b+1)
a+2

" _ _B(X) - _ ablatb+l)
On en déduit que V(X) = E(X(X +1)) - B(X) — B(X)* = @+ 1)2(at2)

25)|a) Comme X et Y sont indépendantes, Gs = GxGy.

12

1
=1 Z " = g2 Z 0z™. On en déduit que le polynéme Gg est de
n=0

degré 12 et a pour racines 0 (qui est double) et les 10 racines onziéme de I'unité distinctes de 1. En particulier, 0 est la
seule racine réelle de Gg. Comme :

b) Si S suit la loi uniforme sur {2,...,12}, Gg(z)

5 5
Gs(r) = Gx(x)Gy (x) = 2* Z P(X =n+1)z" Z PY=n+1)z"

n=0 n=0

=A(z) =B(x)

les polynémes A(z) et B(z) sont de degré 5 et n’ont pas de racines réelles : c’est absurde (tout polynéme réel de degré
impair a au moins une racine réelle, par le théoréme des valeurs intermédiaires.) Il est donc impossible de piper deux dés
a 6 faces de sorte que la somme des dés suive une loi uniforme.

c¢) Le méme argument fonctionne quand N est pair. Pour N = 3, poursuivons 'analyse du b) : les polynomes A(x) et
B(x) sont de degré 2 avec

A(z)B(x)Q = = (1+x+x + 2% + 2%)

Comme la factorisation en produit de facteur premier de 1—|—x—|—x2—|—x3—|—x4 est (1+2cos(27/5) +22)(1—2cos(27/5) x+22),
il faudrait que A(x) et B(z) soient proportionnels & ces deux polyndmes, ce qui n’est pas possible car Gx(z) = zA(x) et
Gy (z) = xB(z) sont & coefficient dans RT et — cos(27/5) < 0 . On ne peut donc pas piper les deux dés a 3 faces pour
que S suive une loi uniforme sur {2,3,4,5,6}.

26)[ a) On utilise la fonction randint du module numpy.random; la liste L = [p,q] contient les nombres de cigarettes
restant dans chaque poche. On fait ensuite une boucle : on choisit un entier a € {0,1} (avec une loi uniforme) qui désigne
le numéro de la poche choisie. Si L[a] est nul, on renvoie le nombre de cigarettes qui restent dans la seconde poche ; sinon,
on enléve une cigarette dans la poche a. Cela donne :
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import numpy.random as rd

def X(N):
L = [N,N]
while true:
a = rd.randint (0,2)

if L[a]l ==
return(L[1-a])
else:
Llal] -= 1

On peut ensuite calculer la fréquence des résultats obtenus quand on fait un (grand) nombre M de simulation
def frequences (N,M):
P = [0]*(N+1)
for i in range(M):
PIX(N)] +=1
for i in range(N+1):
P[i]l = P[il/M
return (P)

On obtient par exemple P = [0.1974,0.1962,0.1817,0.1565, 0.1208, 0.079, 0.0465, 0.0177,0.0042] avec N = 8 et M = 10000.

b) On peut modéliser les choix entre la poche droite et la poche gauche par une variable aléatoire qui suit une loi uniforme
sur ensemble Q = {G, D}?*V*! (il y a au maximum 2N + 1 tirage dans I'une des deux poches), ) étant muni de la tribu

A=P(Q).

c) A Tétape n, n — 1 cigarettes ont été fumées. On en déduit que Xy = k (avec k € [0, N]) quand on a choisi la poche
contenant le paquet vide & Uinstant n = 2N — k + 1 (& ce moment, 2N — k cigarettes ont été fumées). L’événement
(Xn = k) contient donc les éléments € = (g,,)1<n<an+1 € Q vérifiant I'une des deux conditions suivantes :

e ¢, =0, (e1,...,64_1) contient N fois la valeur 0 et n — 1 — N fois la valeur 1 et (e,41,...,82n+1) est quelconque;

e g, =1et (e1,...,6n—1) contient N fois la valeur 1 et n — 1 — N fois la valeur 0 et (e,41,...,62n+1) est quelconque.

-1 . R .
Ilya (n N > 22N+1-" gnites e correspondant & chacune de ces deux alternatives, donc :

n—1 92N —n+1 2N -k
5 N N

Vk € [0,N], P(Xy = k) = e = ~on

Avec N = 8, on obtient les valeurs (arrondies) [0.1974,0.1962,0.1817,0.1565, 0.1208,0.079, 0.0465, 0.0177, 0.0042], qui sont
effectivement proches des valeurs estimées a la question a).

d) On en déduit, pour 0 < k < N :

(2N — k)!
NI(N — k)l22N—F

IN — k
(2N_k)< N ) (2N — k)!
@N - kP(Xy=k+1) = v = M F =Ty = 2V B)

2N — k)P(Xy = k)

et cette relation reste valable quand k = N puisque P(Xy = N + 1) = 0.

En sommant cette relation pour k variant de 0 & N, on obtient :

N N N
@N+1)Y PXy=k+1)-> (k+1)P(Xy=k+1)=2N> P(Xy=k) —2) kP(Xy=k)
k=0 k=0 k=0 k=0

=1-P(Xy=0) =E(X) =E(Xy)
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(v)
d'ott E(Xy) =2N — (2N +1)(1 = P(Xy =0)) = (2N + 1) ?LN ~ 1.

En utilisant 1’équivalent de Stirling, on obtient :
2N
N 1

92N Tt N

2
d’ott E(XN) ~too 7 VN : E(Xy) tend vers 400 quand N tend vers l'infini.

27)|a) La fonction T,, prend ses valeurs dans [2,n + 1] et pour j € [2,n + 1] :

[T, = j] = N X #X O U X=X

1<iy <ia<j—1 1<i<j—1
donc [T, = j] est bien un événement : T, est une variable aléatoire.
On utilise la fonction randint de la bibliotheque numpy . random pour simuler 7, :
import numpy.random as rd

def T(n):
j, x, L =1, rd.randint(1,n+1), []
while not(x in L):
L.append (x)
x = rd.randint(1,n+1)
ja=1
return(j)

b) On estime F(T,,) par la moyenne empirique obtenue en effectuant 50000 simulations de T, :

def E(n):
S=0
for i in range(50000):
S += T(n)
return(S/50000)

On peut vérifier que cette approximation n’est pas trés performante, en calculant plusieurs fois la valeur F(10) :

>>> [E(10) for i in range(10)]
[4.65912, 4.6495, 4.65998, 4.65964, 4.65266, 4.6736, 4.66972, 4.65554, 4.64884, 4.65518]

mais on peut espérer que 'approximation soit suffisante pour obtenir le graphe demandé :
import matplotlib.pyplot as plt

def graphe(N):
x =[]
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y =0

for n in range(1,N+1):
x.append(n)
y.append ((n))

plt.plot(x,y)

plt.show()

¢) Pour k compris entre 1 et n, 'événement [T,, > k 4 1] est la réunion disjointe des événements
[Xl :il, X2:7;2, ey Xk:Zk]

quand (i1,149,...,4) décrit Pensemble des familles de k éléments distincts de E,. Chacun de ces événements est de
probabilités 1/n* (les X; sont mutuellement indépendants) et il y a n(n—1)...(n—k-+1) k-uplets (iy, i, ...,iz) différents
(on a n choix pour i1, puis n — 1 choix pour is, et ainsi de suite jusqu’a n — k + 1 choix pour 4x). On a donc :

n!
> — .
P(T, > k+1) an )=
d) Nous avons alors :
n+1 n+1
E(T,) =Y kP(T,=k) =Y k[P(T, > k) —P(T, > k+1)]

k=2 k=2

Apres téléscopage, et en remarquant que P(T;, > 2) =1 et P(T,, > n + 2) = 0, nous obtenons :

n ' n

E(Tn)2+ZP(Tnzk+1)2+ZMZM”IZT;!,

k=2 k=2 k=0 ) k=0

L’intégrale proposée par ’énoncé est bien convergente, car la fonction intégrée est continue sur [0, +o00[ et négligeable
devant 1/2% au voisinage de +oo. Nous avons d’autre part (en remarquant que la convergence de toutes les intégrales
permet d’échanger somme finie et intégrale) :

+oo T\ _, to (SN (n) 2P L, - n! T ke
/ (1+3) e dx:/ (Z@nk ¢ dx:Zm/ @ e de = B(Tn).
0 0 k=0 k=0 e

=T (k+1)=k!

On peut modéliser la situation par la donnée de N et (X;);>1, variables aléatoires indépendantes, avec N ~ P(\)
et X; ~ B(p) : N est le nombre de clients et X; = 1 si le i-éme client s’est fait voler son portefeuille. Le nombre Y de
porte-feuilles volés est donc :

On a, pour x €] —1,1] :

400 +00 +o0 >
)= PY=ka"=>">"P(N=net X+ + X, = = (ZP X1+~~~+Xnk)>x’“
k=0 k=0n=0 =0
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Cette famille étant sommable, on peut échanger les deux sommes :
+oo —+oo
Gy(z) = Y P(N=n) (ZP(X1 +o+ X, = k)mk>
n=0 k=0
+o00
= ZP(N =n) Gx,+.4x,(T)
n=0

+oo
= Y P(N=n) (Gx()"
n=0
= GyoGx(z)
Comme N ~ P(\) et X ~ B(p), on obtient :

Gy(x) = e—k(l—Gx(x)) _ eAp(l_x).

On reconnait la fonction génératrice d’une loi de Poisson de parametre Ap : Y ~ P(Ap) et E(Y) =V (Y) = Ap.

29)| Nous pouvons voir X comme une variable aléatoire définie sur 'espace Q = P({1,2,...,n}). Nous avons alors :

EX)=-— Y X4

AcC{1,2,...,n}

Comme I’application A — A est bijective de Q sur lui-méme, nous avons par changement d’indice :

n(n+1)

S B(x)

EX)=g; >, XA)=g > (+2++n-X(4))=

30)| a) Les fonctions X et Y simulent les variables X et Y'; on estime ensuite F(Y) encaissant la moyenne de n tirages
indépendants de la variable Y :

import numpy.random as rd

def X(p):
i=1
while rd.random()>p:
i+=1
return (i)

def Y(N,p):
M = X(p)
for kx in range(N-1):
M = max(M,X(p))
return (M)
def estimation(N,p,n):
s =0
for i in range(n):
s += Y(N,p)

return(s/n)

print (estimation (10,1/3,5000)

J’ai obtenu la valeur 7.6846, qui est donc une estimation de E(Y).
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b) Comme S est la somme de N variables aléatoires indépendantes qui suivent toute la méme loi géométrique de parametre
p, on a Gg = GY ot Gx désigne la fonction génératrice de la loi G(p), i.e.

NN
Ve e [-1,1], Gs(x) = —FF———.
Tk GO =
On peut ensuite développer cette fonction en série entiére :
400 +oo
-N (N+n-1)!
_ . N_N 1\ _ n_n __ _ n, N_N+n
e € [ Gt =pa 3 () (cra—pren = 50 B 0
ce qui donne (unicité du DSE) :
0 sin < N;
VneN, P(S=n)= -1
" ( n) (;_1> (1 —p)»NpN sin>N.
. R . N Np
Les X}, sont indépendantes et de méme loi, donc E(S) = NE(X;) = m et V(S)=NV(Xy) = a—pr

c¢) Le calcul est élémentaire :
N N n AN
VYn>0, P(Y <n)=P (ﬂ(xk < n)) =[] PXk<n)= (Zp(l _py) =(1-01-pmV.
k=1 k=1 i
On en déduit la loi de Y (qui est & valeurs dans N*) :
Vn>1, P Y =n)=PY >n)-PY >n-1)=1-1-p)")" -1 —-1-p"HY¥

Avec un systéme de calcul formel, on peut calculer I’espérance de Y quand N =10 et p=1/3:

“+oo
22307870746762629
1—(2/3)yM% — (1 —(2/3)" " Hlo] = ~7.72
22;71[( (2/3))°0 = (1 = (2/3)"7)"0] 2888227172412725 .7

et le résultat du a) est cohérent.

31)[a) On simule le tirage par le biais de l'instruction rd.randint (1,r+1). On obtient :

import numpy.random as rd

def X(r):
return(rd.randint (1,r+1))

def T(r):
S = [False for i in range(r)] # S[k-1] = True ssi la valeur k a été tirée
t=0 # t = nombre du tirages deja effectués
c=0 # nombre de valeurs distinctes déja tirées
while(c != r): # tant que les r valeurs ne sont pas apparues
k = X(r) # on effectue un tirage
if not(S[k-1]): # si on obtient une nouvelle valeur,
S[k-1] = True # on modifie S
c +=1 # on incrémente c
t +=1 # dans tous les cas, on incrémente t
return(t) # on renvoie t

# Cette méthode est risquée car le calcul pourrait se prolonger au deld du raisonnable
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# On peut ajouter un paramétre N pour sortir de la boucle aprés N tirages

def Tbis(r,N):

S = [False for i in range(r)]
t =0
c=0
while(c !'= r and t < N):
k = X(xr)
if not(S[k-11):
S[k-1]=True
c +=1
t +=1
if ¢ ==
return(t) # on renvoie t si le calcul a abouti
else:
return(-1) # sinon, on renvoie -1

def estimation(r,N):
S=0
for i in range(N):
S += T(r)
return(S/N)

def estimation_bis(r,N):
S=0
n=20
for i in range(N):
a = Tbis(r,10000)

if a = -1:
S += T(r)
n +=1
return(S/n)

Dans notre situation, la fonction T ne conduit pas a des temps de calculs trop longs et on obtient :

>>> estimation(20,100)

70.79

>>> estimation(20,1000)
72.088

>>> estimation(20,10000)
72.1094

>>> estimation(200,100)
1177.57

>>> estimation(200,1000)
1176.473

>>> estimation(200,10000)
1174.9399

b) Les T; ne sont pas indépendantes quand r > 3, puisque pour ¢ € [3,7], on a :

—1 i1
P(T, 1 —i—letT,=i) =P(Ty = i) = 1 x & x...x 11

r—1 r—i+2
X...xi
T

r

P(Tj_,=i—1)P(T;=i)=1x P(T; = i) < P(T; = i)

Quand r =2, T7 = 1 donc T} et T, sont indépendantes.
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Soient i € [2,7] et k > i. On a :

+o0 too
P(Yi=k)= > PYi=ketTy=t)= Y PYi=k|T_,=t)P(Ti_1 =1)

t=i—1 t=i—1

car ((Ti—l = t)) est un systeme complet d’évenements. On a ensuite :
t>i—1

. k—1 .
1 it
Vtzil,P(YiMTi_lt)(z > o

r r

. o . _ . r—i+1 .
puisqu’une fois i — 1 valeurs “tirées”, la probabilité de tirer une nouvelle valeur vaut p = ——— et la loi de Y;

r
conditionnellement a I’événement T;_; = t est une loi géométrique de parametre p. Comme souvent, cette preuve n’est
pas trés précise et s’appuie sur la notion informelle de conditionnement. Pour préciser les choses, il faut décomposer
I’événement T;_; =t en événements élémentaires :

(Tia=t)=| | (X1,....,X) =)

xel

ot I désigne 'ensemble des z = (x1,...,2¢) € [1,7]" tels que Card ({x1,...,2:}) =i — 1. On peut alors écrire, en notant
E,={x1,...,2} :

P(Yi=ketTiy=t)=> PYi=i, (X1,...,X;) =)

xzel
= Y P((Xy,....Xs) =2, Xy31 € Bay ..., Xyypo1 € Eay Xpyp & By)
xel
= ZP((Xl, X)) =2)P(Xpp1 € By) ... P(Xpypo1 € Eo)P(Xpur & Ey)
xel
. k—1 .
—1 —i41
_ (7, ) r—1+ ZP((Xl’ X)) =12) par indépendance des X;
r r xel
. k—1 .
—1 —i41
B (Z > (T =)
T T

Nous obtenons ainsi :

- k—1 . +oo 3 k_1 .
Vi € [2,7], Vk >4, P(Yik)<zl) r—i+1 P(T, = 1) (zl) T*Z‘Fl.
T Z

r - r r
t=i—1

c¢) Le résultat précédent montre que Y; et T;_; sont indépendantes et que Y; suit une loi géométrique de parameétre

i —1
pi=1-— - Comme T; =Y; + T;_1, ceci permet de calculer les fonctions génératrices des T; :

Cr(a) == o
G () = O ()0 () = (1

PrPr—1-- .prr
Gr,(z) = Gy, (2)Gr,_, (z) = (1-(1=p)2)...1—(1—pa2)z)

ce qui donne :

Ve e [-1,1], Gr(z) = <1:[ 11_1.2) = - —z) -2 (r—(r—1Da) 2"
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On a donc :

r—x

r—1 .
“1,1], Glp(z) = r !
Vo € (1,1, Gp(x) = Gr(x) <x+§_; )
et en particulier :

r—1 . r—1 . r—1
7 T — 1
B(T) = Gr(l) =7+ —— =1+ T‘j =1+7) =l
i=1 j=1

=1

On obtient : 9701 TE6TS
= 7~ 1 =
E(T) 3370876 71,95 pour r = 20,
E(T) ~1175,6 pour r = 200,

E(T)=r(lnr +~) + o(r) au voisinage de +o0.

Avec v ~ 0,5772, cette derniére approximation est excellente, puisque r(lnr + ) ~ 1175, 10.

32)] Comme X et Y sont indépendantes de méme loi, on a E(X/Y) = E(X)E(1/Y) et E(1/Y) = E(1/X). On peut
ensuite appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E(X/Y) = E(X)E(1/X) > (E (\/X\ATX))Q ~1.

33)[a) On obtient facilement :

import numpy.random as rd

def N(n):
A =[]
X = rd.randint (1,n+1)
m =1

while not(X in A):
A.append (X)
X = rd.randint (1,n+1)
m += 1

return (m)

def Distribution(n,M):
P = [0 for k in range(n+2)]
for i in range(M):
P[N(n)] += 1
for k in range(n+2):
P[k] =*= 1/M
return (P)

Cela donne par exemple :

>>> Distribution(10,100000)

[0.0, 0.0, 0.09910000000000001, 0.18072000000000002, 0.21492000000000003,
0.20031000000000002, 0.15215, 0.09144000000000001, 0.042530000000000005,
0.01502, 0.00337, 0.00044]

b) Notons Xy, le résultat du k-éme tirage : les X}, sont mutuellement indépendantes et de loi uniforme sur {1,2,...n}.
Notons N le nombre de tirages effectués. N est a valeurs dans {2,...,n+ 1}, avec :

Vk, (N = k) = (Card ({X17X2, ‘e 7Xk—1}) =k—1let Xk € {Xl,XQ, RPN an,—l}
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En notant Py ’ensemble des parties de {1,2,...,n} de cardinal k, nous avons donc, pour k € {2,...,n+ 1} :

(N=k) = || ({X1,Xa,....Xp_1} =Aet Xz € A)
A€ePr_1

donc, par indépendance de Xy et de (X1,...,Xp_1) :

P(N=k)= > P{X1,Xs,...,Xp 1} =A) P(X; € A)

AEPk—1
Comme (X7,..., X;_1) suit une loi uniforme sur {1,2,...,n}*"1 on a
(k—1)!
VA S ,Pkfl, P ({Xl,XQ, .. '7Xk71} = A) = W
puisqu’il existe exactement (k — 1)! familles (i1,...,ix—1) € {1,2,...,n}*"! telles que {iy,...,ix_1} = A.

Comme X, suit une loi uniforme, P(X;, € A) = &1

F—1) k-1 n o\ (k- 1)k — 1) (k—1)n!
P(N=k)= > = Z T (k—l) nk T (P (n—k+ 1)

AEPr_1 AEPr_1

, ce qui donne :

On peut comparer ce résultat exacte aux estimation obtenues avec Python :

def Distribution_exacte (n):
P = [0 for k in range(n+2)]
for k in range(2,n+2):
P[k] = factorial(n)*(k-1)/(factorial (n-k+1)*nx**k)
return (P)

def Comparaison(n,M):
D1 = Distribution(n,M)
D2 Distribution_exacte(n)
return max([abs(D1[k]-D2[k]) for k in range(n+2)])

ce qui donne :

>>> Comparaison(10,1000000)
0.0004659999999999942
>>> Comparaison (20,1000000)
0.0006367425000000024

On en déduit que le générateur de nombre pseudo-aléatoire de Python est assez pertinent . . . et que notre formule théorique
est sans doute correcte !

34)| Supposons que X est a valeurs entiéres. On a alors, pour x > 0 et en posant n = |z] :

+oo
TP(X > @) oo nP(X 2 1) < n;wx =k) < ;kmxzm — 0

car on reconnait le reste d’une série convergente. On en déduit que 2P (X > z) tend vers 0 quand x tend vers +oo, i.e.
que P(X > z) = o(1/x) au voisinage de +00.

Si X est & valeur dans RT, posons Y = | X|. YV est une variable aléatoire & valeurs dans N et possédant une espérance
(car Y < X +1). Comme ’événement (X > x) est contenu dans (Y > z — 1), nous avons :

PX>2)=0P ) >z—-1)) =0(1/(x — 1)) = o(1/z) au voisinage de + oc.
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Soit K € R™ tel que 0 < X < K. Pour n € N, la variable aléatoire X™ est bornée par K", donc elle admet une
espérance : X possede donc des moments de tous ordres.

X () est un ensemble au plus dénombrable, que nous pouvons écrire {z;, ¢ € I} avec I = {1,2,...,N} ou I = N. On

peut donc écrire :
1/n

¥neN, /M, = [Z P(X = ;)

i€l

Pour deviner le résultat, plagons nous dans le cas particulier ou I = {1,2}. Nous avons :
vneN, VM, = [z'P(X = 21) + 2}P(X = )]/

Sizy < xget P(X =22) #0, 27P(X = 21) + 25 P(X = x2) est équivalent & 25 P(X = z5) quand n tend vers I'infini,
et on pourrait démontrer que [27P(X = z1) + 25 P(X = 332)]1/” se comporte comme [25P(X = xg)]l/”, qui tend vers xo
quand n tend vers I'infini. Si P(X = 3) = 0, on a directement {/M,, = x1, qui tend vers z;. Cette preuve peut se faire
facilement pour I fini : nous allons la généraliser pour I quelconque.

Comme esquissé ci-dessus, il faut se limiter aux indices i tels que P(X = x;) # 0. Nous posons donc :

J={iel, P(X=u;)#0} et M =supu;.
ieJ
Si M =0, X est nulle et /M, =0 —— 0= M. Sinon, on a :

n—-+oo

1/n 1/n
o« VM, = lZas?P(X:xi)] < [ZM"P(X::UZ»)] =M.

icJ i€l
e pour € > 0 tel que € < M, il existe i € J tel que M — e < z;. On en déduit :
VM = /()" P(X = 2;) =2 (M — ) /P(X = ;)

Comme P(X = z;) est non nul, (M —¢) {/P(X = z;) tend vers M — ¢ quand n tend vers Uinfini. Il existe donc n.
tel que :
Yn>ne, (M —e)YVP(X =) > M — 2e.

Nous avons donc démontré que pour tout € > 0, il existe n. tel que :

Vn > ne, M —2e < \/ﬁngM
ce qui traduit que {/M,, tend vers M quand n tend vers I'infini.
Remarques :

e La valeur M s’appelle la borne supérieure essentielle de X. On la définit de la fagon suivante :

si X est une variable aléatoire réelle, un presque-majorant de X est un réel K tel que X < K presque siirement
(i.e. tel que P(X > K) =0). Si X admet un presque majorant, sa borne supérieure essentielle est le plus petit
des presque-majorants.

e Dans le domaine continu, ’équivalent de cet exercice est le suivant :

b
Démontrer que si f : [a,b] — R (avec a < b) est continue, ||f|l, = { / (f(@))~dt tend vers ||f|lcc =
a
sup |f(t)] quand n tend vers Uinfini (si f n’est que continue par morceaux, il faut remplacer || f||o par le sup
a<t<b

essentiel de f).

36)[ a) On utilise la fonction random de la bibliothéque numpy.random, qui renvoie un réel de [0, 1] en simulant une loi
uniforme. Elle permet de simuler une variable de Bernoulli de parametre p :
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def b(p):
if rd.random() < p:
return 1
else:
return 0

def simulation(p):

x = g(p) # z est la waleur du premier tirage

nl =1

while x == b(p): # tant que le tirage donne le meme resultat
nl += 1 # on incremente nl

# ensortie de boucle, nl contient la longueur de la premiere serie
# et on a deja tire une fois la nouvelle wvaleur

x = 1-x

n2 =1

while x == g(p): # meme traitement pour calculer n2
n2 += 1

return nl, n2

On peut ensuite estimer les lois de N7 et N, ainsi que leurs espérances :

def estimation_lois(p,N,M):
# On effectue M fois l’exzperience et on calcule la frequence d’apparition
# des waleurs 1,2,...,N-1,N pour les wartables N1 et N2
# dans la case de N, on recense tous les resultats superieurs ou egauz a N
N1, N2 = [0]*N, [0]xN
for i in range(M):

nl,n2 = simulation(p)
if ni<N:

Ni[n1-1] += 1
else:

N1[N-1] += 1
if n2<N:

N2[n2-1] += 1
else:

N2[N-1] += 1
for i in range(N):
N1[i] /=M
N2[i] /= M
return N1, N2

def estimation_esperances(p,M):
# Les esperances sont estimees par les moyennes empiriques calculees apres
# M simulations

N1 =0

N2 =0

for i in range(M):
nl,n2 = simulation(p)
N1 += nil
N2 += n2

return N1/M, N2/M

On obtient :

In [5]: estimation_lois(.3,10,50000)

Out [5]:
([0.42108,0.2091,0.12144,0.07684,0.05348,0.03518,0.0246,0.01724,0.01244,0.0286],
[0.58096,0.21064,0.085,0.04394,0.02592,0.01706,0.01174,0.00714,0.00512,0.01248])

In [6]: estimation_esperances (.3,100000)
Out [6]: Out([10]: (2.75674, 2.00527)
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b) On peut modéliser les résultats des lancers par la donnée d’une suite (X,),>1 de variables aléatoires indépendantes de
méme loi de Bernoulli de parameétre p. On a ainsi, pour tout n > 1 :

(NM=n)=X1= =Xp#Xns1)=(X1 = =Xp=0ct Xpp1 =1)U(X; ==X, =1et Xpyq =0)
dou P(Ny =n)=(1-p)"p+p"(1 —p) =pg(p"~' +¢" ).
On a de la méme facon :
¥n,m € N, P(Ny =n et N =m) = (1—p)"p" (1 —p) +p"(1—p)"p=q""'p" +p""'q"

On en déduit :

too 2 2
Vm > 1, P(No=m) =3 P(Ni=net N =m) :pmilq_ . +qm71p_p =p" g+ g

n=1

On remarque (il est temps) que N et No sont presque slirement définies :

= 1 1 = q2 p2
ZP(len):pq<1+1>:p—l—qzlet > P(Ny=m)= + =q+p=1
n=1

p q

m=1

et on calcule facilement leurs espérances :

+oo
_ _ 1 1 P q
E(Ny) = pq(Zﬂp” '+ ng" 1) pq( s+ 2>+
— (1-p?2 (1-4q q p
2 - 1 2 - 1 q° p?
PO = S mr gt St = L P
m=1 m=1

On peut vérifier que les valeurs calculées & la partie a (avec p = 0,3) sont effectivement proches des valeurs estimées.

Ni et No sont indépendantes si et seulement P(N; = n et No = m) = P(N; = n)P(Nz = m) pour tous n,m € N*. On a
ici :
P(Ny =1et N2 = 1) = ¢°p+p°q = pg et P(N1 =1)P(Nz = 1) = 2pg(p* + ¢°).

Pour que N; et Ny soient indépendantes, il faut donc avoir 2(p? + ¢2) = 1, soit 4p? —4p+1 =0, i.e. p = 1/2.
Réciproquement, si p = 1/2 = ¢, on a, pour tous n,m > 1 :
P(N; =n et Ny =m) = 2p" " = pt™ ot P(N; = n)P(Ny = m) = 2p"t1 x 2pm T+ = prntm

On en déduit que Ny et N sont indépendantes si et seulement si p = 1/2.

37)| Notons N la variable aléatoire égale au nombre d’ceufs pondus. On a, pour tous n,k € N :

n

Fl—p)»F si0<k<
P(K=k|N=n)= <k>p< Pt si0sks<n

0 sinon

On en déduit :

400 +o0 n A"
P(K=Fk) = Y P(K=k|N=nP(N=n)=)_ <k> P fp)”*ke*ﬁ
n=k :

n=k

)\kpk 00 )\n—p(l _p>n—k e—A _ O\p)ke—)\P
K= (n—k)! k! '

n=
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K suit donc une loi de poisson de parametre Ap.

Autre méthode : on peut modéliser les choses en imaginant que (X, )nen+ est une suite de variables aléatoires indépendantes
de méme loi B(p) (X; = 1 si le i-éme ceufs éclot et 0 sinon) et N est le nombre d’ceufs pondu, avec N indépendant de
(X;). Notons S,, = X1 + -4+ X,,, pour n > 0. On a alors K = Ef\il X; et on retrouve un calcul classique en passant par
les séries génératrice :

+oo
Vo € 0,1, Gr(z) = Y P(K =kt

k=0
+o00 —+o0

= Z(ZP(K:ket N:n)> z*
k=0 \n=0
400 (400

= (Z P(S,=ket N= n)) z®
k=0 \n=0
+ +o00

= Z < P(S, =kP(N = n)) zk par indépendance de (X1,...,X,) et N
k=0 \n=0

Comme on somme des termes positifs, on peut échanger les deux sommes :
o0 —+o0
Vz € [0,1], Gr(z) =) <Z P(S, = k):ck> P(N =n)
=0 \k=0

=Gs, (z)

Comme les X; sont indépendants et de méme loi, Gg, = (Gx,)". On obtient donc :

+oo
vz € [0,1], Gr(x) =) (Gx,(2))" P(N =n) = Gy (Gx, () = ¢ 17T ) = e7irl70)

n=0

et on retrouve bien la série génératrice d’une loi de Poisson de parametre Ap.

a) Notons R; 'événement : « Une boule rouge a été tirée au i-éme tirage et N; = R; . Nous avons :

k—1 n—k—1

a+1c
P(RyN--NRyNNeeyN...N,) = [T -2
(B kN Niga ) chberXH

b+ic
a+b+(k+i)c
d’apres la formule des probabilités composées.

b) Pour k € [0,n], 'événement (X,, = k) est la réunion disjointe des événements :

Eiie =Ni0---0NN;, 1NR,NN;;1N--- NNy 1 NRy NNoy o1 N---NN; 1 NR;, NNj i1 N---N N,

suites vérifiant 1 < i3 < .-+ < i < n. Par la formule des probabilités composées, les

k
événements F;, _; ont tous la méme probabilité (on retrouve les mémes fractions qu’a la question a), mais les numérateurs
apparaissent dans un ordre différent). On en déduit :

ou (i1,...,i) décrit les (n

k—1 n—k—1

H(a+ic) X H (a+ib)

P(X, =k) = (Z) = =0

H(a—i—b—i—ic)

=0
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c¢) Pour k € [1,n], nous avons :

b+ (n—k)c
PXpi1=k|X,=k)=PBp+1| X, =k) = ——~—
(X1 = | X =) = P(Bug | X, =) = ==
a+ ke
PXpi1=k+1|X,,=k)=PRy1|Xp=k)= ———
(Xnt1 +1] ) (Rnt1| ) a1 bt ne
Vie N\ {k,k+1}, P(Xp41=i|X,=k)=0
On en déduit :
n+1
E(Xpp) = ZqP(Xn—HZQ)
n+1 q
= > a| D P(Xup1=q|Xn=k) P(X,=k)
= k=q—1
n+1 k+1
= Y PXp=k)> qP(Xnp1=q|Xn=k)
k=-—1 q=k
- b —k k
- ZP(Xn:k) (kw+(k+1)“+c>
— a+b+ne a+b+ne
" b 1
_ ZP(Xn:k) (ka+ +(n+ )c+ a >
P a+b+ nec a+b+nc
b 1
_ atbrtlepe @
a+b+nec a+b+ne

ce qui s’écrit encore :

E Xn+1 —FE Xn + a
a+b+(n+1)c) a+b+nc (a+b+nc)(a+b+ (n+ 1))

—a 1 _ 1
~%c \aFbFnc  atbfr(ntle

En sommant ces inégalités, nous obtenons :

n—1
B L _ 5 Xo +EZ 1 _ 1 _a 1 _ 1
a+b+nc a+b ¢ = \a+b+ke a+b+ (k+1)c c\a+b a+b+nc

ce qui donne :

na
a+b

YneN, E(X,) =

d)Ona(T=+4x)=(VWeN, X, =0) = ﬂ (X, = 0); comme la suite d’événements (X,, = 0),,>0 est décroissante,
n>0
P(T = 400) est la limite de P(X,, = 0) quand n tend vers I'infini (théoréme de continuité décroissante). Or P(X,, = 0) =

n—1

b+ k
I | _Odke | I . En prenant le In, on obtient :
kZOa—i—b—l—kc o a—|—b+k’

In(P( Z In ( R k’c) p——— —00

carIn (1 — v ~ oo e qui est un terme général négatif de série divergente : on a donc P(T' = +o0) =0et T
a+b+ ke ke

est presque stirement finie.

n—1
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La loi de T est facile & calculée :

blb+c)---(b+ (n—2)c)a
(a+b)(a+b+c)---(a+b+(n—1)c)

VneN*, PT=n)=P(NiN---NN,_1NR,) =

On a ensuite :

n—2 n—2
a b+kC a a
die - ~Nioco T 11— —— ).
nP( n) ”a—l—b—l-(n—l)c kEIOQ_HH_kC + Ckl:lo( a+b+kc>
On a: 1
a a a
1 1_7 :1 1_7 1 2 - — 7 U = e .
n( a+b+kc> n k0+0( /7)) kc+uk0uuk O(k2>
On en déduit : , 2
a
g(l_zm)—e"?( Zk+ ;uk>—exp(—lnn+5+0( ))

+
8

avec § = & (—7 + uk> Nous obtenons enfin :
c

=
Il
—

— &

&
H< a+b+kc) e paje

Ainsi, nP(T = n) ~4co

seulement si a > c.

K
—e ou K est une constante strictement positive. On en déduit que T est d’espérance finie si et
n

Pour ¢ € [1, k], notons Y; l'indicatrice de I'’évenement (i € {X1,...,X,}). On a, en utilisant I'indépendance des X :
s —1
PY;=0)=P| [] X =[] P(x; #9) < )
j=1

1<j<n

—1 n 1 n
On en déduit que E(Y;) =1 — (kjk> , puis E(N):E(Y1+--~—|—Yk):E(Y1)+~-~+E(Yk):k<1— (kik> )

40)[a) Comme les évenements (T'=n) et (T' > n + 1) sont disjoints, on a :
PT=n|T>n)+PT>n+1|T>n)=P(T=n)UT>n+1)|T>n)=PT>n|T>n)=1,

dou P(T>n+1|T>n)=1—t,.

Cela donne :

YneN  1—-t, 1 =P(T>n|T>n-1)= = —

P(T>n-1) P(T>n-1)
Comme P(T > 0) = 1, on obtient par récurrence :
n—1
VneN, P(T >n)=[](1-t).
k=0
On a ensuite :
n—1 n 3
VneN, p, =P(T>n)-P(T >n+1)=[[(0—te) = [J(U—tx) =t [JQ1—ti).
k=0 k=0
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b) Soit n € N. Comme ¢,, est la probabilité conditionnelle d’'un événement, on a 0 < p,, < 1 et si ¢, était égal a 1, on
aurait P(T > n+1) =[];_,(1 —tx) = 0, ce qui contredirait 'hypothese.

n—1
Nous avons démontré au a) que P(T > n) = H (1 —t)) pour tout n > 0. Comme la suite d’événements ((T > n))

k=0
décroissante, le théoreme de continuité monotone donne :

n>0 est

n—1
=P| (T =n) = Jim T —t).
n>0 k=0
N———
=0

Comme les ¢ sont tous dans [0, 1], on obtient en prenant le logarithme :

n—1
S In(1 - th) ——— —o
P n——+00

ce qui traduit que a,, = In(1 — ¢,,) est le terme général d’une série divergente.

Si t, ne tend pas vers 0 quand n tend vers U'infini, la série de terme générale ¢,, est grossierement divergente ; sinon, on a
Qp ~4oo —ty et le théoréme de comparaison des séries de signe constante prouve que ) - t, est également divergente.

c) Soit (tn)n>0 une suite de réels de [0, 1] telle que Y - t,, diverge. Pour n € N, posons p,, = t,, ]_[Z;é(l —t1). Nous avons
0 < pn, <1 pour tout n et une récurrence évidente donne :

n n—1
vYm € N, mezl—H(l—tk)
m=0 k=0

- . . < . -1
Comme la série de terme général ¢, diverge, on prouve comme a la question b) que [];Z;(1 — ¢;) tend vers 0 quand n
tend vers l'infini : ceci prouve que la série de terme général p,, converge et a pour somme 1.

Nous avons (pn)n>0 € [0,1]N telle que Y02 (p, = 1 : il existe donc une variable aléatoire T' & valeurs dans N telle que
vn € N, P(T = n) = p,. On montre ensuite facilement que pour tout n, P(T > n) est non nul et que P(T' =n|T > n) =
tn.

OnaX =X1xcuex) + X 1xsgx) < aE(X) + X 1x>.g(x), d'ot, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E(X) < aB(X) + E (X 1x545(x)) < aE(X) + VE(X?) {/E(1%5 5(x)) = aB(X) + VE(X?) V/P(X > aE(X))

ce qui donne le résultat demandé.

42)[a) Supposons que X <Y et soit h: N — R croissante et bornée. Nous avons :

E(h(X)) =Y h(n)P(X =n)=> hn)(P(X =n)—P(X >n+1)) =Y h(n)P(X >n)— Y h(n—-1)P(X >n)

neN neN neN n>1

en remarquant que I’on peut séparer les deux sommes car, h étant bornée, les deux séries sont trivialement convergentes.
Nous obtenons donc :

E(h(X)) = h(0) + Y (h(n) = h(n = 1)) P(X > n) <h(0) + Y (h(n) = h(n — 1)) P(Y = n) = E(h(Y))
neN* >0 ?P(;z_n)/ neN*

Supposons réciproquement que E(h(X) < E(h(Y)) pour tout fonction h : N — R croissante et bornée. Pour ¢t € R, on
peut appliquer cette propriété a h = 1j; ooy, qui est bien croissante et bornée :

P(X > ) = E(hi(X)) < E(h(Y)) = P(Y > 1)
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donc X <XY.

b) Supposons que X <Y ; pour N € N, lapplication hy : n +—— min(n, N) est croissante et bornée. On a donc :
ZnP n)+NP(X > N) =E(hy(X) <E(hy(Y ZnP n)+ NP(Y > N)

En passant a la limite quand N tend vers l'infini, obtient A = E(X) < E(Y) u (pour une variable entiere Z > 0
possédant une espérance, on a 0 < NP(Z > N) = N Z P(Z = Z nP(Z —> 0), comme reste d’une
série convergente).
Supposons réciproquement que A < p. Pour n € N, posons :

k

+<X>$
. —x
F,: x—e E h
k=n

F, est de classe C! sur |0, 00| (on peut dériver la série entiere de rayon infini sous le signe ) avec :

too xnfl
Vo >0, F (x)=e" ( Zk'+z > e*wm>0

On en déduit que F,, est strictement croissante, ce qui donne P(X > n) = F,(A\) < F,(1) =P(Y > n):onabien X Y.
¢) Notons p, = P(X =n); on a, en utilisant I'indépendance de X et Y :

“+oo +oo

P(X<Y) = > > P(X=netY=m)

n=0m=n
+oo +oo

- 3 S P =R =)

n=0m=n

= ZP PY >n)

ZP P(X >n)

n=0

+o00
= an Z Pm
= Z Dn + Z PnPm

Y]

neN 0<n<m
=51 =55

On a d’autre part 1 = Z PnDPm = S1 + 2S5 puisque Z DPnPm = Z PnPm par symétrie : cela donne
n,meN 0<n<m 0<m<n

1
P(XSY)Zsl‘FSQE%—FSQ:i

43)[a) Notons Y; = X; — m : ces variables aléatoires sont i.i.d. et centrées. On a :

4
ln
AEZ - E >4
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4
1 n
Comme la variable Z,, = ( ZK) est positive et d’espérance finies on peut lui appliquer I'inégalité de Markov :
n
i=1

E(Z)
64

P(A) < . Nous avons d’autre part :

2R DU TR SR SRS DD SRR R AT

1] 1 <J 3 i<k
7 1<g ‘ J#i et ki

4) fois le terme Y;?Y}? (les valeurs de av et 3 ne

puisque, pour i < j fixés, le développement de (Y7 + --- +Y,,)* contient (2

sont pas utiles pour la suite du calcul).

Comme les Y; sont indépendantes, on a :
Vi, E(Y) =V,
Vi # j, BYY)) = E(V)E(Y;) =0
Vi, j, k distincts, E(Y?Y;Y;) = E(Y)E(Y;)E(Y:) =0
Vi # j, B(Y2Y?) = B(Y2)B(Y?) = V}

1 -1
On en déduit que E(Z,) = — (nV4 +6 n(n)V22>’ ce qui donne :
n

4 2
(nVZ +6 n(n—l)V22> )

£y <
Pid,) = etnt 2

b) P(AZ) est ainsi un O(1/n?) : c’est le terme général d'une série convergente.

+oo
c) (U AZ) est une suite décroissante d’événement, donc le théoreme de continuité monotone donne :
p>1

n=p
+oo +o0 —+oo
P Sl =1l o
p=1n=p n=p
On a d’autre part :
+oo +oo
=1 P (U Ai) <) P4
n=p n=p
On en déduit le résultat demandé, puisque le reste de cette série convergente tend vers 0.
44)| Nous avons, pour tout n > 1 :
Yi=n)=Xi1=netXo>n)UX1=net Xo=n)U(X; >net Xo =n)

donc, par indépendance de X7 et X5 et en notant ¢; =1 — p;

P(Yl :TL) = P(X1 :n)P(XQ >’ﬂ)+P(X1 =net X2 :TL)+P(X1 >TL)P(X2 :Tl)
+o00 foo
= pip2 (q?‘l D A A q’f‘1>
k=n+1 k=n+1

1 n n—1

= pigy gy + pipeal gyt + pagld

n—1 n—1

= ¢\ ¢ " (pra2 + pip2 + p2qu)

n—1 _n—1

= q' g3 (p1+p2 —pip2)
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1

On en déduit que Y7 suit une loi géométrique de parameétre p; + ps — p1p2, dout E(Y]) = ——.
P1+ P2 — P1p2

D’autre part, Y7 + Yo = X + X5, donc par linéarité de ’espérance :
1 1 1

EY))=EX{)+EX9)-EYV{)) =4+ — - ———
(Y2) (X1) + E(X2) — E(Y7) o o T it pe—pip

45)| a) On crée une séquence s1 de longueur m qui ne contient que des deux et on initialise un compteur ¢ a la valeur
0; tant que s # s1, on supprime le premier élément de s; et on ajoute un 0 ou un 1 (on utilise la fonction randint de
numpy . random) & la fin de s1, puis on incrémente ¢. : il suffit ensuite de renvoyer la valeur de ¢ quand on sort de la boucle.
Il faut remarquer que ceci fonctionne car T est presque stirement finie et d’espérance assez petite. On estime ensuite
Iespérance de Ts en calculant la moyenne de sur 20000 simulations.

def T(s):

s1 = [2 for i in range(len(s))]

t =0

while s != si1:
del s1[0]
sl.append(rd.randint (0,2))
t += 1

return (t)

def E(s):
n =20
for i in range(10000) :
n += T(s)

return(n/10000)

for i in range(2):
for j in range(2):
for k in range(2):
print ([i,j,k],esp([i,]j,k]))

[0, 0, 0] 13.97625
[0, 0, 1] 8.0191
[0, 1, 0] 10.0592
[0, 1, 1] 7.98225
[1, 0, 0] 7.9791
[1, 0, 1] 9.883
[1, 1, 0] 7.9803
[1, 1, 1] 14.1128

On peut conjecturer que les espérances des temps d’attente valent 14 pour (0,0,0) et (1,1,1), 8 pour (0,0,1), (1,1,1),
(1,0,0) et (1,1,0) et 10 pour (0,1,0) et (1,0,1).

b) On reprend & peu prés la méme méthode :

def match(s1,s2):

s = [2 for i in range(len(s1))]
while True:
del s[0]
s.append(rd.randint (0,2))
if s == si:
return (1) # on renvoie 1 quand S1 gagne
elif s == s2:
return (0) # on renvoie 0 quand S2 gagne

def proba(sl,s2):
n=0
for i in range (20000) :
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n += match(s1l,s2)
return(n/20000)

liste = [[1,1,0],[1,0,0],[0,0,1],[0,1,1]]

for i in range(4):
for j in range(4):
if 1 '= j:
print ([i+1,j+1] ,proba(liste[i],liste[j]))

[1, 2] 0.66965
[1, 3] 0.49545
[1, 4] 0.25295
[2, 1] 0.3325
[2, 3] 0.7519
[2, 4] 0.50375
[3, 1] 0.4976
[3, 2] 0.24595
[3, 4] 0.6731
[4, 1] 0.7516
[4, 2] 0.4975
[4, 3] 0.33135

Les valeurs des différentes probabilités semblent donc étre les valeurs données par le tableau :

S1 | Se | S3 | 5S4
s 3]s
SHERE
s[4 4] |3
s 144

Ainsi, Sy est plus forte que Ss, qui est plus forte que Sy, qui est plus forte que Sy, qui est plus forte que Sy !

¢) L’attente de la séquence S; peut étre modélisée par une marche aléatoire sur le graphe probabiliste :

P PP PP,F
1/2 1/2
e It o)
1/2

Autrement-dit, on suppose définie une suite de variables aléatoires (Y},),>0 telles que Y5 =0 et :
V’I’L Z Oa v’h] S [[073H7 P(Yn-‘rl - Z|§/n :]) :pz,j

ol p; ; est le poids de I'arc qui relie I'état j a 1'état i (avec p; ; = 0 s'il n’y a pas d’arc). Le temps d’attente de la séquence
S1 est donc défini par :

Ts, = min{n € N, Y;, = 3}.

1

L’utilisation de séries génératrices permet de calculer facilement 1’espérance de T, ; on pose :

+oo
Vie [073H7 vt e [ila l]a fz(t) - ZP(YH = i)tn
n=0
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La formule des probabilités totales donne :

P(Yoi1=0)=3P(Y,=0)+3PY,=1)
vneN, P(Yp41 =1) =3 P(Y, =0)

P(Yni1=2)=3P(Y,=1)+ P(Y, =2)

P(Yy41=3) = 1P, =2)+P(Y, =3)

d’otli, en multipliant ces égalités par t" et en les sommant :

fot) —=1="1% fo(t)+ L f1(t)
fi(t) =5 fo(t)

vt € [-1,1],
fo(t) = 5 f1(t) + 5 fa(t)
f3(t) =L f2(t) + ¢ f5(t)

Nous avons enfin : )
YneN", P(Th=n)=PY,=3etY,_1=2)= §P(Yn,1 =2)

—+o0
1 t
done vt € [~1,1], Gr,(t) = P(T1 = 0) + 5 > PV, =2)t" = 5 ().
n=1
Un calcul élémentaire donne donc :
Vi [<1,1), Gry(f) = ————
e SV

ce qui permet de calculer E(T1) = G%(1) = 8.

Pour décrire le “match” entre les séquences S7 et Sa, nous pouvons considérer la marche aléatoire sur le graphe suivant :

P PP PPF
1/2 1/2 1/2
1/2
1/2 1/2
1/2
4 5 1
PF PFF

Dans cette marche aléatoire, la séquence Sy apparait avant Sy (resp. Sz apparait avant Sp) si on arrive en 3 (resp. en 4). 1l
est encore possible d’utiliser la méthode du a), en notant (Y3,),>0 une suite de variable aléatoire modélisant cette marche

aléatoire; on a encore, en notant f;(t) = ::(’) P(Y,, = i)t" pour tout i € [0,5] :
Jo(t) =1 = %fo(t)
fit) =5 (fo(t) + f2(t) + fa(t))
vt e [-11], fa(t) = 5 (fi(t) + fa(t))
f3(t) =L f2(t) + t f5(t)
fa(t) =5 f(t)
fs(t) = § fa(t) + f5(t)
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En notant A I’événement “S; bat S3”, nous avons :

Pors, =PA) =P | |Va=3etV,.1=2)| =) % P(Y,_ 1 =2)= f2§1)
Il reste donc a résoudre le systeme :
2fo(1) —2 = fo(1)
2f1(1) = fo(1) + f2(1) + fa(1)
2fa(1) = f1(t) + fa(t)
Vi e [—1,1],
2f3(1) = fa(t) + 2 f3(1)
2f4(1) = f(1)
2f5(1) = fa(1) + f5(1)

2
pour obtenir P(A) = —. Comme S; apparait presque stirement, la probabilité que Sy apparaisse avant S1 est égale a 1/3
(elle vaut aussi f4(1)/2) .

On peut aussi calculer P(A) en remarquant que les séquences de Pile et Face qui conduisent & 1’état 3 sont les suites
(finies) de la forme
Sape=(F,...,F,P,F,P,F,P,...,F,P,P,P,...,P,F)
i —— N——

a 2b c

pour a,b,c € N. A est donc la réunion des évenements A, ;. : “la suite infinie de lancers commence par ma séquence
Sab,c”, ce qui donne :

1 1 1 1 1 2
Psy1,52 = Z P(Aap,c) = Z afitzbiterl g (Z 2a> (Z 4b> (Z 2) 3

a,b,ceN a,b,ceN a€eN a€eN ceN

Exercices X-ENS

46)| a) C’est une inégalité de convexité appliquée a la fonction exponentielle entre —t et ¢, en remarquant que les masses
—x 1+
et
2

b) Pour ¢ € R, on a (en remarquant que pour tout n € N, (2n)! > 2 x4 x --- x (2n) =2"n!) :

+oo t2’n +oo t2n t2
0= 3 g < e = (7).

n= n=

sont positives et de somme égale a 1.

c¢) Par indépendance mutuelle des X;, on a :

n
E (et(X1+~-+Xn)> = B (e e Xn) =[] B ()
i=1
Pour chaque ¢, nous avons :
X o 1 _Xie*t n 1 +Xiet
- 2 2

e

donc

1-X; 14+ X; 1-E(X; 1+ E(X; 12
(26t+ J; et> 2( )67t+ +2( )6tch(t)§exp<2)
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puisque la variable X; est centrée. Cela donne donc, pour tout ¢t > 0 :

2
E (et(X1+...+Xn)) < exp (nt)
- 2

Nous pouvons ensuite appliquer 'inégalité de Markov & la variable aléatoire positive et(X1++Xn) .

eta 2

nt /2 t2
P(Xi+ -+ X,>a) =P (et(X1+~~~+Xn) > etu) < ¢ — oxp (n B ta)
En appliquant la méme inégalité aux variables — X, nous obtenons :

nt?
P(X)+ -+ X € —a) Sexp = —ta

ce qui donne

t2
vt >0, P(|X1—|—---+Xn|2a)§2exp(n2—ta).

a
On obtient I'inégalité demandée en choisissant t = — (c’est la valeur de ¢ qui minimise nt?2 — ta).
n

47)|a) On sait que les fonctions \S,, sont les variables aléatoires. Pour tout entier naturel k, nous avons :

k—1
T=k= (ﬂ [&:@)ﬂ[sk:u

i=1

donc la partie [T = k] est un événement. On en déduit que [T = 400] en est également un, puique c’est le complémentaire
de la réunion dénombrable des parties [T = k].

b) Comme [T’ = 1] = [B; = 1], P(|T = 1]) = p.

Pour n > 2, nous avons :

=A,
Pour k € [2,n — 1], notons :
i+1
VieN, S{=> BjetT'=inf {j €N, ) =1}

ki
VieN, 5/= Y BjetT"=inf {j €N, 5] =1}
j=k+2
Les variables By, (S7,...,5;,_,) et (S7,...,S"_,) sont indépendantes et les trois variables T', T” et T" suivent la méme

loi. Nous avons donc

2

k— n—k—1
P(Ay) = P([Bl_uﬂ(ﬂ[s;g()])ﬂ[s,; 1_1(]( ﬁ s"<o>ﬂ[s;;_k_1}>

= qP(T"=k-1)PT" =n—-k)

= P(T=k—1)P(T=n—k)
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Comme les A sont deux a deux disjoints, nous obtenons la relation :

n—1
Vn>2 P(T=n)=q» PT=k-1)P(T=n-k).
k=2

c¢) La série & terme positif Z P(T = n) est convergente donc la série entiere Z P(T = n)z" converge normalement sur

[—1,1] : g est définie et continue sur le segment [—1, 1].

Par produit de Cauchy, nous obtenons :

+oo n
Vs €C, |s| <1, qgsg*(s) = Z (qZP(T =kP(T=n- k)) st

n=0 k=0
+oo n—1

= > <q S P(T=kP(T =n- k;)) s"*1 (car P(T = 0) = 0)
n=1 k=1

= io (qu(Tk 1)P(Tn+1k)> st
n=1 \ k=2
+oo n—1

= Z(q PT=kK-1) (Tzn—k))s"
1:2 k=2

= Z P(T =n)s"
n=2

= g(s)—-P(T=0-P(T=1)s

= g(s) —ps

Comme ¢ > 0, on en déduit que pour tout s € [—1,1] \ {0}, il existe e(s) € {—1,1} tel que :

 1+e(s)V1—4pgs?

2qs

9(s)

La fonction s — 1 — 4 pqs? ne s’annule pas sur |0, 1[ et € est continue sur ]0, 1[, puisque 1’on peut écrire :

2 -1

Vs €]0,1], e(s) = 24298) =L

vV1—4pgqgs?
Cette fonction est donc constante sur ]0,1[ et g admettant une limite en 0%, on a nécessairement £(s) = —1 pour tout
s €]0,1[. Un argument identique donne (s) = —1 pour tout s €] — 1,0[. En prolongeant par continuité en —1 et 1, nous

obtenons donc :
1—+/1—4pqs?
Vs e [—-1,1 0}, =
se [FL1\ {0}, gs) 5

On en déduit :

0 sip>1/2

1—-2p
1-p

2¢—1++/1-4 1—2p+2p—1
P(T = +00) =1 — g(1) = -2 W: p+2p—1] _

2(1 - p) sinon

La variable T est donc presque stirement finie si et seulement si p > 1/2.

Les formules usuelles de DSE donnent :

1 1 1—/1—4pgs® _ _*Z” <1/2> (—4pgs?)k 1 *f <1/2> (—1)kF1 (4 pg)k 21

2./pq 2,/Dq 2qs — k 2qs 2q k 2q

Vs €

k=1
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Par unicité du DSE, nous obtenons donc, apres les simplifications habituelles :

k+1 k
VkeN,P(T=2k)=0et P(T =2k+1) = (2:) pk+ql .

48)| a) On sait d’apres le cours que Lo(§2) est un sous-espace vectoriel (si X et Y possédent un moment d’ordre 2, XY
posséde une espérance et (X +Y)? = X2+2XY +Y? également). L’application (X,Y) — E(XY) est ensuite trivialement
une forme bilinéaire positive sur Lo (§2).

Notons I = {(p,q) € N?, 1 < p < ¢}. Pour (p,q) € I, nous avons :
p(epeq,epeq) = Elenel) = E(1) =1

donc les éléments de la famille étudiée sont “unitaires” pour ¢.

Pour (p, q), (p',q') éléments distincts de I, on a deux cas possibles :

e les entiers {p,q} N{p',¢'} = 0 : v(epeq, epey) = E(ep)E(eq)E(ep )E(eg) = 0 car €y, 64,6y, sont mutuellement
indépendantes et centrées;

e {p,q}N{p',¢'} est un singleton : quand par exemple p = p’, (epeq, epreq) = E(gqep) = 0 (et on a le méme résultat
dans les autres cas).
Soit X € Ly(€2). On a un paralleéle immédiat avec la notion de projection orthogonale : pour N € N*, nous pouvons poser
Y = Z p(epeqX)epeq €t nous avons :
1<p<q<N
P(X, X) =p(Y+X =Y, Y+X-Y) =Y, Y)+20(Y, X = Y) +p(X =Y, X-Y) = (Y, Y)+p(X =V, X =Y) > o(V,Y).
—_——

=0 >0

Comme ¢(Y,Y) = Z (cp(spqu))Q, nous obtenons :

1<p<q<N
VN =1, Z (@(Epqu)f < E(X?)
1<p<g<N
donc la famille est sommable.
b) Nous avons :

A= (ﬂ {|Sn|<MD

MeN \neN

donc par le théoréme de limite monotone, P <ﬂneN {|Sn| < M}) SYEIN P(A) > 0. Il existe M € N tel que B =
— 400
2

q

Mhen [|Sn| < M] soit de probabilité strictement positive. Pour 1 < p < ¢, posons X, ;, = Z ARk 1. Nous avons
k=p+1

Xpq= (S, — Sp)2 1 < 4M? 1p, donc E(X,,) < 4M?P(C).

Nous avons d’autre part :

q

q
E(X,,) = Z a? | E(1p) +2 Z a;a;E(g,c515) = P(B) Z ai +2 Z a;a;E(g;e51p).
1=p+1 p+1<i<j<q i=p+1 p+1<i<j<q

Appliquons ensuite 'inégalité de Cauchy-Schwarz a cette derniére somme :

Z aja;E(eig; 1) < Z a?a? Z (E(eig; 13))2

p+1<i<j<q p+1<i<j<q p+1<i<j<q
2 2
< > q ) (E(eigj 1B))
p+1<i<q p+1<i<j<+oo
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Comme la famille ((E (ei€51 B))Q) est sommable, on peut, pour n > 0 quelconque, choisir py tel que :
1<i<j

Y. (Bleg;1p)* <o
po+1<i<j<+oo
On a alors :
Z a;a;E(e;e; 1) < Z af.
po+1<i<j<q po+1<i<q

ce qui donne, pour tout g > pg :

K2

AMPP(C) > B(X,q) > (P(C)—20) 3 o

pot+1<i<q
En choisissant 7 € ]O, @ [, nous avons donc prouvé l'existence de pg tel que :
I AM2P(C)
2 27 2\
Vq > po, i:%]_al =P =2y
ce qui prouve la convergence de la série de terme général a2.
Pour a, = %, la famille (a2) n’est pas sommable, donc P(A) = 0 : ceci prouve que presque sfirement, la suite des
sommes partielles de la série de terme général En est non bornée, donc divergente. Autrement-dit, la série Z % est

vn =iV

presque siirement divergente.

Si X possede une variance, on a V(X1 + X3) = V(X1) + V(X2) = 2V(X) (car Xy et X, sont indépendantes) et
V(X1 + X5) =V(2X) =4V (X). On en déduit que V(X) =0 : X est presque slirement constante.

L’idée consiste & se ramener & une variable possédant un moment d’ordre 2; on pose Y = e X et on a :
e Y est & valeurs dans ]0, 1], donc elle possédent un moment d’ordre 2;
e BE(Y?) = E(e?X) = E(e-(X11X2)) = EB(e=X1)E(e=X2)) = E(Y)2.

On en déduit que V(Y) = E(Y?) — E(Y)? =0 : Y est presque slirement constante et X 'est également.

50)|a) Notons {z;, i € I} = X (w). Si I est fini, Px est de classe C°°, comme somme finie de fonctions C'*°, sur [0, +-00[.
Sinon, on peut supposer que I = N et ®x est définie et continue sur [0, +oo[, comme somme d’une série de fonctions
continues qui converge normalement, donc uniformément :

VA>0,VieN, 0<e M P(X =) <P(X =)
N————
T.G.S.C.

Montrons par récurrence la propriété
—+o0
P @ ®x est de classe C* sur |0, 00 et @g?) P A— Z(—l)kxfe_”"'P(X = ;).
=0
L’initialisation est faite, puisque ® est continue sur [0, +oo[. Soit k > 0 et supposons que Py est vraie. Nous pouvons alors
appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme :

e pour tout i € I, application u; : A+ (—x;)Fe " P(X = ;) est de classe C! sur |0, +o0[;

e la série de terme général u; converge simplement sur |0, +oo[ (d’aprés I'hypothése de récurrence) ;
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e la série de terme général u} converge normalement, donc uniformément, sur tout [a,b] contenu dans ]0, +o0] :
Vi €N, VA€ [a,b], [uf TN = 28 le M P(X = 2;) < aftle ™ P(X = 2;) < MP(X = ;)
—_———
T.G.S.C.

ott M est un majorant sur [0, +-o00[ de I'application ¢ — t*+1e~9 (cette fonction est bornée car elle est continue sur
[0, 4+o00[ et tend vers 0 en +00).

La propriété Py41 est donc vraie.

b) Soit Z une variable aléatoire de loi P(Aa). On a :

Yo e Qa)® _ P(Z < \x).

k!
0<k<Az

Si x < a, nous avons en utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev ;

P(Zg)\x):P(Z—/\ag—)\(a—x)> §P<|Z—E(Z)|2)\(a—x)> < - 0.

Si z > a, on adapte la preuve en passant a I’événement contraire :

P(Z>)\:v)—P<Z—)\a>)\(x—a)> §P<|Z—E(Z)|Z>\(x—a)> < = 0.

Cela donne bien le résultat demandé. On peut remarquer que ce résultat est trivialement valable pour a =0 : si z > 0,
on a alors

Z e—>\a ()‘a’)k -1 1

|
0<hrs k! A——4o0
ce qui servira dans la question c).
c¢) Pour appliquer la question b), on peut penser & poser, pour i € I :

(Az;)*
K

YA >0, v;(\) = Z e AT

0<k<Az

Comme 0 < v;(A) < 1, on peut ensuite sommer la famille (P(X = xi)vi(A)> , et poser :
iel

YA>0, F(\) = Y P(X =mz;)vi())
i€l
Y
= Y PX=gz) Y e Lz:)
i€l 0<k<Az ’
k
= Z ZP(X = ZL’i)eikx’ ()\it)
0<k<iw i€l
(=D)F A
0<k<Az

En fixant z €0, +oo] distincts de tous les x;, nous avons :

e pour tout i € I, P(X = z;)v;(\) —— P(X = x;) 1450, ;

A—4o00
e la série (ou la somme finie) de terme général, P(X = z;)v;(\) converge normalement sur [0, +oo[ puisque :

VA0, Viel, 0 <P(X =) vi(\) < P(X = 2:)p 5.0
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Nous pouvons donc appliquer le théoréme de la double limite :

_1\k )k
OsksAz . Ao el

en notant F'x la fonction de répartition de la variable X.

Comme la fonction de répartition Fx est continue & droite (par le théoréme de limite monotone), on en déduit que la
fonction F'x est entiérement déterminée par ®x (puisqu’elle est déterminée sur R\ {z;, i € I'} qui est dense dans R), puis
que la loi de X D'est également puisque Fx détermine la loi de X : pour tout z € R, P(X =) = Fx(z) — Fx(z7).

[61)]a) Pour k € [0,n], on a :

)
( dn—k
P(X,=k)= %Card({a € 6,, o a k points fixes}) = -

ou d; est le nombre de permutations sans point fixe d’un ensemble de cardinal i (nombre de dérangements). En effet, on
construit une et une seule fois chaque permutation & k& points fixes en choisissant les & points fixes et en dérangeant les
n — k autres éléments. On a :

ce qui donne :
Vn € N En lﬂ_l
’ P k' (n—k)!

+oo
En introduisant la série génératrice f(x) = Z —7:x" (qui est de rayon R > 1 car d,, < n!), on reconnait un produit de
n!

n=0

Cauchy :
+oo
Vr €] - R,R], e*f(x) = Zm"
n=0

Ceci prouve que R = 1, puis toujours par produit de Cauchy :

+oo +oo n (—l)k
Ve el —1,1], f(x):e_mz:x":z< x ) x".

n=0 n=0

Par identification, nous obtenons :

ce qui donne :

1
On obtient ensuite directement que pour tout k € N, P(X,, = k) tend vers—- quand n tend vers l'infini. On retrouve le
ek!
résultat classique : quand n tend vers I'infini, la probabilité quune permutation aléatoire de n éléments n’ait aucun point

fixe tend vers 1/e.

_ 1 (-1 1] 1 &1 &1 & (—nf 1 =g
DOnash =) g2 5 ote Lomtra| 2wt 2w
k=0 1=0 k=n-+1 k=0 i=n—k+1 k=n-+1
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+00 ;
1 —1) 1
Comme — décroit vers 0, le théoreme spécial des séries alternées donne Z ( - ) < pour tout k,n tels
1! A ! (n—k+1)!

que 0 < k < n. On en déduit :

n +oo n too =
1 1 n+1 1 1 ontl 1 1
0<4 E — > - > =< - D
; n—k:—i—l — kO n+1)!k_0< k >+ek_n+1k!(n+1)!+ek—n+1k!

donc §,, tend vers 0 quand n tend vers U'infini.

52)[a) Si X et Y sont indépendantes et suivent des lois de Poisson de paramétres A et u, on a :
Ve e [1,1], Gxiy () = Gx(2)Gy (z) = e e Heh® = ¢~ MmOtz

donc X + Y suit une loi de Poisson de parametre A + p. Par récurrence sur n, on en déduit que S, suit une loi de Poisson
de parametre nA.

Pour tout ¢ > 1, on peut écrire (S, > n(A+¢)) = (ts" > t”o‘“)) et la variable t%» est positive d’espérance finie, donc

I’inégalité de Markov donne :

Sn
P(S, >n(A+¢)) < igﬁ? - t—n()\-'rE)GSn (t) = 4=nOF8) g=nA(1=t) _ ,—n(A(1—t)+(A+e)Int)
La fonction ¢ : ¢t — A(1 — 1) + (A 4+ €)Int vérifie p(1) = 0 et ¢/(1) = € > 0 : on peut donc choisir t5 > 1 tel que
¢ = ¢(tg) > 0, ce qui donne le résultat demandé.
b) On utilise la méme méthode pour ¢t €]0,1[ : (S, <n(A—¢)) = (ts’”‘ > tn(A—s)) donne, toujours avec l'inégalité de
Markov : ( s )
E@™) o—t)+(0—e)nb)

Cette fois-ci, la fonction 9 : t —> A1 —t) 4+ (A —¢) Int vérifie 1)(1) = 0 et ¢'(1) = —e < 0 : on peut donc choisir ¢y €]0, 1]
tel que d = ¥(tp) > 0, ce qui permet de conclure.

S,
c¢) Nous allons démontrer que — converge presque stirement vers A (cas particulier de la loi forte des grands nombres),

S,
i.e. que ’événement A = (n tend vers )\) est de mesure 1. Nous avons :
n

weA<+=Vke N, JpecN*" Vn>np,

| =

donc

QU ()

k>1p>1n>p

Comme l'intersection sur k est décroissante, le théoreme de continuité monotone nous donne :

PA)=1 < VkeN', P Uﬂ(’S"T(L@—A‘g;) —1

p>1n>p
1
— A > = =0
Pour k € N*| nous avons, en utilisant les valeurs de ¢ et d des questions précédentes pour la valeur ¢ = 1/k :

120y <’S"7§w) —)\‘ >]1€> <ZP(

n>p

= VkeN', P ﬂU(S(“’)

p>1n>p

/\‘ 1) o S N —

k p—r—+oo
n=p
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puisque les séries géométriques, de raison e~¢, e~ ¢ €]0, 1[, sont convergentes. Le théoréme de continuité monotone prouve

done que
P ﬂU<‘S”7§w)A'>]1C) =0

p>1lnzp

ce qui acheve la preuve.

53)|a) Un simple dénombrement donne le tableau :

P(IN=1) |P(N=2) | P(N=3) | N=4) E(N)
1 1 3 1
" 2 2 SR
_3 1 1 1 11 14 1 n 1
"= 3 2 6 6 23
4 1 11 1 1 25 14 1 n 1
"= 1 24 1 24 || 127 T273
b) L’idée, c’est que X; = i quand le cycle de i ne contient aucun des éléments 1,2,...,7 — 1. Pour que les choses

apparaissent clairement, il faut compléter un peu le modéle proposé. Nous supposerons donc que Y{,Y5, ..., Y, sont des

variables aléatoires indépendantes telles que pour tout ¢, Y; suit la loi uniforme sur [1,4]. Notons I,, 'ensemble image de
la variable aléatoire (Y1,...,Y,) : I, est Pensemble des n-uplets d’entiers ¢ = (i1, 42, . .., i,) tels que

Vje[t,n]], 1<i; <j.

Nous allons ensuite construire une bijection f,, de I, sur &,, de la fagon suivante. Si ¢ = (41, 42,...,i,) € I, on construit
par récurrence (01,09,...,0,) € 61 X Gy X -+ X G, ol les o; seront décrites comme composées de cycles disjoints, et on
posera f(i) = o,. Regardons tout d’abord le cas particulier ¢ = (1,1,3,2,1,3,7,5) avec n = 8. On pose :

o1 =(1), o2 =(1,2), 03 =(1,2)(3), 04 = (1,2,4)(3), 05 = (1,5,2,4)(3),
o6 = (1,5,2,4)(3,6), o7 = (1,5,2,4)(3,6)(7) et o5 = (1,5,8,2,4)(3,6)(7)
Dans tous les cas, i1 =1 et o1 = (1) ; ensuite, si 1 < j < n et si g; a été construit, deux cas peuvent se produire :
e sii; = j, on “ajoute” & g; le cycle (j) (le nombre d’orbites augmente d’une unité) ;

e sinon, on place j juste apres ¢; dans le cycle qui contient i; et qui apparait dans la décomposition de o; en produit
de cycle (le nombre d’orbites est conservé).

On peut montrer par récurrence que les f,, sont bijectives de I, sur &,,
e c’est évident si n = 1, puisque f; est I'application qui & la suite (1) associe la permutation (1);

e soit n > 2 et supposons que f,_1 soit bijective. Si o € G,,, on peut la décomposer en produit de cycles disjoints ;
si 07(n) = n, on note 7 € &,,_1 la restriction de o a [1,n — 1] ; sinon, k = o~ 1(n) € [1,n — 1] et on définit alors
7€ S,_1 par:

o(i) sii#k

on) sii=k

Vie[Ln—1], 7(i) = {

Autrement-dit, 7 est obtenu en supprimant n dans la décomposition de o en produit de cycles disjoints. Les deux
cas précédents correspondent a ces deux exemples (pour n = 8) :

(175a2)(3777674)(8) — T:(1a572)(37776a4)
(1,5,2)(3,7,8,6)(4) — 71=1(1,5,2)(3,7,6)(4)

g
g
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Il existe alors, par hypothése de récurrence, une suite j = (i1,49,...,ip—1) € I,—1 telle que f,_1(j) = 7. On pose alors
i = (i1,...,in_1,0 (n)) et on a o = f(i), puisque o,,_; = 7, puis 0, = o par définition de 7. Ainsi, f,, est surjective,
donc bijective puisque I,, et &, sont tous deux de cardinal n!.

On peut ainsi définir la variable aléatoire Z' = f,(Y{,Ys,...,Y,), qui suit une loi uniforme sur &,,, puisque pour tout
o= fn(i),ona:
!/ / . / . . / . / . . ]. ]. ]. ].
P(Z =0)=P((Y{ =i1,Yy =to,...,. Y, =1,) =P((Y{ =i1) P(Yg =ia — ... P((YV,, = ip) = 155 et

On peut ensuite définir la variable aléatoire N’ égale au nombre de d’orbites de Z’ : N suit la méme loi que N’ car Z suit
la méme loi que Z’. Par construction, on a Z' = Card (i € [1,n], Y; =i). En notant :

1 1Y, =9
\fje[[l,n]],X'-—{ A

J 0 sinon

les variables X7,..., X, sont indépendantes, chaque X/ suit la loi uniforme sur [1,4] et N’ = X{ +---4 X/ . On en déduit
que N suit la méme loi que X] + -+ 4+ X/, qui est aussi la loi de X; + -+ + X,,. On en déduit :

1
E(N)=> E(X;)=>» - =H,.
54 )| Indication : montrer que pour tout a € N, E(R,) < a+ nP(X; > a).

Pour a € N, on a :

R, = Card ({X1,..., X} N[0,a]) + Card ({ X1, ..., X} N [a, +oo])

<a <Card{i€[l,n], X;>a}

d’ou :

E(R,) <a+ Xn:P(Xi >a)=a+nP(X; >a).

i=1
a) Pour € > 0, il existe a € N tel que P(X; > a) < e, ce qui donne :
0 < E(R,) <a+mne<2ne
pour n > ¢ ne. On a donc montré que E(R,) = o(n).
€

b) On va affiner ce résultat en améliorant un peu l'inégalité de Markov, pour a € N* :

+oo .
. J
P(X; > P(X < =P (X, =
1> a) E j)_;:aa (X1 E JP (X1 =)
1
On en déduit que P(X; > a) =0 () quand a tend vers +o0o. En choisissant a = |e4/n], on obtient :
a

E( n)_[a\fj—i—no( ev/n+o(y/(n) < 2ev/n

) S
lev/n]
pour n assez grand.

a) On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
E(X*)P(X > AE(X)) = E(X*)E(1xsipx))

E(X ,/ 1X>,\E(X))) i

1X>,\E(X)))2
) — E(X 1X</\E(X)))2
(1-NE(X))?

IV
—~

I
~ o~

(X
(X
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b) Supposons que P,, converge vers 0 en probabilité w, = H E(v/X;) = E(v/P,). On applique 'inégalité du a) a la
k=1

1
variable P, (qui admet bien un moment d’ordre 2) avec A = 3"

P (Vi Lewm) - i(H )

Si la suite (u,) ne convergeait pas vers 0, il existerait a > 0 et une extractrice ¢ tels que u,,) > a pour tout n € N. On

aurait donc :
a Upm)) o 1 2_a
V”ENvP(\/Psa<n)Z§)>P(\/ b(n) 2 )21(%(”)) EATR

ce qui est absurde car P (, [ Pony = %) tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Le sens réciproque s’obtient directement en appliquant I'inégalité de Markov a la variable aléatoire positive v/ P,.

56)| En notant T = inf {n > 1, X; +--- 4+ X,, = 0}, nous cherchons & calculer :
p=P(T = +o0) = 1 — P(T < +0)

En effet, si (Y,,)n>1 est la suite de variable indépendantes de loi B(1/2) qui modélise la suite de lancers de la piece (Pile = 1
et Face = 0), la suite (X,,)n>1 définie par :

2 siY,=1

Yn>1, X, =
-1 siY,=0

est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur {1, 2} et ’événement : on a obtenu deux fois
plus de Pile que de Face apres n tirages est exactement égal a I’événement X; + - - -4+ X,, = 0. “Le jeu ne se termine pas”
est donc exactement ’événement (T = +00).

On a ensuite :

1 1

En effet :

PT<+x|X1=2) = P@En>1, X1+--+X,=0/X;=2)

= P(En>22+Xo+ -+ X,| X1 =2)
= PEn>2 24+Xo+ - +X,)
= P2

PT<4c|X1=-1) = P(En>1, X1+---+X,=0|X; =-1)
= PEn>2 -1+Xo+ - +X,| X1 =-1)
= PEn>2 —-1+Xo+ -+ X,)
= P

car X est indépendant de (X,,)n>2 et (X,,)n>2 a la méme loi que (X,,)n>1.
Avec les mémes arguments, nous avons :

1 1

VnZL Pn = 2fn 1+2pn+2
DP—n = §p—n—1 + ip—n—&-Q
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La suite (pp)n>0 vérifie donc la récurrence :
Vn > 0, P43 — 2pn+1 +pn=0

donc il existe A, B,C € R tels que :

—-1\" "
i >0, anA—l—B(\/i ) +c<—\/52+ )

puisque le polynéme X3 —2X +1 = (X —1)(X?+ X — 1) a pour racines 1, a =

Vi-1 V541
2

et a = 5 . Comme pg =1
et (pn) est bornée,ona C =0et A=1— B (car 0 < a < 1 et @ < —1). Nous avons donc prouvé Uexistence de B € R tel
que :

V5 -1

Yn >0, p, =1— B+ Ba™ avec a = 5

Il manque une propriété de la suite (p,)n>0 pour calculer B. On peut peut-étre démontrer que p, tend vers 0 quand n
tend vers l'infini, ce qui imposera B = 1. Une autre méthode consiste a étudier ps. Pour que la marche aléatoire définie
par les X,, & partir de la valeur 2 repasse par 0, il faut déja qu’elle passe par la valeur 1; partant de 2, la probabilité
d’atteindre la valeur 1 est égale a p; ; une fois la valeur 1 atteinte, la probabilité d’atteindre 0 est égale a p;. On peut donc
deviner que py = p?. Pour faire cette preuve, nous allons introduire un nouveau temps d’arrét :

S=inf{neN, 24+ X;+---+ X, =1}

Nous avons :

“+oo
(GneN, 24+ X1+ +X,=0)=| [(S=ket In>1, 14+ Xpy1 4+ X4 =0)
k=1
donc
+o0o
pQZZP(SZk‘et dn > 1, 1+Xk+1—|—---+Xk+n=O)
k=1
On peut ensuite exprimer ’évéenement S = k en fonction des variables X1, Xo,..., X} :

(S=k)=0Q24+X1#1let ...et 24+ X1+ +Xp1#let24+ X1+ +Xp=1)

donc (S = k) est indépendant de (In > 1, 1+ Xg11 + -+ + Xgn = 0). On a donc :

P2 :iP(S:k) PEn>1, 1+ X1+ + Xjppy =0) = p1 +ZP(Szk) =p1P(S < +00) = pi
k=1 k=1
=p1
en utilisant que pour k > 1, (Xp4n)n>1 €t (X;)n>1 ont la méme loi.
On en déduit que (1 — B + Ba)? = 1 — B + Ba?, soit B(B — 1)(a —1)? =0, i.e. B=0ou B = 1. La valeur B = 0
donnerait p; = 0, ce qui est absurde car p; > P(X; = Xo = -1) = 1 On a donc B =1 et pp = ¥ pour tout & > 0. En

1++5

particulier, p» = o> =1 —a = 5

En notant (gx)k>0 = (P—k)k>0, DOUS avons :

g =1

RS SRS SR S

Q1*p—1*2pl 217—272]71 2(]2

Gn+3 = 2Qni2 — qn pour tout n > 0

Les racines de X3 — 2X2 + 1 sont égales a 1, —a et —a. Comme (g,,) est bornée et gy = 1, il existe une constante D telle
que
YneN, go=1—D+ D(—a)".
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La relation entre q; et ¢o donne ensuite
1 1 9
1—D—Da:§a+§ (1—D+Da )

11—« 3—5

dou D = = . On en déduit que p_; =1 — D — Da = 3 — +/5, puis :
2 ta 348 que p_; p
1 1 3v6—5
=1l—=py—=p_1 = —— ~0,427
p 2172 2;01 1 )

a) Cette série est téléscopique ... on peut trouver une suite (rx)r>0 telle que

k.nk—l
Yk > 1, m:@c—l—ﬂﬁk

1

avec x, — 0 et xg = —. On peut chercher zj sous la forme yik, puisque (n + k)! est le dénominateur commun
k=400 n! (n+k)!

des k premiers termes de la séries. La suite (y) est donc définie par :

yo=1etVk>1, kn* 1 = (n +E)yr_1 — ux

k
n
On obtient yg =, y1 = n, yo = n? puis par récurrence évidente i, = n*. On a donc, en posant x; = m :
n !
1 i knk—1 1 nk 1
, —— =)~ =— — T ———— —
- — (n+k)! 0K T (n+k)! K-+ nl
nk
(on peut par exemple dire que m tend vers 0 quand k tend vers I'infini car c’est un terme général de série convergente,
n !

grace au critére de d’Alembert).

b) La somme de deux variables aléatoires X et Y indépendantes qui suivent des lois de Poisson de parameétre A et p suit
une loi de Poisson de parametre A + p, comme on le voit en calculant les fonctions génératrices :

Vt € [-1,1], Gxiy(t) = Gx(t)Gy(t) = e el = Tt

et en se souvenant que la fonction génératrice d’une v.a. a valeurs dans N caractérise la loi de la variable. Par récurrence
(et avec le lemme des coalitions : X, et X; 4 ---+ X,,—1 sont indépendantes), on en déduit que S,, suit une loi de Poisson
de parametre n.

T, prend donc les valeurs t = , pour k entier relatif supérieur ou égal & —n

L
N
n+k

> —n, P(T,, = =P = = "
Vk > —n, P(T, = t) (Sh=n+k)=e R

Ainsi, la fonction f,, : x — P(T,, > x) est en escalier ; en se restreignant au domaine x > 0 :

iy too n+i
j : n
i=k+1 =k+1 not

On peut donc écrire :

+o0 tr41 too n+i e too +oo i
f, e d9”—2/ ol da = (s = 1) (Z ] >=n (Z <+>>

k=0 i=k+1
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en convenant qu’en cas de divergence de U'intégrale (et donc de la série), on aura écrit +oo = 400 (la fonction f, est
n+i

positive et la série est & termes positifs). La famille | ————
(n+1)!

) étant positive, on peut échanger les deux sommes :
0<k<1

+o0 e~ +oo fi-1 pnti e~ npntl +°°' ni—1 nam 1
/0 falz)do = Z<Z (n+1)! ) Vn ZZ(nJri)!:\/ﬁ(g) n!

=1 \k=0 i=1

58)[a) Supposons que pour tout k, P(X,, = k) converge vers P(X = k) quand n tend vers +oco. Pour z € [0, 1], la série

“+o0
x) = E P(X, =
k=0
converge normalement, donc uniformément, par rapport a n car :

Vn eN, Vk € N,

P(X, = k)a"| < 2"

et > ;02" est convergente. Nous pouvons donc appliquer le théoréme de la double limite : Gx,, (z) converge vers Gx (z)
quand n tend vers +oo. Comme la convergence est évidente quand x = 1, nous avons montré que Gx, convergeait
simplement vers Gx sur [0, 1].

b) Pour simplifier la rédaction, nous pouvons supposer que kg = 0. Il existe une extractrice ¢ telle que :

Tpo(n) (0) —_ A

La suite (2,,(n)(1))n>0 est bornée : il existe donc une extractive ¢ et un réel A; tels que :

oo(er(m) (1) == A
Par récurrence immédiate, on peut ainsi construire une famille d’extractives (g )r>0 et une famille de réels (Ag)g>0 telles
que :
)\0 = et Vk > 0, Lpgo---0pk(n) (]f) m} )\k
Définissons alors ¢ : n+—— @go--- o p,(n). L’application ¢ est bien strictement croissante et pour k € N, (an)(k:))nzk
est une sous-suite de la suite (xwoo_.wk(n)(k))nzk. Comme cette suite converge vers Ay quand n tend vers 400, il en est
de méme pour (2y(p)(K))n>k-

c¢) Supposons que Gx, converge simplement vers Gx sur [0,1] et fixons kg € N; la suite (P(X,, = kg)),,~, est bornée :
nous allons montrer que P(X = ko) est son unique valeur d’adhérence, ce qui prouvera le résultat attendu. Soit donc A
une valeur d’adhérence de (P(X,, = kg)),,~o- On peut appliquer la question b) en posant z, (k) = P(X,, = k); il existe
une extractive ¢ et une famille (\g) telles que :

Ak, = A et Yk >0, P(ch(n) =k) ——— X\

n—4oo

Pour z € [0, 1], la série Gx oln ) Z P(X )xk converge normalement par rapport a n. On peut donc échanger

+o0 +°°

Z et hr_irrl ce qui donne Gx (x Z MpzF. Ceci étant vrai pour tout « € [0, 1[, P'unicité du DSE donne A\, = P(X = k)
n—

k=0 k=0

pour tout k. En particulier, Ay, = P(X = ko), ce qui achéve la preuve.
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