Algébre bilinéaire : énoncés

Exercices CCP
Soit Sy, (R) I'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n. Pour A € M, (R) fixée, calculer :

o = inf Z (aij — mij)2

MeSn(R) 1<i,5<n

Calculer de deux fagons différentes le minimum de f dans les deux cas suivants :

Va,b € R, f(a,b)z/ (sint — at — bt)” dt
0

+oo
Ya,b,c € R, f(a,b,c) :/ e (3 —at® — bt —c)? dt
0

Soit F un espace préhilbertien. Montrer I'inégalité :
Va,y € B, 1+ ||z +yl* < 2(1+ ||2[]*) (1 + [ly]1*)

1
Soit F = R3[X] et VP,Q € E, ¢(P,Q) = / P(t) Q(t) dt. Montrer que ¢ est un produit scalaire et déterminer une
-1
base orthonormale de FE.

Soit E = C([0,1],R). Montrer qu’il n’existe pas de structure préhilbertienne sur E dont la norme soit celle de la
convergence uniforme (on pensera a 'identité du parallélogramme).

1
Calculer m = inf {/ t*(Int — at — b)*dt, a,b € R}.
0

Soit F = R3 muni de sa structure euclidienne canonique et P le plan d’équation 2z 4+ y + 2z = 0. Ecrire les matrices
des projections orthogonales sur P+ et P et des symétries orthogonales par rapport & Pt et P.

Montrer que O(n) est un compact de M, (R).

Soit F euclidien de dimension n et u une bijection de E sur E. On suppose que u(0) = 0 et que u est une isométrie,
ie. que |lu(z) — u(y)|| = ||z — y|| pour tous z,y € E.

a) Montrer que pour tous z,y € E, image par u du segment [z, y] est le segment [u(x), u(y)].
b) Montrer que pour tous z,y € E, 'image du milieu de [z, y] est le milieu de [u(z), u(y)].

¢) Montrer que tous z,y € E, u(z +y) = u(z) + u(y).

d) Montrer que u € O(E).

110)| Appliquer la méthode de Gauss a la forme bilinéaire symétrique associée a la matrice :

1 1 0
S=(1 -1 -1
0 -1 1

Montrcr que ¢ : (2,y) — 221Yy1 —T1Y2—T2y1+T2y2 est un produit scalaire sur R? et construire une base orthonormale
pour .



Exercices Mines-Centrale: espaces préhilbertiens

12)[ Soit E un espace préhilbertien et (eq,...,e,) une famille de vecteurs unitaires de E telle que :
n
Vo e B, ||z)* =D (ei]x)?

i=1

Montrer que (e, ..., e,) est une base orthonormale de E.

113)| Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique sur R™ définie par :
VXY €R", o(X,Y) = (2192 + 22y1) + (22y3 + T3y2) + - + (Tny1 + 21Yn).

Construire une base dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale.

14)[ Soit ¢ la forme bilinéaire symétrique de R qui a pour matrice S = dans la base canonique.

o=
N O =
— N

a) Montrer qu’il existe un plan Py de R? sur lequel ¢ induit un produit scalaire.

b) Montrer que si P est un plan vectoriel sur lequel ¢ induit un produit scalaire, il existe un vecteur v de R3 tel que :

o(v,v) =—1 et P ={ucR?p(uv)=0}

c¢) Réciproquement, soit v € R? tel que p(v,v) = —1. Montrer que P = {u € R3, ¢(u,v) = 0} est un plan sur lequel ¢
induit un produit scalaire.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur un espace réel £ de dimension finie n. On note S = (s;), ., j<n Sa matrice
dans une base B = (e;)1<i<n de E. Montrer que ¢ est un produit scalaire si et seulement si :

S1,1 S1,2 ... Slk

S2,1 S22 ... S2k
Vke{l,....n}, Ap =] . i . |>0

Sk,1 Sk2 -+ Skk

116)| Théoréme de projection

Soit E un espace préhilbertien. On suppose que E est complet, c’est-a-dire qu’une suite (z,)nen € EN converge si et
seulement si :

Ve >0, dng € N, Vp,q € N, = |lzp — x4l < e

a) Soit F' une partie convexe, fermée et non vide de E. Montrer qu'il existe un unique « € F' tel que ||z| = inf,cr ||y||.

b) Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de E. Montrer que pour tout « € E, la distance de = & F est atteinte en
un unique point y de F. En déduire que F et F- sont supplémentaires.

1
Soit E = C([0,1],R) muni du produit scalaire : (f|g) = / f(®)g(t)dt. On donne ¢ €]0,1] et on note « la forme
0

neéaire sur F :

f»—>/ocf(t)dt.



Vérifier que « est continue, que H = Ker a est un hyperplan fermé et que H- = {0}.

Soit (E, | ||) un espace vectoriel normé.
a) On suppose que || || vérifie I'identité du parallélogramme :

Va,y € B, |l +yl* + |z — ylI* = 2(|=[I* + ly]I*)
et on définit 'application symétrique ¢ : E? — R par :

2 2
P R e

4
Démontrer successivement :
(i) pour tous z,y € E, ¢(2z,y) = 2¢(x,y) ;
(ii) pour tous z, 2’ y € E, p(z + ', y) = o(x,y) + o(2',y) ;
(iii) pour tous z,y € E et pour tout a € R, p(az,y) = ap(x,y).
En déduire que ¢ est un produit scalaire associé & la norme || || (on dit que || || est une norme préhilbertienne).
b) Montrer que || || est une norme préhilbertienne si et seulement si l'intersection de la sphére unité avec tout plan est une

ellipse.
Soit E un espace préhilbertien, (u;)1<i<p une famile de vecteurs de E et C' € R tels que :
»

D e
i=1

V(é‘i)lgigp € {71, 1};;7 <C

p
Montrer que Z |ui||? < C2.
i=1

20)[ On note ¢5 'ensemble des suites réelles de carrés sommables :

by = {(x(n))neN e RN, Z x(n)? converge}.
n>0
a) Montrer que f5 est un sous-espace vectoriel de RN et que I’application

+oo
o (y) —<azy>= an)yn)

n=0
est un produit scalaire sur £3. On note || ||2 la norme associée a .

b) Montrer que ¢5 est un espace complet, c’est-a-dire que si une suite (xg)gen d’élément de fo vérifie :
Ve>0, 3k. €N, Vp,q > ke, ||zp —24ll2 <€

alors la suite (xy)gen converge dans £s.



Exercices Mines-Centrale: espaces euclidiens

21)| On se place dans R™ muni de sa structure euclidienne canonique et on note (e;) sa base canonique. Soit V un

sous-espace de R™ de dimension k. On pose a(V) = max (es, V).
<i<n

a) Montrer que Z d*(e;, V) =n —k.

i=1

In—k
b) Montrer que a(V) > et qu’il y a égalité si et seulement si les e; sont équidistants de V.
n

n—=k

c¢) On suppose que V est stable par 7 : (z1,...,2,) — (22, ...,Z,,21). Montrer que a(V) =
n

d) Montrer que pour tout k € {0,1,...,n}, il existe un sous-espace vectoriel de dimension k vérifiant les conditions du c).

22)| Résolution d’un systéme au sens des moindres carrés

Soit A € M, 4(R) et B € RP. Dans le cas ol le systéme AX = B n’a pas de solution, on s’intéresse aux vecteurs X, € R?
qui minimisent ||[AXy — B2 : un tel X, sera appelé solution de AX = B au sens des moindres carrés et nous noterons &
I’ensemble de ces « solutions ».

a) Montrer que S est non vide et caractériser S.

b) Montrer qu’il existe une matrice A’ et un vecteur B’ tel que X € § <= A’X = B’. Dans quel cas S est-il un singleton ?

1 1 1
c¢) Calculer les solutions au sens des moindres carrés du systeme | 3 2| X =1
-1 1 1
Soit E un espace vectoriel euclidien. On définit 'application Z sur E \ {0} par Z(z) = ﬁ
x

|l — yli
]l > [yl

b) Soient 71,72 deux arcs de classe C! réguliers, définis sur un voisinage de 0, & valeurs dans E \ {0}. On suppose que

a) Montrer que Z est une involution de classe C. Vérifier que || Z(x) — Z(y)|| = pour tous z,y non nuls.
71(0) = 72(0). Montrer que les arcs §; = Z o ; sont de classe C! et réguliers et que (6(0),385(0)) = (71(0),75(0)).
On rappelle que dans un espace euclidien, ’angle de deux vecteurs non nuls u et v est défini par son cosinus.
¢) Déterminer I'image par Z :

e d’un hyperplan affine ne passant pas par 0.

e d’une spheére passant par 0.

e d’une spheére ne passant pas par 0.

24)| O(F) est engendré par les réflexions

Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. Pour f € O(E), nous noterons F'y I’ensemble des points fixes de f :

Fy={z € E, f(z) =a} = Ker(f — Id).

a) Soit f € O(E) \ {Id} et z € E'\ Fy. Montrer que H = {y € E, d(z,y) = d(y, f(z))} est un hyperplan vectoriel de E,
appelé hyperplan médiateur du segment [z, f(z)]. Si r désigne la réflexion d’hyperplan H, montrer que F est strictement
contenu dans Frof.

b) Montrer que tout élément de O(FE) est le produit d’au plus n réflexions.



¢) Donner une autre démonstration, en utilisant que pour f € O(E), il existe une base orthonormale de E dans laquelle
la matrice de f est de la forme :

I, 0 0 .. 0
0 -1, 0 :
Ry

: . . 0
0 ... ... 0 Ry

cosf —sinf
avec p,q, k € N et 61,0,,...,0; réels non congrus & 0 modulo 7, en notant Ry = .
sinf  cosf

25)| SO(E) est engendré par les demi-tours

Soit E un espace euclidien de dimension n > 3 et f € SO(F). En utilisant une base orthonormale dans laquelle la matrice
de f est de la forme

I, 0 o ... O

0 —I, 0 :

. R,

: . . 0

0 ... ... 0 Ry
cosf —sinf

avec p,q,k € Net 01,05, ...,0; réels non congrus a 0 modulo 7 et en notant Ry = , montrer que f est la

sinf  cosf

composée de demi-tours, i.e. de symétries orthogonales par rapport a des sous-espaces de codimension 2.

Exercices Mines-Centrale: matrices et endomorphismes symétriques

On note S;7*(R) lensemble des matrices réelles symétriques définies positives de taille n.

1
a) Soit A = (a;j) € S;7*(R). Montrer que (det A)% < —trA.

n
Montrer que pour tout n-uplet (y1,...,v,) de réels non nuls, (v;v;aij)1<ij<n € S;*(R). En déduire que det A < [T, ai;.
b) Soient A, B € S;*(R). En utilisant f : ¢t — In(1+e¢!) et les formes 94 : (X,Y) — X' AY et pp: (X,Y) — X' BY,

montrer : . . .
(det A)™ + (det B)™ < (det(A+ B))™ .

Quand a-t-on égalité ?

c) Soient A, B € S;*(R). Montrer que l'application ¢ : (X,Y) — X' A~Y est un produit scalaire sur R" et que
I’endomorphisme f: X —— ABX est symétrique pour ce produit scalaire. En déduire :

1
(det AB)" < —trAB.
n
Quand a-t-on égalité?

27)| Soit u un endomorphisme symétrique défini positif d’un espace euclidien E. Calculer :

n (u(z)-z) (v (z)- z)

mi
l=ll=1

Un ordre sur S, (R)



a) Montrer que la relation (A < B <= B — A € S;/(R)) est un ordre sur S,,(R).
b) Montrer que toute suite croissante et majorée de S, (R) est convergente.

c) Soit A € S;7*(R) et Y € R™. Montrer que l'application J4y : X — X" AX +2Y" X atteint un minimum que I'on
calculera.

En déduire que I'application A — A~! est décroissante sur S;F*(R).

(Centrale) Soit A = (a;,j)1<i,j<n € Sn(R), de valeurs propres A1,..., A,.

a) Montrer que si f: I — R est convexe, ou I est un intervalle contenant tous les \;, alors :

n

Vie{l,...,n}, aii€let Y flaii) <> F(N).
=1

i=1

b) En déduire que si A € S;F(R), det(4) < Hai,i-
i=1

30)[Soit E un espace euclidien de dimension n et f € S(E). On note A\; < --- < A, les valeurs propres de f et (e1,...,e,)
une base orthonormale de vecteurs propres associée :

Vk € [[1,71]], f({:‘k) = A\ €k.

a) Soient k € [1,n — 1] et (e1,...,er) une famille orthonormale de E. Montrer qu’il existe un vecteur unitaire y dans
{er,...,extt tel que (f(y)|y) < Apr1-

b) En déduire que si (eq,...,ex) est une famille orthonormale de E, alors :

o sik=n, Z(f(ei),ei> = Z/\ié

k

k
e sike[l,n—1], Z(f(ei)7ei> > Z)‘i'
i=1

i=1

c) Soit M = de valeurs propres A1 < Ay < A3 < \y4. Proposer des majorants pour A, A1 + Az, A1 +Aa+ As

e e
[0 ol B NORN
O w
_ O 0

(Centrale 2017) Soit E un espace euclidien et f,g € ST(FE).
a) Montrer que pour tout € E, g(z) =0 < < z, f(z) >=0.
b) Montrer que Ker(f o g) @ Im(fog)=E.

¢) On pose F' =1Im f, fi = fijr et h = (f o g)|p. Montrer que ¢ : (2,y) — < frl(x),y > est un produit scalaire sur F
et en déduire que h est diagonalisable.

d) Montrer que f o g est diagonalisable.
32)[ Soit A € A, (R). Montrer que Ker(A) et Im(A) sont supplémentaires, puis que A est de rang pair.

33)| Soit E un espace euclidien de dimension n > 1. On dit que f € L(E) est un endomorphisme antisymétrique si :
Vo,y € B, (f(x)y) =—(x[f(y))-

On note A(FE) 'ensemble des endomorphismes antisymétriques de E.

a) Montrer que pour f € L(FE), les propriétés suivantes sont équivalentes :



(i) feAE);
(ii) pour toute base orthonormale B de E, Mat(f, B) € A,(R).

(iii) il existe une base orthonormale B de E telle que Mat(f, B) € A, (R).

b) Montrer que A(E) est un sous-espace vectoriel de £(E) et que A(E) & S(E) = L(E).

¢) Pour f € £(E), on note f* le symétrique de f par rapport 4 S(E) parallelement a A(E). Démontrer :
e Va,ye E, (f(2)|y)=(z|f"(¥));
o Ker(f*) = (Im(f))" et Im(f*) = (Kex(f))";
o rg(f*) =rg(f).

d) Soit f € A(F). Montrer successivement :
e si F' est un sous-espace vectoriel de E stable par f, F* est également stable par f;
e si f posséde une valeur propre réelle, cette valeur propre est nulle et f possede une droite stable;
e si f ne posséde pas de valeur propre réelle, f posséde un plan stable (on pourra remarquer que f2 € S(E)).
En déduire qu’il existe une base orthonormale de F dans laquelle la matrice de f est diagonale par bloc, de la forme Code :

Tout sélectionner
0 a7

— Q] 0

— 0

avec k >0, aq,...,q, € R,

Exercices X-ENS

34)| (X) Soit E un espace euclidien. Pour ¢ € O(E), on note M(p) =Im (¢ — Idg) et F(p) = Ker (¢ — Idg). Si u est un

vecteur non nul de E, s, désigne la symétrie orthogonale par rapport a 'hyperplan u*.

a) Soit ¢ € O(E). Montrer que M () et F(p) sont supplémentaires orthogonaux.
b) Si (uq,...,ux) est libre, montrer que M(s,, ©--- 0 s,,) = Vect (uy, ..., ug).

¢) Soit 1 = (uq, ..., u) une famille libre de E et F5 = (vy, . .., vg) une famille telle que M (s, 0- - -08,, ) = M(8y, 0 - 08y, ).
Montrer que si Fy est libre.

35)| Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n. Le produit scalaire de deux éléments z et y de F est noté (x|y).
Pour tout f € S(E), on note A1 (f), A2(f), .-, An(f) les valeurs propres décroissantes de f.

Pour ¢ € [1,n], on note V,(E) ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension q.



a) Pour f € S(E), on définit :

. Uta)12))

min max -——r>—
FeV,(E) (zeF\{O} ||| ]2

WM)

mq(f) = pg\l;%z(E) (zer;“l{?o} ||[|?

Exprimer les M,(f) et mq(f) en fonction des A;(f).

Vq e [1,n],

On pourra fixer une base orthonormale (e;) de E telle que f(e;) = X;(f)e; pour tout 4, et considérer les espaces
Vect(er, €2,...,en—pt1) €t Vect(ep, €pti1,...,€n).

b) Théoréme d’entrelacement de Cauchy

Soit f € S(F) et H un hyperplan de E. On note p la projection orthogonale sur H et g la restriction de po f & H. Montrer
que g € S(H) et que
A (f) = A(g) = Aa(f) 2 A2lg) 2 -+ 2 Anca(g) = An(f)
¢) Théoréme de perturbation de Weyl
Soit f,g € S(E). Montrer que |A;(f) — A;(9)| < ||f — gl| pour tout ¢ € [1,n].

36)| (ENS 2017) Soient E un espace vectoriel réel de dimension fini et ¢, 1 deux produits scalaires sur E.
a) Montrer qu’il existe une base B de E qui est orthonormale pour ¢ et orthogonale pour .

b) Etudier le groupe O(p) N O(1)).

a) Soient 4, B € S;7T(R). Montrer que AB est diagonalisable & spectre inclus dans RT*.
b) Soient A, B,C € S§; 1 (R) telles que ABC est symétrique. Montrer que ABC € S/ (R).



Algébre bilinéaire : corrigés

Exercices CCP

On munit M,,(R) du produit scalaire canonique :
VM,N € Mu(R), <M ,N>= Y min;=Tr(M N).
1<i,j<n

Nous devons donc calculer la borne inférieure de ||A — M||* pour M décrivant S,,(R). On montre facilement que S, (R) et

A, (R) sont orthogonaux : comme ils sont supplémentaires, S,,(R)+ = A,(R). Le projeté orthogonal de A sur S, (R) est

donc S = 3 (A + AT) et la borne inférieure cherchée a est atteint en ce point (et uniquement en celui-ci), avec :

2_ Qi,j — aj, ?
-2 ()

1<ij<n

1
a=lla- 5P = |3 a-an

Dans les deux cas, la fonction f calcule la distance euclidienne d’un élément fixé a un élément qui décrit un espace
vectoriel de dimension finie :

ler cas : E = C([0,7],R) muni du produit scalaire

(Fl9)= [ fogo
0
On pose f: t—>sint et F = Vect(g,h) avec g: t—>teth: t— 2 Ona:
V(G,, b) € RQa f(avb) = ||f —ag— bh||2
et f atteint un minimum m quand ag + bh est le projeté orthogonal de f sur F'. On a trois méthodes de calcul :

e on calcule une base orthogonale (g1, h1) de F et on utilise les formules de cours pour calculer le projeté orthogonal

p(f):

g1 =9, h1=h—Mg1: tl—>t2—§7rt
(g1191) 4
{(flg1) (flh1) 12(20 — 72) . 20(x2 — 16) ,
= + hi: t— t+ t
2(f) (91 |91>g1 (hi|hi) ! 4 )

’ 5 275

12(20 — 72) 20(x2 —16)\  «® — 167 + 32072 — 2560
m=f 1 =
™ 7r
On peut également tracer les graphes des fonctions f (en bleu) et p(f) (en rouge) : || f — p(f)||2 =~ 0,04 :

0,8 +




e On peut faire le calcul sans passer par une base orthogonale : le projeté p(f) s’écrit ag + bh ou a et b sont les seuls
réels tels que (f —ag—ah|g) =(f —ag—ah|h) = 0. Ceci conduit a résoudre le systéme :

7'('3 +ﬂ-4b*
3 a 4 =T
7T4 7T5

2
—a+—b=n"—4
1 5b

12(20 — 72)
4

20(w2 — 16)

et b=
s

et on retrouve les valeurs a =

™

e On peut enfin utiliser la différentiabilité de f : en le point a f atteint son minimum, la différentielle de f s’annule.

Comme 3 4 s i
fla,b) = gaz—i—?ab—&—gbz —27%b—27ma+ 3
on obtient le systéme
? a+ %4 b=2m
7t 270

7&771):27(278

et on conclut comme précédemment.

2¢me cas : E = {f € C([0,+0o[,R), t — f(t)?e~" est sommable sur [0, —|—oo[} muni du produit scalaire

—+oo
(Floy= [ ratve
0
E contient les fonctions polynomiales; on pose f: t+—— t3 et F = Vect(go, g1,92) avec g; : t — ti.
Les méthodes vues précédemment donnent :

e base orthogonale de F' :
ho:t——1, hy: t—t—1et hy: t—st2 — 4t +2

e projeté orthogonal de f sur F :
p(f): t— 9t* — 18t + 6

e expression de f(a,b,c) :
f(a,b,c) = a® 4 2ab + 4ac + 2b* + 12bc + 24¢* — 12a — 48b — 240c + 720

e minimum atteint pour :

CLO:G7 bo = 718, Co =0.

valeur du minimum et distance de f a F :

f(ao,bo,co) = ||f = p(f)II3 = 36 et d(f,F) = |lf — p(f)] = 6.

Calculons la différence entre les deux expressions et appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

L+l @+ Nlyl?) = @+l +yl?) Lot [l + [yl + 2l 1 lyll* — 2 (= y)

> 1 [l + Iyl + 2021yl = 20 flyll
> lal® + lyl? = 2l Iy

= (l=ll = lly)®

> 0



¢ est clairement une forme bilinéaire symétrique et si P € E avec ¢(P,P) = 0, P(¢t) = 0 pour tout ¢ € [-1,1] (la
fonction ¢ — P?(t) est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 1], donc P = 0 car P posséde une infinité de racines.

On peut appliquer la méthode de Gram-Schmidt (on note || || la norme associée & ¢), en remarquant que si P est pair et
Q impair, o(P,Q) =0 :

2
| X2 = 2 donc on pose Lo = V2 ;
2

Y

2
e onpose P, =X —p(X,Lg)=X;ona ||P? = 3 | on pose L, = ?X

1 8 10
e onpose Po = X% — (X% Lo) Lo = X? — ziona | P:|* = 15 | on pose Ly = g(?)X2 —1);

V14

3
e on pose Py = X3 — (X3, L)1 = X3 — gX; ona |Ps|* = : on pose L3 = e (5X3 - 3X).

175
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La famille ( 5 5 X, - (3X2 - 1), e (5X3 — 3X)> est une base orthonormale de E.

La norme || || ne vérifie pas I'identité du parallélogramme puisqu’avec f: ¢t — 1 et g : ¢t — ¢, nous avons :

2(1f1% + llgll3e) =4 # 5= 1f + gl + If — allZ

Il n’existe donc pas de produit scalaire sur E associé a la norme de la convergence uniforme.
[6)] On travaille dans I'espace E = {f : ]0,1] — R, fest de carré sommable sur ]0,1]}, muni du produit scalaire :

1
Vfg€E, < flg>= / f(D)g(t) dt.

En notant F l’espace engendré par les fonctions t — ¢ et t — t? et f : ¢t — tInt, nous cherchons & calculer le carré de
la distance de f a F :

1
fUJﬁ:mHﬁUngGF%ﬂM{/(HM—ﬂﬂ—Mf&,mbeR}:m
0

Cette borne inférieure est un minimum, atteint quand ¢ — at® + bt est le projeté orthogonal de f que F. Nous devons
donc calculer la solution du systéme :

/l(f(t) —at? —at)t*dt = 0
0

t/%f@)—aﬂ——mﬁdtzo
0

Un peu de calcul nous donne le systeme :

1 1

z Zp=_=

a—+ 9

1
- S
“ty 16

. . 5 1 .
puis la solution (ag, by) = 37 ) soit pour conclure :

1

1
= tInt — aot® —bot)? dt = —
m /0( nt—ag ot) 132
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Si 'on connait les déterminants de Gram :

G(x1,. .. wn) = det(< i |75 >)1<ij<n

on peut aussi noter ey : t+——>t, e5: t—> t2 et :
1/3 1/4 -1/9

1/4  1/5 —1/16

o _ Gle,eo, f) |-1/9 —1/16 2/27| 1
m_deF'ﬂ%&)_ 1/3 1/4 T 432
1/4 1/5

Notons pg (resp. sp) la projection (resp. la symétrie) orthogonale sur (resp. par rapport & ) un sous-espace F. On
rappelle que sp = 2pp — Id.

2

T
P est la droite engendrée par le vecteur € = | 1| , donc le projeté d'un vecteur X = | y | sur cette droite est :
2 z

< X|e>  2m4yt2e (2) 1 (TAds

ppL(X) = 5 €= 9 1] = 2z +y + 2z
lefl 2 dx + 2y + 4z
Nous avons donc :
1 4 2 4
Mat(ppr, BC) = 9 21 2]=A4A
4 2 4
1 5 -2 —4
Mat(pp7BC) :IS—A: 9 -2 8 —2
—4 -2 5
1 -1 4 8
Mat(spr, BC) =24 — I3 = g 4 -7 4
8 4 -1
1 1 -4 -8
Mat(sp, BC) = I3 —2A = 3 -4 7 -4
-8 -4 1

Comme M,,(R) est un espace vectoriel de dimension finie, on peut le munir d’'une norme quelconque (on pose par
exemple ||A|| = maxi<; j<n |a; ;| pour tout A € M,,(R)) et il suffit de montrer que O,,(R) est une partie fermée et bornée :

e si A€ O,(R), on a Z a?’j =1 pour tout i € [1,n], donc ||A|| <1 : O,(R) est une partie bornée.
1<j<n

e l'application f : A — AT A est continue sur M., (R) (la transposition est continue car linéaire et le produit matriciel

est continu car bilinéaire) et O, (R) est une partie fermée, comme image réciproque du fermé {I,,} par 'application
continue f.

[9)] a) Nous avons : Va,b,c € E, c € [a,b] <= d(a,b) = d(a,c) + d'(c,b) (cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire).
Fixons z,y € F et posons ' = u(z) et ¢y = u(y). Nous avons :

12



o sizé€lx,yl d@,y) =d(x,y) = d(z,2) +d(z,y) = d(z’, u(z)) + d(u(2),y'), donc u(z) € [/, y'].

e soit 2/ € [2/,y] et 2 = u”1(2’). On a de méme d(z,y) = d(z',y') = d(2/,2') + d(2',y') = d(z,2) + d(z,y), donc
z € [z,y] et 2/ = u(z) € u([z,y])-

ce qui prouve que u([z,y]) = [u(z), u(y)].
+y

b) Soient z,y € E. Avec m = i ,on au(m) € [u(z),u(y)] et dlu(z),u(m)) = d(z,m) = d(y,m) = d(u(y), u(m)), donc

u(m) est le milieu de [u(x), u(y)].

x
¢) Soient z,y € E. Comme m = ty est le milieu de 0 et de = + y, nous avons :

= WO Fulr ) (e +y)
2 2

d’ott u(z +y) = u(x) + u(y).

d) Il reste & montrer que u(yx) = vx pour tous v € R et © € E. Soit ¢ € E et notons I' = {y € R, u(yz) = yz}.
L’application u est continue (c’est une isométrie, donc elle est 1-lipschitzienne) donc I' est une partie fermée de R (image
réciproque du fermé {0} par 'application continue v — u(yx) — yz). Nous avons ensuite :

e0cletlel;

e par récurrence (grace a I'additivité de u), N C T';

: - —nz) + \
e pour tout entier n > 0, O%—Fm, donc 0 = u(0) = w, d’ott u(—nz) = —u(nz) = —nx : Z est
contenu dans I';
. + .
e siv, el u= n 5 02 € I', puisque :

= pu(z).

w(pz) = u <71$ -QF ’sz> _ u(y17) —; u(y2x) _ yu(z) _QPYQU(QC)

Comme IT" contient Z, il contient %Z, puis, par récurrence sur n, - € I' pour tous p € Z et n € N. On en déduit que

) on
I' =R car {2%, pEZ, ne N} est dense dans R.

Nous avons donc démontré que u était linéaire : comme elle conserve les distances, u € O(E).

Nous avons, pour X = (x,y,2) € R? :

X'SX = 2?29?4222+ 2y —2y2
= (z49)? -2+ 22— 22

= (x+y)2—2(y+f)2+§z2
2 2

On peut appliquer la méthode de Gram-Schmidt, en notant (e;, e3) la base canonique de R? : p(eq,e1) =2 > 0 et on

2 1 2
pose 1 = —-e1. On pose ensuite €5 = e — p(ez,61) g1 = €2+ % e1. Comme ¢(gh,e5) = 3 > 0, on pose €3 = gm +v2ey

et (e1,e2) est une base orthonormale pour ¢ (ce qui prouve que ¢ est un produit scalaire).

On peut aussi appliquer la méthode de Gauss, avec X = (z,y) € R? :
2

1\* 1 2 2
sa(X,X)=2x2—2xy+y2=2<x—21/) +2y2=(\/§x—\2[y> +<\2fy>

2
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Les nouvelles coordonnéees

sont donc les coordonnées dans une nouvelle base B qui est orthonormale pour . En inversant ces relations, on obtient :

V2 V2N
2 2

/

Y 0 NG) Y

2 2
et on retrouve la base orthonormale (g1,e2) = ({ e1, g e1+ \/ieg).

Exercices Mines-Centrale: espaces préhilbertiens

Notons F = Vect(ey,...,e,). Siz € FX, ||z)|> =0 donc x =0. On a donc F+ = {0} et E = F® F+ = F (car F est
de dimension finie).
On a ensuite, pour ¢ € {1,...,n} :
2 2
leill® =" Cejle)” = lleall* + > (ejles)
Jj=1

1
J Jj#i

n

Comme e; est unitaire, on obtient Z (ej]ei )? = 0 donc (ej|ei) =0 pour tout j # i : la famille (e;)1<i<n est orthonor-
e ING

male. La famille (e;)1<i<n est ainsi une famille génératrice orthonormale : c’est une base orthonormale de E.

113)| Avec n = 3, on peut appliquer la méthode de Gauss :

(1 + 22 + 223)* (21 — 22)?

0(X, X) = 2(x129 + 2ox3 + 371) = 2(71 + 23) (T2 + T3) — 223 = 5 — 5 — 213
d’ou la matrice de passage
1 1 2
Q=11 -1 0
0 0 1
et on obtient une base B qui réduit ¢ en inversant @ :
/2 12 -1
PE.=Q '=(1/2 -1/2 -1
0 0 1

Dans la base formée par les colonnes de P, expression de p(X, X) devient :

1 1
P(X) = 5 (@) = 5 () — 2 (ah)?
1/2 0 0
et la matrice de ¢ est la matrice diagonale | 0 —=1/2 0
0 0 -2

Il ne semble cependant pas raisonnable d’essayer de généraliser ce calcul en dimension n. Quand n = 2m, on a :

(z1 4+ 22)% — (22 — 23)% + - + (Tam—1 + T2m)? — (Tam — 21)% = 22129 + 22273 + -+ + 2Tom—1Tom + 2T2mr1 = (X, X).
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Malheureusement, la matrice

1 1 0 0
0o 1 -1
0 1 1
Q=
-1 0
0 11
-1 0 ... ... ... 0 1

n’est inversible que pour m impair. Dans ce cas, son inverse est la matrice de passage de la base canonique a une nouvelle
base B. En notant y; les coordonnées dans B, nous avons :

PXX) =y — 5+ Y1~ Yo
donc Mat (g, B) est diagonale.

Il reste & calculer P = Q! pour obtenir I'expression de B. Cela peut se faire en inversant le systéme ¥ = QX : en notant
m = 2q + 1, nous avons :

Y1 —Y2—Y3+Ys+yYs— —Yn-a—Yn-3+tYn—2+ Yn—1 — Yn = 221
Yo+ Ys+tys—Ys — Yo+t Yn—3+ Yn—2 — Yn—1 — Yn + Y1 = 222

et par symétrie, pour tout ¢ € {0,...,m — 1} :
Y2it1 — Y2i+2 — Y2i4+3 + Y2i4+4 T Y2i45 — = Y2itn—4 — Y2itn—3 T Y2itn—2 + Y2itn—1 — Y2itn = 2T2i41

Y2it2 + Y2i+3 + Y2i+a — Y2i45 — Y2i46 T F Y2i4n—3 T Y2itn—2 — Y2itn—1 — Y2i+n T Y2itn+1 = 2T2i42
en notant y, 1 = yx pour tout k € {1,...,n}. Ainsi, la matrice P est construite de la maniére suivante : sur une colonne
d’indice impair j, on place 1/2 en position (j,j) puis on remplit la ligne de en descendant (en revenant au début de la
colonne une fois arrivé & la derniére ligne) en écrivant avec deux 1/2, puis deux —1/2, et ainsi de suite jusqu’a arriver
a la case (j — 1, 7). Sur une ligne d’indice pair j, le processus est identique : on place 1/2 en position (j, ), puis —1/2
en position (j + 1,7), puis compléte en plagant alternativement deux 1/2 et deux —1/2, jusqu’a étre arrivé a la position
(j — 1,7). Quand n = 10, cela donne :

1 -1 -1 1 1 -1
1 1 1 -1 -1 1
1]l1 -1 1 -1 -1 1
21-1 1 1 1 1 -1
1 1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 1

P =

Quand m est pair, ¢ est de rang n — 2 et on cherche & écrire (X, X) comme somme ou différence de n — 2 carrés de
coordonnées indépendantes. Par exemple, quand n = 4, on obtient :

1 1
QD(X,X) = 5(ZL’l +1’2+$3+l’4)2—§($1 —1’2+£L’3—£L’4)2

et on peut choisir (les deux derniéres lignes assurent simplement a ¢ d’étre inversible) :

1 1 1 1
1 -1 1 -1
Q=10 0 1 o0
0 0 0 1
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ce qui donne la matrice de passage :

1/2 1/2 -1 0
1/2 -1/2 0 -1
0 0 1 0
0 0 0 1

P=Q'=

Pour les autres valeurs de n (i.e. n multiple de 4 et n impair), je n’ai pas vu de méthode astucieuse. Nous allons donc
traiter le cas général en utilisant le théoreme spectral ; la matrice de ¢ dans la base canonique s’écrit :

0O 1 0 ... 0 1
1 0 1 - 0

g 0 1
1 0
0 .01 0 1
1 0 ... 0 1 0

et en diagonalisant S dans une base orthonormale B, nous aurons une matrice P € O, (R) telle que P~'SP = D soit
diagonale. On aura donc :
Mat(p,B) = P'SP = P~'SP =D

donc ¢ sera réduite dans la base B. On peut aussi se contenter de construire une base orthogonale B qui diagonalise .S,
cette base sera également orthogonale pour ¢ (mais les valeurs obtenus sur la diagonale de Mat(p, B) ne seront plus les
valeurs propres de S).

La matrice S se diagonalise facilement en remarquant que S = J + J~! avec

01 0 ...0
0

J= S

0 0 1

10 0 0

Le polynome caractéristique de J est X™ — 1, donc J a n valeurs propres complexes d’ordre 1, égales aux n racines n-iémes

de l'unité. Pour k£ € {0,1,...,n — 1}, on pose wy = 2RI ot ) = (wlk_l)KKn est un vecteur propre pour .J associé
a wy. La famille (eg,e1,...,e,-1) est donc une base qui diagonalise J. On obtient ensuite J e, = w,;lek = Wy, ek, puis

Sey, = (Wi, + W )er, = 2cos(2km/n) ek

Les valeurs propres de S sont donc les valeurs A\, = 2cos(2kn/n), pour k € {0,1,...,n — 1}, comptées avec leurs
multiplicités. On va ensuite distinguer suivant la parité de n :

e sin =2m, S admet m + 1 valeurs propres distinctes :

T T 0
Ao =2, A\ :2cos<—), Ao :2(:os<2—>, ey Ame1 :cos((mfl)—), Am =0
m m m
Les valeurs propres Ag et A, sont simples, associées aux vecteurs propres (1,1,...,1) et (1,—1,1,—1,...,1,—1), et
les autres sont doubles, ’espace propre complexe associé a A\; étant engendré par les vecteurs ey et e,_g. Il faut

maintenant revenir a R™ : I'espace propre sur R™ est 'intersection de 1’espace propre complexe avec R™. On peut
écrire ey, = € + iejg en posant

B YN S N (CE 3
e, = Im(ey) = (075111 (%) ,sin (T) » +eeysin (m_ml)kﬂ>>
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et on montre facilement que Sey = Ayey et Sej, = Age),. Ces deux vecteurs étant indépendants, ils forment une base
de I’espace propre réel associé a la valeur propre .

Comme les espaces propres de S sont deux a deux orthogonaux, on obtient une base orthogonale (J;)o<i<2m—1 de
vecteurs propres de S en choisissant une base orthogonale de chaque espace propre. On obtient ainsi, en appliquant
la méthode de Gram-Schmidt pour orthogonaliser les familles (e, €}.) :

50 = 60:(1,17...,1)

o= =(1(m)(fn>((;”))

5 — E,_<€1|6p’1>
<eqlep) >

2 -1
Ook—1 = €= (Lcos (kﬂr) , COS (kﬂ-) , ...,COS (WT))
m m m

,7<€k|5§€>

5 = £ —_
2 B < ek |ef, > k
boms = Emor= <1,cos (“”‘”“) Jcos (2(’”—1)”> o (W—D(m—UW»
m m m
52 9 ! _ <&m-1 |€;n—1 > L
m— m—1 < Em_1 |€;n_1 N m—
52m71 = em:(l,—l,l,—l,...,l,—l)

e sin=2m+ 1, S admet m + 1 valeurs propres distinctes :

2w 2w 2
AN=2, A =2 — Ao =2 2——— A =2 ——
0= A C05(2m+1>’ 2 COS( 2m+1>’ ’ COS(m2m+1)

et on obtient comme dans le premier cas la base orthogonale (d;)o<i<2m :

(50 = 60:(1,1,...,1)

2 2T 2
0 = =11 _ 2—— -1
! e ( ’COS<2m—|—1>’COS( 2m—|—1)’ ’COS((n )2m—|—1)>

<elle) >
0y = 5’1—#51
<<€1|€1>

2m 2m 2m
-1 = =11 2 -1
dok—1 €k ( ,cos(kaJrl),cos( k2m+1>’ ,cos((n )k2m+1>)

2 2 2
Oom_1 = Em= (l,cos <m2m11) , COS (271127”7_:_1)7 ...,CO08 ((n— 1)m2m11>)

dom = Em————15— €m

14)[a) On a, pour u = (x,y,2) :
o(u,u) = 2?4 2ey + 2x2+4yz+ 22 = (e +y+ 22— + 22 = (2 +y+ 2)> — (y — 2)? + 22

17



Le plan Py d’équation y = z convient : si u = (x,y,y) est un élément de Py, on a p(u,u) = (x+2y)%2+y> > 0 et p(u,u) = 0
si et seulement si x = y = 0, soit si et seulement si v = 0.

b) Comme la restriction de ¢ & P est un produit scalaire, on peut fixer une base orthonormale (e1,es) de P pour ce
produit scalaire. En choisissant un vecteur e3 € R?\ P, nous obtenons une base B = (e1, ez, e3) dans laquelle la matrice

1 0 a
de ¢ est de la forme (0 1 b
a b c
On peut alors appliquer la procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt : en posant e} = e3 —p(es, e1)e1r — p(es, e2)ez, la
1 0 0
famille B’ = (e1, ez, €4) est une nouvelle base de R? dans la quelle la matrice T' de ¢ est de la forme [0 1 0) . Comme
0 0 «
il existe P € GL3(R) telle que T = {PSP, on a a = det(T) = det(S) (det(P))* < 0, puisque det(S) = —1 < 0. On peut
!/

donc poser v = ,etona:

B
o}

/ /
ool = A,

o Vr,y,z €R, plre;+yes+zv,0)=0<= —2=0<=xe;+yes+2zv€EP

c¢) Soit v tel que ¢(v,v) = —1 < 0. L’application u — ¢(u,v) est une forme linéaire non nulle ('image de v est —1),
donc son noyau P est un plan. Il reste & démontrer que la restriction de ¢ a P est définie positive. Supposons que cela
ne soit pas le cas. Il existe alors un vecteur non nul u € P tel que p(u,u) < 0. On en déduit que la restriction de ¢ a
P’ = Vect (u,v) est négative :

Vz,y € R, o(zu+ yv, zu+ yv) = 2*p(u) + 2zy o(u,v) +y°e(v,v) = —2° + y*p(v,v) <0
——
=0

Ceci est alors absurde, car Py N P’ n’est par réduit & {0} (c’est une intersection de deux plans) : en choisissant w non nul
dans Py N P’, on a p(w,w) > 0 (car ¢ induit un produit scalaire sur Py) et ¢(w,w) < 0 (car ¢ est négative sur P’).

Sens direct : si ¢ est un produit scalaire, la matrice Sy, = (8;)1<i <k est la matrice dans la base (eq,...,ex) de
la restriction de ¢ & Ex = Vect(ey,...,ex). Cest donc une matrice symétrique définie positive : son déterminant est

strictement positif (par exemple parce qu’elle elle est congruente a la matrice identité).

Prouvons le sens inverse par récurrence sur n. Une méthode naturelle consiste a démontrer que les hypotheses A > 0
permettent d’appliquer a la base (e;) la méthode d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Si n = 1, S = (s1,1) avec

€1
Ay =511>0,e1 =
’ ’ VAL

Soit n > 2 et supposons le résultat démontré en dimension n. La restriction de ¢ & E,,_1 = Vect(ey,...,e,—1) est alors
un produit scalaire : il existe une base (e1,...,e,—1) de E,_1 qui est orthonormale pour . On peut alors poser :

est une base orthonormale de E : ¢ est un produit scalaire.

n—1
5;1 =€n — Z @(enagi) €i
i=1

et la famille B = (e1,...,en—1,€),) est une base orthogonale pour ¢. En notant P la matrice de passage de B a B’ nous
avons :
P"SP = Mat(p,B') = In-s 0
” 0 plenen)

!
n

plen,en)

donc (e, ) = det(P'SP) = det>(P)A, > 0. On peut donc poser &, = =

et (1,...,6,) est une base
orthonormale de E pour ¢ : ¢ est un produit scalaire.

On peut préciser le résultat démontré : on a construit une matrice P triangulaire supérieure a diagonale strictement positive

[1 A VAN
telle que PT SP = I,, et on montre facilement (toujours par récurrence) que P a pour diagonale ( A A—l, ey A” ! ) .
1 2 n

On utilise plus souvent ce résultat sous la forme :
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Décomposition de Cholesky :si S € S*(R), il existe une unique matrice triangulaire supérieure a diagonale strictement

positive Q (Q est I'inverse de P) telle que S = QQ et Q a pour diagonale <\/A1, \/ %, Y. AAH )
1 n—1

a) Comme F est non vide, m = inf,cp ||y| est bien défini et il existe une suite (y,)nen d’élément de F' telle que
lynll —Jr—% m. Pour ¢ > 0, il existe n. tel que m? < ||y,||*> < m? + € pour tout n > n.. On a alors, pour p,q > n.
n—-+0oo

(identité du parallélogramme) :

2

Yt Yall < om? 4 o) — 4m? = 2¢

2

1y = yall* = 2(ypl* + llyall*) = lyp + yall* = 2(llyp 1 + llygll*) — 4

Yp + Yq

car € F (F est convexe). On en déduit donc que la suite (y,)nen convergente vers un élément © € F (car F est

fermé) et ||x|| = m par continuité de la norme.
Si et o’ sont deux éléments de F tels que ||z|| = ||2’|| = m, on a toujours grace a l'identité du parallélogramme :

2

!
xr+x <0

|z —2'||* = 4m? — 4

donc z = 2.

b) 11 suffit d’appliquer le résultat précédent a la partie F — x, qui est fermée, non vide et convexe : il existe un unique
élément y € F tel que ||y — z|| = inf,cp ||z — z|| = d(z, F'). Pour tout z € F, on a :

Va € R, d*(x,y + az) > d*(z,y)

ce qui s’écrit :
VaeR, 2a <z —ylz>+a?|z|> >0

On en déduit que < z —y |z >= 0 (c’est évident si z est nul et sinon, on a un trinéme de signe constant qui admet 0 pour
racine : 0 est nécessairement racine double). Nous avons donc démontré que z —y € F-, ce qui prouve que v € F @ F*
pour tout z € E : F et F+ sont supplémentaires.

117)| o est linéaire non nulle (a(1) = ¢ # 0) donc H est un hyperplan de E. On a ensuite :

/ch(t)dt’ < Wocf%t)dtwocﬂdt <|Ifllave

donc « est continue. On en déduit que H est fermé, comme image réciproque du fermé {0} par lapplication continue a.

VfekE, |la(f)l =

Montrons que si f est non nulle, f n’est pas dans H+.

ler cas : soit f € FE telle que f est non nulle sur [c, 1]. Il existe donc a, b tels que ¢ < a < b < 1 tel que f soit strictement
positive ou strictement négative sur [a, b]. La fonction g définie par le graphique :

b
est un élément de H et < f|g >= / f(t)g(t)dt # 0 (on intégre sur un intervalle non réduit & un point une fonction non
a

nulle de signe constant).
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2¢éme cas : soit f € F non nulle mais nulle sur [¢, 1]. Sans perte de généralité, on peut supposer qu'il existe zg € [0, ¢[ tel
que f(zg) > 0. En fixant M €10, f(xo)], il existe alors a et b tels que 0 < a < b et f(z) > M > 0 pour tout z € [a,b] (on
a b < ccar f(c) =0). Par continuité, il existe alors d €]b, c[ tel que f(z) < 4 pour tout = € [d, ¢]. Quitte & restreindre
I'intervalle [a,b] ou l'intervalle [d, ¢], on peut supposer que b —a =c¢—d = . On peut cette fois considérer la fonction g :

1 b c
Onabicn/ ()dt—/ ()dt+/ g(t)dt =0 donc g € H et :

0 d
< flg>= /f dt>M/

car sur [a,b], g > 0 et f > M alors que sur [¢,d], g < 0et f < M/2.

(bfa) -0

dt7é0+/ f(t)

dt+f/

Dans les deux cas, nous avons défini g € H tel que < f|g ># 0 : I'orthogonal de H est donc réduit a {0}.

Remarque : si F' est un sous-espace vectoriel non fermé d'un espace préhilbertien, on a ' F' L £ E, puisque FQ F+ ¢
F@ F+. Cet exercice donne un exemple de sous-espace F fermé pour lequel F @ F+ n’est toujours pas égal & E. Ce
résultat fait aussi référence au théoreme de projection dans un espace de Hilbert : si E' est un espace préhilbertien complet

et si I est un sous-espace fermé de E, alors F @ F*

18)[a) (i) On a :

o(22,y)

1
= 1 (l2z+ ) -

122 — yII*)

or [2z+y[* = o+ (@ +y)lI* = 22> + 2|z + y[* — [ly]]* et |22 — yl* = [+ (z -

= F. Dans notre exemple, I’espace E n’est pas complet.

I = 2lz|® + 2]z —y[* = llyl?, done

1
p2,y) = 5 (lz+yll* = llz = yl|*) = 20(2,y).
(ii) En utilisant (i), on a :
2 2 ’ 2 / 2
P | oA o +yll” |2~y
e+ o) = |52 -5 |55 -5
or
5 T+y 2+ 2 +y? e+ +2y 2 z—a'|?
2 2 B 2 2
o [[|z— 2+ 2 —yl|? |z 2 -2y 2+ z—a |
2 2 N 2 2
et donc, en sommant ces deux égalités :
x4 —2y

o(z,y) + (@', y) =

2

:(

(comme @ est symétrique, on a également o(z,2y) = 2¢(z,y) pour tout (z,

x+:1:’+2yH2

2

)
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1
3 o(x+a',2y)

=p(z+2,y)

y) € EB).



(iii) Soit x,y € E. On montre facilement par récurrence sur n la propriété :
Vn €N, p(nz,y) = np(z,y).

Toujours pour n € N, on 2.0 = p(0, ) = p(nz-+(—n)) = p(nz, y)+o(—nz,y), donc p(—nz,y) = —p(nz,y) = —np(z,y).
On passe ensuite aux rationnels : pour r = p/q € Q (avec p, ¢ entiers), on a gp(rz,y) = @(px,y) = pe(x,y) et donc :

vr e Q, p(rz,y) =ro(z,y).

On conclut par un argument de densité : 'application A — o(Az,y) — Ap(x,y) est continue (car le produit sur R, le
produit externe et la norme sont continues) et est nulle sur Q, donc elle est nulle sur R (Q est dense dans R) : ceci acheve
de montrer que ¢ est linéaire par rapport aa sa premiere variable.

p étant clairement symétrique, c’est une forme bilinéaire symétrique sur E. On a ensuite :
Vo € E\ {0}, ¢(z,2) = ||z]|* >0

donc ¢ est un produit scalaire et la norme qui lui est associée est égale a || ||

b) Il faut commencer par rappeler ce que 1’on appelle “ellipse”. Nous utiliserons la définition :

Une partie £ d’un plan affine P est une ellipse si il existe un repére de P dans lequel I'équation de £ est de la forme
2 2
v+ y- =1

Notons S la spheére unité de E.

Ainsi, si || || est une norme euclidienne, associé au produit scalaire { | ), et si P est un sous-espace vectoriel de E de

dimension 2, on peut fixer une base orthonormale (eg, e3) de P et ’équation de S N P dans le repere (0, (e1,e2)) est bien
24,2

v+ y =1

Réciproquement, supposons que S N P est une ellipse pour tout plan P de E. Pour montrer que || || est une norme
euclidienne, il suffit de démontrer qu’elle vérifie I'identité du parallélogramme. Soient donc u,v € E. Fixons un plan P
contenant u et v (si F est de dimension 1, il n’y a rien & démontrer puisque toute norme sur un espace de dimension 1 est
euclidienne). Il existe un repére (A, (e1,e2)) de P (on voit le plan vectoriel P comme un plan affine) dans lequel I’équation
de £ = SN P est 22 + y?> = 1. Comme le “point” A est le centre de symétrie de £, on a nécessairement A = 0 (le centre
de la sphére est le vecteur nul). Munissons P du produit scalaire { | ) pour lequel (e1, e2) est une base orthonormale ; en
notant || ||p la norme associée a ce produit scalaire, nous avons pour tout ze; + yes € P\ {0} :

xey + yes

——c¢
/12 +y2
(d’apres 1’équation de &), et donc
rey +yea ||  [lxer + yeall

 lzer + yeo|lp

Va2 +y?
On en déduit que || || p est la restriction a P de la norme de E'; comme || || p est une norme euclidienne, elle vérifie I’égalité
du parallégramme, et donc :

lu+ol* + llu = ol* = llu+vlE + llu = vlE = 2([ullp + [[v]E) = 2(|ull® + [[v]*).

Ainsi, || || est une norme euclidienne, puisqu’elle vérifie 1’égalité du parallélogramme.

19)| En notant I = {—1,1}?, nous avons :

2

Ve = (e1,...,6p) €1, < C?

P
E Eilyg
i=1
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soit »
Ve=(e1,....ep) €L, Y |will®+2 > eigj <uiu; ><C?
i=1 1<i<j<p

En sommant ces 2P inégalités, nous obtenons :

p
2PZHU1”2+2Z Z €i€5 <ui\uj > §2PC2
i=1

ecl \1<i<j<p
mais
E E 5i€j<ui|uj> = E <ui|uj> <E 6i5j>20
ecl \1<i<j<p 1<i<j<p eecl

carpour 1 <i:<j<p,ona:

Zfisz Z Z Z gigj | =0.

eel epe{-1.1} | g;e{-1,1}e,;€{-1,1
kg{i,i} { yeiel '

=0

20)| Soient x et y deux éléments de ¢5. Nous avons (inégalité de Cauchy-Schwarz) :

n n n +00 +o0
Vn e N, Z lz(k)y(k)| < Zx(n)Q z:y(n)2 < Zx(n)z Z:y(n)2 < +o0
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

donc la série de terme général z(n)y(n) est absolument convergente. On en déduit que
(z(n) +y(n))* = 2(n)* + 2z(n)y(n) + y(n)*
est également un terme général de série convergente : x +y € {s.
La suite nulle est élément de ¢ et la stabilité par produit externe est évidente : £5 est un sous-espace vectoriel de RY.
Nous avons démontré que, pour z,y € {5, la série ano x(n)y(n) était convergente : Papplication ¢ est donc définie. Elle

est trivialement symétrique et bilinéaire ; on a enfin :

+oo

Vo e b\ {0}, p(z,z) = Zgzz(n)2 >0

n=0
donc ¢ est un produit scalaire sur /5.
b) Soit (zk)k>0 une suite de Cauchy de lo, c’est-a-dire une suite vérifiant :
Ve>0, dk. €N, Vp,q > k., ||z, —z4ll2<e (1)
Pour ¢ > 0, fixons un k. comme ci-dessus. Pour n € N, nous avons :
Vp,q = ke, |2p(n) — xq(n)| < [lap — zqll2 < e

donc la suite (zx(n))nen est une suite de Cauchy de R : elle converge (voir en fin d’exercice la preuve de ce résultat).
Notons z(n) sa limite; n étant quelconque, nous avons ainsi défini une suite z € RV et (x,),>0 converge simplement vers
z (i.e. que zp(n) — x(n) pour tout n € N).

p—r—+o0

Nous allons maintenant montrer que x € /5 et que x, converge vers z au sens de || ||2. Pour € > 0, reprenons le k. donné

par (1). Nous avons :
N

VN €N, Vp,q > ko, > (wp(n) — 24(n))* < |l — 245 < €2

n=0
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donc, en fixant N et p et en faisant tendre ¢ vers I'infini :

N
YN €N, Vp > ke, Y (wp(n) — 2(n))? <&

n=0
Ceci prouve que pour p > k., la suite z, — = est élément de l et que ||z, — x|z < e. On en déduit que = € ¢5 et que

|z, — x||2 < e pour tout p > k. : cela traduit que x,, converge vers = dans P'espace /5.

Preuve de la complétude de R : soit (aj)rer une suite de Cauchy de réels. La suite (ay) est alors bornée : avec ¢ = 1,
il existe un rang k; tel que :
vpaq 2 kla |ap - aq‘ S 1.

En particulier :
Vp =k, lap| < lap — ak, | + lak, | <1+ |ag, |

donc la suite (ax) est bornée, puisque qu’elle est bornée & partir du rang k.
Elle posséde ensuite une valeur d’adhérence A (théoréme de Bolzano-Weierstrass). Pour € > 0, on peut fixer k. tel que :
Vp,q > ke, lap —aq] <e.
Par définition d’une valeur d’adhérence, il existe alors ¢ > k. tel que |ag — Al <e. On en déduit :
Vp > ke, lap — Al < lap — ag| + |ag — Al < 2¢

Nous avons donc démontré :
Ve >0, ke, Vp > ke, |ap — Al < 2¢

donc (ap)p>0 converge vers A.

Exercices Mines-Centrale: espaces euclidiens

21)[a) Soit (£;)kt+1<i<n une base orthonormale de V4. Le projeté orthogonal de e; sur V14 est le vecteur :

n

pv(e) = Z (eilej) €

j=k+1
et sa norme est la distance de e; a V. Nous avons donc :
2
n n n
ZdQ(ei,V) = Z Z (eilej) g
i=1 i=1 ||j=k+1
n n
= Z |(eile;)|* car (€;)k+1<j<n est une famille orthonormale
i=1 j=k+1
n n
= Z | (eile;) ?
j=k+1i=1
n
= Z lle; car (e;)1<i<n est une famille orthonormale
j=k+1
= n—k

b) On en déduit que n — k = Zdz(ei,V) < na?(V), avec égalité si et seulement si d(e;, V) = a(V) pour tout i.
i=1

In—k
Autrement-dit, si a(V') > avec égalité si et seulement si les e; sont équidistants de V.
n

c¢) Supposons que V est stable par 7. Comme 7 est une isométrie, on en déduit :
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o 7(V)=V car n(V) C V et 7(V) a méme dimension (finie) que V';
e pour tout i € {2,...,n}, d(e;, V) =d(n(e;),n(V)) =d(e;-1,V).

On en déduit que les e; sont équidistants de V', avec a(V) = d(e;,V) = --- = d(e,, V), puis le a) donne :

n 1/2
a(V)=<iZd2(ei,V)> - ”;k

d) Nous devons montrer que pour tout k € {0,1,...,n}, il existe un sous-espace V stable par 7 de dimension k. Nous allons
pour cela montrer qu’il existe une base de R™ dans laquelle la matrice de 7 est diagonale par blocs, les blocs diagonaux
étant de taille 1 ou 2 : si n = 2p est pair, il y aura deux blocs de taille 1 et p — 1 blocs de taille 2;sin =2p+1,il y
aura un bloc de taille 1 et p blocs de taille 2. On peut par exemple remarquer que le polynéme minimal de 7 est X™ — 1;
c’est donc aussi son polynéme caractéristique et 7 a n valeurs propres complexes simples (ce sont les n racines n-iemes de
I'unité.

Sin = 2p, 1 et —1 sont les valeurs propres réelles et ™ a 2p — 2 valeurs propres complexes non réelles deux a deux
conjuguées : o
AL AL Apm1 Apt

En fixant un vecteur propre (complexe) Z; pour A;, les vecteurs réels Re(Z;) et Im(Z;) engendrent un plan F; de R™ stable
par w. On en déduit la décomposition :

R'=F G- ®Fp1®F,®F,,

ou Fy,..., F,_1 sont des plans stables par 7, F), = Ker(m — Id) et Fj4+1 = Ker(m + Id) sont des droites stables par 7. Pour
k compris entre 0 et n, on peut donc définir un espace F' de dimension k comme somme directe de certains des P; : nous
aurons ainsi un sous-espace de dimension k stable par 7 (une somme de s.e.v. stables par 7 est stable par 7).

Sin=2p+1, 1 est la seule valeur propre réelle et on construit de la méme fagon une somme directe :
R7L:F1@"'@Fp@Fp+1

ol Fi,...,F, sont des plans stables par m et F,;1 = Ker(m — Id) est une droite stable par 7 : on conclut comme dans le
premier cas.

22)| a) ||AX — B|| est la distance de AX a B et AX décrit 'image de A quand X décrit R?; cette distance sera donc
minimale quand AX sera égal au projeté orthogonal de B sur les sous-espace vectoriel Im(A4). En notant C = AXj ce
projeté, nous avons donc démontré que S est non vide et que S = X + Ker(A).

b) Nous avons, pour X € R? :
XeS < AX :pIm(A)(B)
AX € Im(A)

B—AX € (Im(A))"
— VY eR% (B-AX) LAY

— WeRY YTAT(B-AX)=0

— A" (B-AX)=0
car le vecteur nul est le seul vecteur orthogonal & R%. Nous avons donc :

XeS« ATAX = A" B.
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1 /—
¢) Onaici A’ = AT A = <161 2) et BB =A"TB = (i) : la seule solution au sens des moindres carrés est Xg = R (1;)

a) Les applications (o, z) — az (de R x E dans E), x — ||z||? ( de E'\ {0} dans ]0,+o00[) et a — 1/ (de |0, +o0[
dans R) sont de classe C?, donc Z est de classe C! comme composition d’applications de classe C1. Pour x € E'\ {0} et u
assez proche de 0, on peut écrire :

-1
z4u x+u 1 <ulz> |ul?
I e L e e o (R v B
1 <ul|z >
= o (1725 o) e
<ul|lz> u
= I —
=2 T
<ulz> u
donc dZ(z)(u) = -2 x4+ .
[J]|* ]2
X
i(x) |2 : .
Pour z € E\ {0}, Z(Z(z)) = ) = 5 = ¢ donc Z est involutive.
€z T
’ ]|
Pour z,y € E\ {0} :
1 <zly> 1
I1Z(z) = Z(W)II? = 1Z(2)* + 2 < Z(2) | Z(y) > +IZW)* = =5 — 2 757 19 3
[Egl I[P llyl> -yl
lz—yl* _lzl?—2<z|y>+yl* 1 _<zly> 1
(1> [yl [l [y lyll> Pyl [e]?
|z —yll
done [|Z(z) — Z(y)| = :
[ [yl

b) Par composition, d; et 2 sont de classe C1 avec 81 (t) =< di(v1(t))| (vi(t)) > et d5(t) =< di(y2(t)) | (44(t)) >.
Pour montrer que ces arcs sont réguliers, il suffit de montrer que pour tout = # 0, dZ(z) est injective (on aura donc
dZ(v;(t))-(v;(t)) # 0 puisque v;(t) # 0 pour j =1 ou 2). Nous avons :

dZ(z)(u) =0 <= [lz[Pu=2 <u|z > z < (Ba €R, u=az et |z|°az = 2a|z||’z) <= u=0

Le noyau de 'endomorphisme d Z(z) est donc bien réduit a {0}.
Notons & = 1(0) = 72(0), u = v1(0) et v = v4(0). Nous devons démontrer :

,/\, _ <dZ(x)(u) |[dZ(x)(v) > <ulv> ,/\,
00s(91(0): %) = TaZ @l [Mz@ @~ Taqfer ~ <=1 %0)

Nous avons :

z)(u z)(v) = — <u|x>x “ - <U|x>x -
AZ(z)(w)-dZ(z)(v) < 2 =T +||:c|2)'< ? [ +IW)

= T ”8 <ulzr><v|z> |z|® -
<ulv>
]|

<ulzr><z|v>-— <vlz><ulv>+—F <ulv>

2 ||6 [z ||6 [z ||4

[lv]l?

[l

2
et on obtient de la méme maniére ||d Z(z)(u)||* = lul et |[dZ(z)(v)|* =

[l

ce qui donne bien 1’égalité demandée.
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c) e Soit X un hyperplan affine ne passant pas par 0. Il existe un vecteur u non nul tel que H = {z € E, z.u = 1}.
En effet, la direction H de H est un hyperplan vectoriel et en choisissant un vecteur e unitaire orthogonal a H, H a une

équation de la forme x.e = a oll & est un scalaire non nul (car H ne passe pas par 0) : le vecteur u = g convient. Comme
7 est involutive, nous pouvons écrire, pour y # 0 :

yeIM) == i(y) e H =< I(y) |u>=1=<y|u>=ly|* = [ly —u/2|* = [|lul*/4.
On reconnait ici ’équation de la sphere de centre u/2 et de rayon |[u]|/2 (cette sphére passe par lorigine). L’image de H
est donc cette sphere privée du point 0.
e D’apres le calcul précédent (Z est involutive), une spheére de centre v # 0 passant par 0 a pour image par Z ’hyperplan
affine (ne passant par par 0) d’équation < z |v >= 5

e Soit S une sphere de centre u et de rayon R ne passant pas par 0 (on a donc |Ju|| # R). On peut encore écrire, pour
y € E\{0}:

yeI(S) < I(y)es

= |Z(y) - ul? = R?

= 1-2 <ylu>+|yl2(Jul?> - B =0
2 2
+ R

| P 1]

Hy P—r2| " T (ul? - R2)?

VI’

et on reconnait I’équation de la sphere de centre v = et de rayon r =

v
[ul]? — R? lull® — R2|

a) Nous avons :

zeH [l =yl = [1f () =yl

—
= Nl - 2wy + I = @I = 2 @)y + Iyl
< z.y= f(x).y (f conserve la norme)

—

(z = f(z)).y=0

= z€ (- fl2)"

Comme z — f(x) est un vecteur non nul, H est bien un hyperplan vectoriel.
Sia € Fy, alors a.x = f(a).f(z) = a.f(x), donc a € H, puis (ro f)(a) =7(a) =a : Fy C Frof.
z+ fla)  x— f(x)

Bufin, 7 € Frop \ Fy. Bneffet, v = =2 + 200 avec
. x_Tf(:”) € Vect(z — f(x)) = H ;
o ZHIE) ¢ (o pa)t = H ear (@ + f@). @~ @) = [Jal - )P =0,

On en déduit que r(z) = 2@ _ T =F@ _ ey o encore r(f(x)) = = puisque f2 = Id.

2 2

b) Nous allons montrer par récurrence sur k le résultat suivant : si f € O(FE) a un espace de point de dimension n — k, f
est le produit d’au plus k réflexions.

o sik=0, Ff=FE et f =1d est le produit de 0 réflexion ;

e soit k € {0,1,...,n — 1} et supposons le résultat démontré jusqu’au rang k; si f a un espace de points fixes de
dimension n — (k4 1), nous pouvons appliquer le a : il existe un réflexion r telle que F,.os soit de dimension au moins
n — k. Par hypothese de récurrence, il existe j < k et des réflexions r1,7a,...,7; telles que ro f =r;0---0ry, ce qui
s’écrit f =rorjo---ory: f est produit d’au plus k + 1 réflexions.
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c¢) Soit f € O(FE) et B une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de f est égale a

I, 0 0 .. 0
0 -1, 0 :
M= . R01
; 0
0 ... ... 0 Ry
1 0 cosf  sinf . . .
Notons J = et, pour tout 0 € R, Sy = JRy = . . Si Aq,..., A, sont des matrices carrées, nous
0 —1 —sinf cosf
noterons diag(A1, Aa, ..., Ay ) la matrices diagonales par blocs dont les A; sont les blocs diagonaux. Nous avons alors :
q k
M = H diag(Ierj*l? -1, Infpfj) X H diag(lp+q+2j727 Ja In7p7q72j) X diag(-[p+q+2j727 SGJ- s In7p7q72j)
j=1 j=1

Ainsi, M est le produit de ¢ + 2k matrices de réflexions : f est donc la composée de n — p réflexions.

25 )| Dans une base orthonormale bien choisie, f a pour matrice :

I, 0 0o ... 0
0 -1, O :
M = oL . R01
; .0
0 ... ... 0 Ry,
Comme det M = 1, ¢ est pair. Nous pouvons donc écrire, en notant diag(A4;, As, ..., A,,) la matrice diagonale par blocs
dont les A; sont les blocs diagonaux :
q/2 k
M = H diag(lpi2j—2, —1I2, In—p_25) | X H diag(lpqq+2j-2, Ro; In—p—q—2j)
j=1 j=1
J J v,
Notons J = L0 t rtout 0 € R, Sp = JRy = cosf sinf ces matrices sont des matrices de O5 (R), i.e
otons J = {, _, | et, pour tou Se=JRe = _ 0 cosn) 5 , L.e.
des matrices de réflexions. Nous avons alors pour j € {1,...,k} :

B {diag(Ip+q+2j3a —1,J, Inp—g—25) X diag(lpyq+2i-3, =1,50, In—p—q2;) sij =2
diag(Ipyqi2j-2,J, =1, In—p_q_2j—1) x diag(lpyqy2j-2,80, =1, In_p—q—2j-1) sij=1

Ainsi, M est produit de matrices de demi-tours et f est la composée de g/2+ 2k demi-tours. Ce nombre n’est pas optimal :
il est ainsi possible d’utiliser les —1 du bloc —I; a la place des —1 introduits artificiellement ci-dessus. Par exemple, avec
qg=2etk=1:

M = diag(p,—1,1,J) x diag(Ip+1,—1, Se,)

Exercices Mines-Centrale: matrices et endomorphismes symétriques

a) En notant Aq,..., A, les valeurs propres de A, nous avons \; > 0 pour tout 7 (car A est définie positive) et

% Tr(A)

1 1
(det(A)™ = ¥/ A1... A < - AM+-+ )=
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par concavité de la fonction logarithme.

La matrice B = (7;7;a4,j)1<i,j<n Sécrit *PAP ou P est la matrice diagonale Diag(vy1,...,7,). Comme P est inversible,
A et B sont congruentes : comme A est définie positive, B l'est également (A et B sont les matrices de la méme forme
bilinéaire symétrique dans des bases différentes). On peut donc écrire, en appliquant 'inégalité précédente a B :

1
n

(2...42det(A))™ = (det(B))™ < %Tr(B) -

S

ing
R
&

1
On peut alors choisir Vi, v; = (les a; ; sont strictement positifs car A est définie positive) et on obtient :
i
det(A) \*
< ct(A) > <1
a1,1---Q0n,n

b) ¢4 est un produit scalaire et g une forme bilinéaire symétrique : il existe donc une base de R™ orthonormale pour ¢ 4
et orthogonale pour ¢p. En notant P la matrice de passage de la base canonique a cette nouvelle base, nous avons donc :

soit det(A) < a11...ann.

PYAP =1, et 'PBP = Diag(p1, ..., fin)-

Nous avons donc :

3=

(det(A))™ + (det(B))* = (det(P))™* (1+ (1 ... in)

(det(A + B))™ = (det(P)) ™" ((L+ 1) ... (14 )"

Comme B est définie positive, les p; sont strictement positifs : on pose, pour tout i, A; = In(y;) ; la majoration demandée

_z
s’écrit donc, en simplifiant par (det(P))” " et en composant par le In :

Cette inégalité est vérifiée car la fonction f est convexe : elle est de classe C? et

VI’GR, f//(:c) = (1f7)2 >0

Comme f est strictement convexe, on a égalité si et seulement si les \; sont tous égaux, ce qui se traduit par I'existence
d’'un p > 0 tel que B = pA.

c) A est symétrique et inversible, donc A~1 est définie et symétrique. Comme ses valeurs propres sont les inverses de celles
de A, elles sont également strictement positives : A~! est symétrique définie positive et ¢ est un produit scalaire. On a
ensuite :

e VXY € R", (X, f(Y)) = XTA"'ABY = X" BAA~'Y = (ABX)TA_lY =o(f(X),Y);

e VX c R"\ {0}, o(X, f(X))=XTA'ABX = X"BX >0

Par le théoreme spectral, f (donc AB) est diagonalisable et ses valeurs valeurs propres sont strictement positives : on en

1 1
déduit que (det AB)» < —trAB comme au a).
n

Comme u est symétrique défini positif, il existe une base orthonormale (e;)i1<;<n et une famille A,..., A, > 0 tels
que u(e;) = A\;e; pour tout i. Pour z = Z?:o r;e; € E,on a :

o) = (u(z) - o)™ (z) - 2) = (Z m?) (Z jﬁ) .

i=1 i=1 "t
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne alors :
n ) 2 n 2
p(z) = (Z (v Ai HCz) (X xz)) = (Z xf)
i=1 ¢ i=1

Ainsi, pour x de norme 1, p(z) > 1. Comme z = e; donne un cas d’égalité, le minimum cherché est égal & 1.

a) Par définition, on a :
VS, T € S,(R), A< B<+= VX cR", X' AX < X' BX.

La relation < est ainsi clairement réflexive et transitive. Supposons maintenant que A, B € S, (R) vérifient A < B et
B < A. La matrice A — B est donc symétrique positive et négative : cela prouve que ses valeurs propres sont toutes nulles
(elles sont a la fois positive et négative), donc A — B est nulle (elle est diagonalisable et ses valeurs propres sont nulle).
On a donc A = B.

b) Soit (Ax)k>0 une suite croissante et majorée de S,,(R). Il existe donc T' € S,(R) tel que Si < T pour tout k. On a
donc :

VX eR™, VEEN, XT XA X < X" XA X
VX eR” VkeN, XTAX<X'TX

Ainsi, & X fixé, la suite réelle (X Az X)x>0 est croissante et majorée : elle admet donc une limite /(X ). On peut alors
écrire, en notant (E;)1<i<n la base canonique de R™ :

Vi,j € [[Ln]]v Ak[zaj] = EiTAkEj
1
= 1 ((Bi+E) AB + B) - (B - B)) Au(Bi - )
1
—— 7 (B + E)) — U(E; - Ey).

Ceci traduit que la suite (Ag)r>0 est convergente (et sa limite est dans S,,(R) car S, (R) est fermé).

c) D’apres le théoréme spectral, il existe P € O, (R) telle que P~1AP = Diag(\1,...,\,) = A avec \; > 0 pour tout i.
En posant X = PU et V =PY,on a

n n ) 2 n 2
JA7y(X) = UTAU + QVTU = Zz\luf + 2u;v; = Z/\l (uz + zj) — Z %
i=1 i=1 i i=1

n_.2

Vs
Ja,y(X) est donc minorée par — E )\—Z,
i=1 "

minimum est atteint quand U = —A~!'V, i.e. quand X = —A~'Y. On a donc :

valeur atteinte quand wu; = —% pour tout ¢. Ainsi, J4 y est minorée et son

min Jay(X)=Jay(—A7'Y)=-vAly
XeRn ' ’

Si A, B € §*(R) vérifient A < B, on a, pour Y € R" quelconque :
VX €R", Jay(X)=XTAX +2Y'X < X'BX +2Y' X = Jpy(X).

On en déduit donc :
~YTAYY = min Jay(X) < min Jgy(X)=-Y'BY
XeRn XeRn

ce qui prouve que A~ > B~! : 'application A — A~1 est décroissante sur S;7*(R).
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29)| a) D’apres le théoréme spectral, il existe @ = (gij)1<ij<n € On(R) telle que A = Q"Diag(A,...,\,)Q. On en
déduit :

n
Vi, g, @i =Y Melk.idr.

Ainsi, pour i € [1,n], a;; = Y 1, )‘kql%,i ol les coefficients q,%ﬁi sont positifs et de somme égale & 1 (la matrice @ est
orthogonale : ses vecteurs colonnes sont unitaires). On en déduit que les a; ; appartiennent & I et la convexité de f permet

d’écrire :
Vi e [1,n], flaii)=f (Z AMI%,¢> <> i f ).

k=1
On en déduit :

> flaig) <> (Z q,%,ifuk)) =3 (Z qi,i> FOW) = F()
=1 k=1 i

=1

car les lignes de @ sont également de norme 1.

Si A € ST*(R), les A\; sont strictement positifs : on peut appliquer le a) avec I =]0, +oo[ et f = —In : cela donne

—In (f[la”> Z—il:llnam < —iln)\i —In (HA) = —In(det A)

d’ou le résultat demandé, par croissance de la fonction exponentielle.

Si A € S (R)\ S}*(R), A a une valeur propre nulle, donc det A = 0; comme a;; = E;' AE; > 0 (en notant E; le i-éme
vecteur de la base canonique de R™), le résultat demandé est encore vérifié.

a) La somme des dimensions de {z1,...,zx}* et Vect (e1,...,e5:1) est n — k+k+ 1, qui est strictement bupérieur A
n, donc ces deux espaces ne sont pas en somme directe : il contient donc un vecteur unitaire y. Comme y s’écrit Z _1 Yi€i,
on a ensuite :

k+1 k+1
(P y) =D Ny < Merr w7 = Mgyl = A
i=1 i=1

b) Nous allons montrer cette propriété par récurrence décroissante sur k.

k
Pour k = n, B = (e1,...,ey) est une base orthonormale de E et Z (e;)|ei) est la trace de la matrice de f dans la
1
k n =
base B : on en déduit que Z (e;)]e;) = Z A
i=1 i=1
Soit k € [[1,n—1] et supposons le résultat démontré au rang k+1. Si (eq, . .., ex) est une famille orthonormale de F, il existe
d’aprés la question précédente un vecteur y € {ey,..., e, }+ unitaire tel que ( f(y)|y) < Aps1. La famille (eq, ..., ek, y)

est alors orthonormale et on peut lui appliquer I’hypothése au rang k + 1 :

n k+1
S (fle)le) + (I = 3N

ce qui donne, en utilisant que — ( f(y) |y) > —Agt1 ¢

n k
Z 61 | 61 > Z)‘z
=1

i=1

La propriété est ainsi démontrée au rang k.
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¢) On munit R* du produit scalaire canonique, on note B = (g1, €2, €3,¢4) la base canonique et on définit f : X — MX.
Comme B est orthonormale et M symétrique, f € S(F). En appliquant le résultat du b), on obtient :

A< (fle)er) =1
At+A2 < (f(er)|er) +(flea)|ea) =2
MA+X+ A3 < (fler)ler) + (flea)|ea) + (fle2)]e2) =4

a) Par le théoréme spectral, il existe une base orthonormale (e;)1<i<, de E et une suite (\;)1<i<n de réels positifs
tels que g(e;) = \;e; pour tout i. Nous pouvons classer les A; par ordre croissant :

O=X ==X <App1 <--- <\, avec p=n —r1g(g).

n
Pour x = E x;e;, nous avons donc :

i=1

n
<z, g(z) >=0<= Z Nzl =0+= 2,11 = =1z, =0<=x € Vect(ey,...,e,) = Kerg.
i=p+1

b) Soit z € Ker(fog)NIm(fog). Il existe y € E tel que z = f o g(y). Nous avons donc fogo fog(y) = 0 et nous voulons
montrer que z = f o g(y) = 0. Cela se fait en deux temps :

e <gofogly),gofogof(y) >=0,donc go fog(y) =0 en appliquant a) au vecteur go f o g(y) =0;

e < fog(y),go fog(y) >=0, donc fog(y) =0, en appliquant a) en remplagant g par f et = par f o g(y) = 0.

Les deux espaces Ker(f o g) et Im(f o g) sont donc supplémentaires, puisqu’ils sont en somme directe et que la somme de
leurs dimensions est égale a la dimension de E (formule du rang).

c¢) L’espace F' est clairement stable par f et f o g, donc f; et h sont des endomorphismes de F. D’autre part, f est
bijective, puisque Ker(f1) = Ker(f) NIm(f) = {0}. L’application ¢ est bilinéaire et symétriQue :

Vz,y € F, p(z,y) =< fHz),y >=< fHa), fof ' y) >=<uzf '(y) >=< fF y).2 >= o(y,z).

On peut ensuite choisir une base orthonormale (g;)1<i<, de F formée de vecteurs propres de f : Vi, f(e;) = pe; avec
pi > 0. Nous avons alors, pour z = Y., z;e; non nul :

I T T
1 72
o(z,z) =< Z —xie;, Zmiei >= Z —+>0
=1 M i=1 =1 Hi
donc ¢ est un produit scalaire.
L’application h est un endomorphisme symétrique pour ¢, puisque pour z,y € F :

o(h(z),y) =< fi ' (fog(a)),y >=<g(x),y >=<z,g(y) >=< f(f; (), 9(y) >=< f{ (), fog(y) >= o(x,h(y))

On en déduit que h est diagonalisable. Comme Im(g o f) est un sous-espace de F' stable par h, la restriction de h & ce
sous-espace est également diagonalisable. On en déduit que la restriction de fog a Im(go f) est diagonalisable. Comme sa
restriction a Ker(g o f) est également diagonalisable (cette restriction est nulle), ceci prouve que f o g est diagonalisable,
puisque ses restrictions a deux supplémentaires stables le sont.

Si X € Ker(A) NIm(A), AX =0 et il existe Y € R™ tel que X = AY. On a alors :

IXP=X"X=(AY) X=YTATX = -YTAX =0
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donc X =0 : les deux espaces sont en somme directe, donc supplémentaires grace a la formule du rang.
D’autre part, ces deux espaces sont orthogonaux : pour X € Ker(A) et Y = AZ € Im(A), on a :
X'Y=X"AZ=-X"ATZ=—(4X) Z=0.

Si Bj et By sont des bases orthonormales de Ker(A) et Im(A), B = By U B; est une base orthonormale de R™ et la matrice

de passage P de la base canonique de R™ & B donne : P~'AP = 0 O) avec B inversible (A et B ont méme rang r et

0 B
B € M,(R)). Comme P est orthogonale, P~1AP € A, (R), puis B € A,(R). On en déduit :

det(B) = det(B") = det(—B) = (—1)"det(B)

donc r est pair, puisque det(B) est non nul.

a) (1) = (it) : Soit f € A(E), B = (e1,...,en) une base orthonormale de E et A = (a;,;) = Mat(fB). On a :

Vi, j, ai; = (ei| f(e;)) = —(flei) |ej) = —aj;
donc A est antisymétrique.
(#4) = (4i7) est évident.

(143) = (1) : soit B une base orthonormale de E telle que A = (a; ;) = Mat(fB) € A,(R). Pour z,y € E dont les colonnes
de coordonnées dans la base B sont notées X et Y :

(f@)|y) = (AX)"Y = XTATY = -XTAY = — (2| f(y))

donc f est antisymétrique.

b) Soit B une base orthonormale. On sait que ¢ : f —— Mat(f, B)l est un isomorphisme d’espace vectoriel de L(E) sur
M,,(R). Comme A, (R)®S,(R) = M,,(R), on en déduit que ¢~ (A, (R))® ¢~ (Sp(R)) = L(E), soit A(E)BS(E) = L(E).

¢) On peut écrire d’une unique fagon f = a + s avec a € A(E) et s € S(E). On a alors f* = —a + s, donc :
Va,y € B, (f(x) |y) = (a(@)|y) + (s(z)|y) = —(z]aly)) + (z]s(y)) = (z[ [ (y))-

On a ensuite :

si x € Ker(f*) et y = f(2) € Im(f), (z]y) = (x| f(2)) = (f*(2)|2) = 0; on a donc Ker(f*) C (Im(f))*;

siz € (Im(f))*, ona:

Yy e E, (y|f*(x)) =(x[f(y)) =0
donc f*(x) = 0, puisqu’il est orthogonal a tous les éléments de E, d’ott Ker(f*) = (Im(f))~;

o sixz=f*(y) € Im(f*),ona:
Vz € Ker(f), (z]z) = (z]f"(y)) =(f(z)]y)=0
donc z € (Ker(f))* et Im(f*) € (Ker(f))*;

cette inclusion est une égalité car les deux sous-espaces ont méme dimension (finie) :
dim ((Ker(f))*) = n — dim(Ker(f)) = dim(Im(f)) = n — dim ((Im(f))*) = n — dim(Ker(f*)) = dim(Im(f*))

On a par ailleurs vu passer : rg(f) = dim(Im(f)) = dim(Im(f*)) = rg(f*). Cela donne une méthode vectorielle de
démonstration de la propriété rg(A") = rg(A), quand A est carrée.

d) eSoitz€ Ftetye F.Ona:

(f(@)|y) =~ (2| f(y)) =0carz € F" et fy) € F.
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F1 est donc stable par f dés que F est stable par f. On peut aussi dire que si B; est une base orthonormale de F,
complétée par By en B = By U Bs base orthonormale de E, la matrice de f dans la base B est de la forme (61 g) car I
est stable par f; comme cette matrice est antisymétrique, B = 0 et F'- = Vect(Bs) est stable par f.
e Soit A une valeur propre (réelle) de f et x un vecteur propre associé. On a

Mzl = (f(2)|z) = — (2] f(x)) = —Allz||?
donc A =0 car = # 0. La droite engendrée pas z est alors stable par f.

e Supposons que f n’ait pas de valeur propre (réelle). Comme f? € S(FE), f? posséde au moins une valeur propre \,
associée & un vecteur propre x. Les vecteurs x et f(x) sont indépendants (z est non nul et f n’a pas de vecteur propre) :
soit P le plan qu’ils engendrent. On a f(z) € P et f(f(z)) = Ax € P, donc P est stable par f.

On peut maintenant montrer le résultat de réduction par récurrence (forte) sur la dimension de E :

e Si f € A(F) avec E de dimension 1, on fixe e; vecteur unitaire de E et Mat(f, (e1)) = (0) est de la forme voulue.

e Soit n > 2 et supposons le résultat démontré en dimension < & n. Soit f € A(F). On a donc deux cas :

1) Si f posséde un vecteur propre e (choisi unitaire), F' = Vect(e) est stable par f, donc G = F* l'est également.
L’endomorphisme g = f| ¢ est alors antisymétrique, puisque :

Yo,y € G, (9(@)|y) = (f(2)[y) == (x| fy)) = (x]g(y))-

Par hypothése de récurrence, il existe une base orthonormale B = (ey,...,e,—1) de F telle la matrice de g
dans B’ soit de la “bonne” forme. La matrice de f dans la base orthonormale (eq,...,e,_1,¢) a alors la forme
souhaitée.

2) Sinon, f posséde un plan stable P et G = P+ est également stable par f. Comme ci-dessus, on choisit une
bonne base B’ = (es, ..., e,) de G (comme 0 n’est pas valeur propre de f, la matrice de f|; sera une diagonale
de matrices antisymétriques non nulles de taille 2); si (e, e2) est une base orthonormale de P, la matrice de

Jip est antisymétrique de taille 2, sans valeur propre réelle : elle est donc de la forme (_Oa g) avec a # 0.

La matrice de f dans la base orthonormale (e, ez, €3, ...¢,) a la forme souhaitée.

Exercices X-ENS

a) Soient x € M () et y € F(p). On a p(y— =y et il existe z € E tel que © = ¢(z) — 2z, d’ou :
<zly>=<9z)—zly>=<p(@)|ply) >—-<zly>=10
car ¢ € O(E). On en déduit que M(p) C F(p)*; d’aprés la formule du rang, on a :
dim (M(9)) = n — dim (F) (¢) = dim (F(¢)*)
donc M(p) = F(p)* : les deux espaces sont donc supplémentaires et orthogonaux.

b) Montrons le résultat par récurrence sur k.
e Si k=0, nous avons M (Id) = {0} = Vect (#) donc la propriété est vérifiée au rang k = 0.

e Soit k € [[1,n — 1] et supposons que la propriété est vérifiée au rang k ; fixons (uy,...,ugy1) une famille libre de E.
Nous avons :
¢:3u1 O 08uppy = Su; ©F
avec ¢ = Sy, O -+ 0 5y, . Par hypothese de récurrence, M(y) = Vect (ug, ..., ug41). On a alors :

p(x) [ur >

v € F(v) <= () = 7 <= p(z) —2 = e < p(@)|u >

u =z < p(xr)—x=2
[ [|?

Uuq.

33



Comme ¢(z) —x € M(p) = Vect (ug, . .., ugt1), qui est en somme directe avec Ruy, on obtient :

x € F(v) plr)—x=0et <p(z)|ug >=,0
plx)y=zet <z|lup >=0
z€F(p)etx L
x€M(p)teta Lu

z € (Vect (uy, g, . .., tpi1))

reret

ce qui donne M (v)) = F(1)* = Vect (u1,us, . .., ups1) et la propriété est démontrée au rang k + 1.

c) Notons ¢ = §,, 0-+- 08y, €t 1) =, 0---0s5,,. Nous avons M (¢p) = M(p) = Vect (u,...,ur), qui est de dimension k.
Nous avons {vy,...,vx}" = F(sy,) NN F(sy,) C F(1), ce qui donne :

n—rg(vi,...,v5) = dim ({v1,...,0}") < dim (F(¢))) = n — dim (M (¢)) =n — k

soit k < rg(v1,...,v;) : Fa est une famille libre.

35)|a) Pour F sous-espace de E non réduit & {0}, notons :

_ {f(z)|z)
mr(f) = min |2
M) — (f(@)|2)

zer\{0} |lz||?

Avec F, = Vect(eq,...,e4), 0n a :

Vx:ineiqu, (f(x)|x>=2)\ o > Ag( Z = \gllz|?

i=1 i=1 i=1
avec égalité pour x = eg. On en déduit que mp, (f) = Ay(f).

Il faut maintenant montrer que si F' € Vy(E), mp < A\(f). F est de dimension ¢ et Vect(ey,...,e,) est de dimension
n

n—q+1, avec ¢+ (n—q+1) > n, donc ces deux espaces ont un vecteur 2 non nul en commun. On a alors, avec z = g Ti€;:
i=q

mpt) < LD B MOy Bt
R P = e T

La quantité mp(f) est donc, pour F' € V,(E), maximale quand F' = Fy, ce qui prouve que mg(f) est bien défini et que

mq(f) = Aq(f).

En posant G4 = Vect(en—g+1,--.,€n), on a de la méme fagon :
Vo= Y wiei€Gy (f@]e)= D (e = Aeen() D af = Mg (Dl
i=n—q+1 i=n—q+1 1=n—q+1

avec égalité pour = = e, _q41. On en déduit Mg, (f) = A—gs1(f)-

n—q+1
Si maintenant F' € V,, F' contient un vecteur non nul de la forme z = Z x;e; et on peut écrire :
i=1
n—qg+1 n—q+1
r)|x i=1 i=1
MF(f) 2 =— 2 /\n—q+1(f) - = )‘n—q-‘rl(f)-

[l [l

12
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Ceci prouve que My(f) est bien défini et que My(f) = An—g41(f).
b) Soit ¢ € {1,...,n —1}. Pour F' € V,(H), on a, en remarquant que p € S(E) :

Ve e F, (g(x)|z) = (p(f(x))|z) = (f(2)|px)) = (f(x)[z).

On en déduit que mr(g) = mp(f) < mq(f) et Mp(g) = Mp(f) > My(f). Ces inégalités étant vraies pour tout F' € V,(H),
on en déduit :
Aq(9) =mg(g) < mq(f) = Ag(f) et An—1-g+1(9) = Mg(g) = My(f) = An—g+1(f)

ce qui donne bien
A(f) = Ailg) = Aa(f) = Xa(g) = - = Aui(9) > Anlf)

c) L’espace S(E) est muni de la restriction de la norme || || de L(E) :

vf e £(B), [f] = sup L@

z20 ||z

Soit ¢ € {1,2,...,n}. Soient F' € V,(E) et G € V,,_q11(E) tels que

A(f) = mg(f) =mr(f) et \g(9) = Mn—g41(9) = Mc(9)-

Comme ¢+ (n — g+ 1) > n, FF'N G contient un vecteur non nul x et on peut écrire :

z) |
me(£) < L e M) > (alo) )]l

d’ou :

z)|x z) | —g)(z) |z —g)(@)| ||z

M)~ M) = () - Mty < L@ LoG@2) (U= 9@)l) W =0l

] ] ] ]
d’ou le résultat demandé par symétrie.
Nous avons ainsi démontré que V'application qui & f € S(F) associe la (A1(f),...,An(f)) est lipschitzienne (et donc

continue).

36)|a) Soit By une base orthonormale pour ¢ et S = Mat(¢), By). comme S € S,,(R), il existe une matrice orthogonale P
telle que A = P~1SP soit diagonale. En notant B la base de E définie P = Pgﬂ, nous avons :

Mat(p,B) = P'I,P = P~'P = I,, et Mat(p,B) = P'SP =P~ 'SP =A

ce qui signifie que B est orthonormale pour ¢ et orthogonale pour ).

NIInl 0 N 0
b) D’apres le a), il existe une base B orthonormale pour ¢ telle que A = Mat(¢y, B) = 0 paln, : , oll

les p; sont des réels strictement positifs deux a deux distincts.
Soit f € L(E) et M = Mat(f, B). Nous avons :

fe€0(@)NOW) <= McOm)et MTAM=A <= M"'=M" et MA=AM.
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Comme les p; sont deux a deux distincts, les matrices qui commutent avec A sont les matrices de la forme A2
0
0 0 A
avec A; € M,,(R). On obtient donc :
A 0 0
0 A
f€0(p)NOW) < I(A1,...,Ar) € O(n1) x --- x O(ng), M =
: . -0
0 ... 0 A

Comme I'application f — Mat(f, B) est un isomorphisme de groupe de GL(E) sur GL,(R), on en déduit que O(p)NO(¢))
est isomorphe au groupe O(ny) X - -+ x O(ng).

37)| a) Notons f € L(R™) 'endomorphisme qui & X associe ABX. L’idée consiste & démontrer que f est symétrique
défini positif quand on munit R™ d’un produit scalaire bien choisi. Le théoréme spectral assurera que f (et donc AB) est
diagonalisable & valeurs propres strictement positives. Nous cherchons donc une matrice S € S;F+(R) telle que :

VX,Y € R", (ABX)'SY = X' S(ABY)

soit BAS = SAB. On peut alors penser & choisir S = A~ : comme A € S;F*(R), les valeurs propres de A sont strictement
positives donc A est inversible et A~! est symétrique a valeurs propres strictement positives (les vp de A~ sont les inverses
de celles de A), donc A! € S;7+(R).

La preuve est maintenant élémentaire : on munit R” du produit scalaire < X |Y >= X A~Y et f est un endomorphisme
symétrique pour ce produit scalaire. On a ensuite, pour tout X non nul :

<X|f(X)>=X"AT'ABX = X"BX >0

car B € S T(R), donc f est défini positif.

b) D’aprés le a, BC' est diagonalisable & valeurs propres strictement positives. Il existe donc P € GL,(R) telle que A =
P~'BCP est diagonale & diagonale strictement positive. On a ensuite ABC = APAP~!. Comme ABC est symétrique,
pour montrer qu’elle est définie positive, on peut penser a travailler sur une matrice congruente & ABC'; nous avons :

PT(ABC)P = PT APA

Comme A € STH(R), PT AP (matrice congruente & A) est également dans S;7+(R) ; d’aprés le a, PT APA est diagonalisable
& valeurs propres strictement positives (car A € ST (R)). La matrice PT(ABC)P est donc symétrique (car ABC l'est) &
valeurs propres strictement positives : on a PT(ABC)P € S+ (R), puis ABC € S+ (R).
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