Calcul différentiel : énoncés

Exercices CCP

Etudier les extremums de Papplication f: M —s AM? + BM? + CM?, ot A, B, C sont trois points distincts
d’un plan euclidien P.

Soit f € L(R3) et F: R3 — R3, x + z A f(x). Montrer que F est différentiable et calculer sa différentielle.

Soit f: (x,y) — f(z,y) une fonction de classe C? définie sur R2. Calculer les dérivées partielles secondes de

lapplication g : (u,v) — f(u?v?,u3 + v3) en fonction de celles de f.

Montrer que le produit scalaire et le produit vectoriel sont différentiables sur R? x R? et calculer leurs différen-
tielles.

Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes, en utilisant les changements indiqués :
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i)@fa—gﬂf —fffo u=z+y v=x—yetg= fe!
0? 0?
j) an—;;—yza—y];:O x=u/v,y =uv avec x,y >0

Eﬂ Utiliser une approximation linéaire pour calculer une valeur approchée de f(0.01,—0.02), avec

1

. 2\ o
fr(@y)— (Q+z+y )Sln($+y)—m~

—Y__ pour (z,y) # (0,0) est
/.’1,'2 +y2

Montrer que I'application f : R? — R définie par f(0,0) = 0 et f(z,y) =

continue et admet des dérivées partielles en tout point de R2. Est-elle de classe C' sur R??
On définit f par :

1+2% siy#0

Yw,y) € R, flz,y) = VI T YA

0 siy=0.

Montrer que f posséde en (0,0) une dérivée le long de tout vecteur. f est-elle différentiable en (0,0) ?



A,L,2 _y2 )
2 O (z,y) # (0,0)

0 siz=y=0
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9)[ Montrer que lapplication F' : (z,y) —> est de classe C'! sur R?,

Soient A € R et f une fonction de classe C! des R™ \ {0} dans R. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) V& e R\ {0}, V&t >0, f(tz) = t’\f(x);

n

(i) Vo € R™\ {O},Zng—xf(x) = Af(x).
i=1 ‘

Exercices Mines-Centrale: différentiabilité et dérivées partielles

Soit f : R+ R de classe C* (k > 1) et considérons I'application

F . R? — R
fly) — f(=@) -
(2,9) — e
f(x) six=y.

Montrer que F est continue. Donner un exemple de fonction f de classe D' pour laquelle F n’est pas continue.

On suppose que k > 2 : montrer que F est de classe C'. Plus généralement, montrer que F est de classe C*~! sur
R? (on pourra mettre F sous forme intégrale).

12)|Soit f: M € M,, (R) — det(M). Montrer que f est de classe C°°, puis calculer df(M) successivement pour
M = I,,, M inversible et M quelconque.

Soit f: R? — R de classe C™ telle que f(x,0) = 0 pour tout z € R. Montrer qu'’il existe g : R> — R de classe
C telle que f(z,y) = yg(z,y) pour tout couple (x,y) de réels. Que peut-on dire si la condition f(z,0) = 0 est
remplacée par f(z,32%) =07

Pour a € R? et r > 0, on note B(a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon 7 (pour la norme euclidienne).

a) Soit f: U — C de classe C? sur un ouvert U de R2. On suppose que f est harmonique sur U, i.e. que Af = 0.
Montrer que f a la propriété de valeur moyenne :

2

1
Va = (z,y) € U,Vr > 0 t.q. B(a,r) C U, f(x,y) = o f(x+rcost,y+rsint)dt.
0

b) On suppose que f est définie et continue sur la boule unité fermée B(0, 1) et que f est de classe C? et harmonique
sur B(0,1). Montrer que |f]| atteint son maximum sur le cercle unité.

+oo
15)| Soit Z anz" une série entiere de rayon R > 0 et soit f sa somme, définie sur U = {z € C, |z| < R}. On
n>0
notera f’ la somme de la série dérivée, également définie sur U.
of

0
a) Montrer que f est de classe C! et donner une relation entre —f et —. En déduire que si f ne prend que des

Or oy

valeurs réelles, f est constante.



flz+h) - f(2)
h

b) Montrer que pour tout z € U, tend vers f’(z) quand le complexe h tend vers 0.

2 _ 2
Soit F: R? = R, (z,y) — aiy% si (z,y) # (0,0) et (0,0) — 0.
T Y

a) Montrer que F est de classe C*.
O*F 0’F

92y et Dy en (0,0). Que peut-on en déduire ?

b) Montrer que F' admet des dérivées croisées

17)| L’espace R™ est muni de la norme euclidienne canonique.

a) Soit f: U — R de classe C?, ou U est un ouvert de R™. On suppose que f atteint un maximum local en
a € U. Montrer que pour tout h € R™, I'application t — f(a+th) est de classe C? sur un voisinage de 0 et que sa
0% f
6xi6xj
pour tout X € R", X" H¢(a) X < 0. Qu'en déduit-on pour le laplacien de f en a?

dérivée seconde en 0 est négative. En déduire que la matrice Hy(a) = < (a)) est négative, i.e. que
1<i,j<n

b) Soit U un ouvert non vide borné de R” et f: U — R telle que :
e f est continue sur U,
e f est de classe C? sur U ;
e Af=0sur U.

1
Montrer que pour tout p € N*, la fonction f, : =+ f(z) + = ||z||* ne peut atteindre son maximum dans U. En
p

déduire que sup f = sup f(z).

U Fr(U)
+oo
18)| (Mines 18) Déterminer le domaine de définition D de f(x,y) = Z In(1 + 2°™ + 3°™) et montrer que f est de
n=0

classe C! sur D.

Soit f : U — R de classe C?, avec U ouvert de R™. On convient de noter z1,...,, les variables de f.
a) Soit a = (a;)1<i<n € U et 7 > 0 tel que B(a,r) C U. Pour h = (h;)1<i<n tel que ||h|| < r , montrer que

fla+h) = fla) + gh / L o th .

b) En déduire que f admet en tout point un développement limité & ’ordre 2, que I'on explicitera en fonction des
dérivées partielles de f.

20)| Montrer que l'application

f: R? — R
rsiny —ysinx
(@y) T2y, O (z,y) # (0,0)
0 sinon

est de classe C1.

Soit f: R? — R de classe C? telle que Af = 0. On définit g : (r,0) — f(rcos®,rsin@).



2 2m
Montrer que r% (r?ﬁ) + % =0 et en déduire que by ; f(rcosf,rsinf)dd = £(0,0) pour tout r € R.

Soit f: R™ — R de classe C" telle que 1) tend vers +o0o quand x tend vers l'infini, c’est-a-dire :

]|

VA€ER, 3B >0, Vx € R, IIJ:IIZB:>J|C|§:’|1|)2A.

a) Montrer qu'’il existe g tel que V f(zg) = 0.

b) Montrer que x — V f(z) est surjective de R™ dans R™.

Exercices Mines-Centrale: équations aux dérivées partielles

Pour S = <Z i) matrice symétrique réelle non nulle, soit ’équation :

(Es) : aaQ—f +2b ' Jrcan

Ox? oxdy ' Oy? =0

ou l'inconnue f: R?+—+ R est une fonction de classe C2.

Pour P = (?; ?) € GL3(R), considérons le changement de variable :

X =ax+ Py

Y =~z + dy
Montrer que f est solution de (Eg) si et seulement si la fonction g définie par g(X,Y) = f(x,y) est solution de
(Er) ot T = PSP".

En déduire que I’équation (Eg) se rameéne a l'une des équations suivantes :

2 2
09 09 _ 2)

0%g
(1)8X2 Y2

0X?

=0 (3)

Soit k € R. Déterminer les fonctions continues u : RT — R, de classe C? sur R** telle que Papplication

F: (z,y,2) —u (\/1’2 +12 + 22> vérifie :
{F(0,0,0) =1

AF(z,y,z) =k F(x,y,z) pour tout (z,y,z) non nul.

of

a—(:z:, y) = sin(z? + y?) est bornée sur R2.
Y

0
Montrer que toute solution de I’équation xa—f(x, y)+y
x

On note U I’ensemble des (z,y) de R? tels que z > 0. Pour f : U — R fonction de classe C*>°, on pose :

%(ﬂﬂ,y) +yg(fﬂ,y)~

G(f)(wy) == 5



a) Soit @ un réel, f : U — R une fonction de classe CT>° non nulle. Montrer que f est un vecteur propre de G
pour la valeur propre a si et seulement si f vérifie, pour tous (z,y) € U, t >0 :

f(tl',ty) = taf(l‘,y).
b) Montrer que tout réel a est valeur propre de G et décrire les vecteurs propres associés.
¢) Résoudre dans C* (U, R) 'équation :

z2@+2x 0z + 2@
Oz y@xay Y Oy?

+ 2% 492 =0.

Indication : utiliser G o G.

Exercices Mines-Centrale: recherche d’extremums

27)| Soit P un plan affine euclidien et A, B,C trois points non alignés de P. On note f lapplication M
AM + BM + CM.

a) Montrer que f atteint sa borne inférieure en un point M.

b) Montrer que f est de classe C! sur O = P\ {A, B,C} et calculer le gradient de f en un point M de O. Montrer
que, selon la position des points A, B, C, deux cas sont possibles :

e il n’existe aucun point en lequel la différentielle de f est nulle.
e il existe un unique point en lequel la différentielle de f est nulle.

Dans les deux cas, quel est le minimum de f et en quel(s) point(s) est-il atteint ?

Soit v : R — R? un arc paramétré de classe C'. On suppose :
e que v est de classe C! et ||7/(s)|| = 1 pour tout s € R;
e qu’il existe L > 0 tel que v(s1) = v(s2) si et seulement si s; — s3 € LZ;
e que la partie bornée délimitée par le support de 7y est convexe.
On note T' = v(R) le support de ~.
a) En quels points 'application f : R3 — R est-elle différen-
(s0,81,82) = Y(s0)7(s1) +7(s1)7(s2) + 7(s2)7(s0)

tiable 7 Quelles sont les dérivées partielles de f en de tels points?

b) Montrer que f est majorée sur R® et qu’elle atteint sa borne supérieure M en un point (so, s1,s2) tel que
0<sp<s1 <sy<L.

¢) Quelle propriété possede la trajectoire y(sg),v(s1),7v(s2),v(so) relativement a I' ?

Soit f: U — R de classe C? et a € U, ou U est un ouvert de R". Pour tout vecteur h = (h;)1<i<n € R™, on

0% f
note H,(h) = E (a)hih;.
1<y 005
a) On suppose que v : |—r,r[ — U est un arc paramétré de classe C? tel que v(0) = a.

£ (). o)
Donner la forme du DL de f o~ en 0 a 'ordre 2.



b) On suppose que f atteint en a¢ un minimum local. Montrer que la fonction H est & valeurs dans R™.

>*f *f
¢) On suppose ici que n = 2 et on note r = —5(a), s = a) et t = —=5(a). On suppose que a est un point
) pp q a:c%( ) 8$18x2< ) ax§< ) ppose q p

critique de f tel que rt — s < 0. Montrer que f n’atteint pas d’extremum local en a.

0% f

Soient E un espace euclidien de dimension n > 2, S sa spheére unité, U un ouvert contenant S et f: U — R
une fonction différentiable. On suppose que la restriction de f a S admet un extremum local en xy. Que peut-on
dire de V f(z0)? En déduire une démonstration du théoréme spectral en appliquant, pour v € S(E), le résultat
précédent a application f: x+— (u(z)|x).

Exercices X-ENS

(X) a) Trouver les f € C*(R?,R) telles que :

0 0
Va,y,z € R, —f(ac,y,z) =322 + dyz + 2y, —f(x,y,z) =dzx + 22 + 2,

of
=L —4 .
o 9y P (z,y,2) =4day +y

0
b) Que se passe-t-il si on remplace la derniére condition par —f(x, y,2) =07

0z
. 1 3 A oy , . N 8
¢) Soient u,v,w dans C'(R? R). A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur (u,v,w) le systéme e
z
0 0
U, —f =, —f = w posseéde-t-il une solution ?
oy 0z

d) Le résultat du c) subsiste-t-il si ’'on remplace R? par un ouvert quelconque de R3?

x
32)|Soit f: R* — R de classe C!, strictement convexe et telle que J|c|(|) tend vers 400 quand z tend vers 'infini.
x

On note (x| y) le produit scalaire canonique de deux vecteurs x,y de R¥.
a) Montrer que pour tous x,y éléments distincts de R¥, (Vf(y) — Vf(z) |y — z) > 0.

b) Montrer que & — V f(x) est bijective de R¥ sur lui-méme, puis que sa réciproque est continue (V(f) est ainsi
un homéomorphisme de R* sur lui-méme).

f(z)
]

(L) Soit f € CY(R™,R). On suppose que I'application Vf est injective et que tend vers +oo quand x
tend vers l'infini.

a) Montrer que pour tout z,y € R™ distincts, f(y) > f(z) + (Vf(z) |y — x). En déduire que f est strictement
convexe.

b) Montrer que V f est un homéomorphisme de R™ sur lui-méme.



Calcul différentiel : corrigés

Exercices CCP

Comme f(M) tend vers l'infini quand M tend vers 'infini, f atteint un minimum global en un point My. Comme
f est de classe C*, le point M est un point critique de f. On a d’autre part :

Donc AMy + BMy + CMy = ﬁ et My est 'isobarycentre des points A, B et C.

Comme Mj est le seul point critique, f n’a pas d’autre extremum (méme local).

On obtient tres facilement le DL :
Fl@+h)=(@+h)ANflx+h)=zAf(x)+hAf(z)+zAf(h)+hA f(h)=F()+ p(h)+o(h)
en posant ¢ : h — hA f(x)+xA f(h) (¢ est bien linéaire de R? dans R?), puisque ||hA f(h)|| < ||| x||f(R)]| = o(h)
car f(h) —= 0 (f est linéaire donc continue, puisque R? est de dimension finie).
—

F est donc différentiable sur R? et Vo, h € R®, dF(z)-h=hA f(z) +z A f(h).

Il suffit d’appliquer la regle de la chaine :
%

R gu(u, )= g(uv Jud 4 v )uv2+3gy(u2v u® +v3)u?
a—g(u,v)—Qa—f(u21)2 u® + 03 u v—|—3af(uv u® + v3) v?
v T Y
On a ensuite :
8—29(u )—4ﬁ(u2v ud + v uot +12 0°f (uv?,u® +v )u3v2+9ﬁ(u2v2 u® +v*) ut
ou? 0x? 5 0x0y 5 oy?
+2a—£(uv u® +v3) v? +68£(uv Jud + v u
2 2 2
ag( )=4 J;(uQU u® +0? )u3113+68f (u?v?, u® 4+ v3) uv(v® + u?)
Vu,v € R, Oudv Ox a2 Jdxdy 5
+98y£(UQU2 ud +v )u2v2—|—46£(uv ud + v uw
&g *f Pf 5o f 5 4
29 Sy -ar 12 s
902 5 (U, v) &E?(uv ud 4 v )af + pe ay(uv ua—;v) —|—96y2(u1} Jud o)
+2%(uv7u +v3) u? —|—68y(uv Jut + v

La bilinéarité donne directement les DL (pour x,y, h, k € R3) :

<z+hly+k>=<z|ly>+<z|k>+<h|ly>+<h|k>
N—_——

—¢(h,k) —o(h,k)

(@+h)ANy+k)=zAy+axANk+hAy+ hAk.
=y (h,k) =o(h,k)

ou les applications linéaires ¢ et ¢ sont les différentielles de nos deux applications en (x,y).

5)|a) En posant = 2u et y = —u + v (par exemple), et g(u,v) = f(x,y) = f(2u, —u +v), on a :

of of
2 PR — —
Ve,ye R 2—=—(x,y) By

o @(u,v) =0.

= R
(z,y) =0<=Vu,v € e



Les fonctions g solutions de cette équation s’écrivent :
g: (u,v) — ¢(v) avec p € C*(R,R).

La solution générale de 1’équation est donc :

[ (%y)&w(;wﬂLy)

ol ¢ est une fonction quelconque de classe C' de R dans R.

b) On travaille ici soit sur Pouvert Uy =]0, +oo[xR, soit sur Pouvert U_ =)0, +oo[xR. Le membre de gauche de
I’équation nous fait penser a travailler en coordonnées polaires : on pose x = rcosf et y = rsinf avec r > 0 et
el onl=]—n/2,7/2]ou|n/2,3m/2] selon que lon est sur Uy ou sur U_. En posant g(r,0) = f(rcos6,rsinf),

I’équation devient :
V(r,0) €]0,4+o0[xI, r %(n 0) = tan#.
Cette équation se résout en :
g: (r,0) — In(r) tan 6 + ¢(6) avec ¢ € C*(I,R).
Comme 6 — tan 6§ est un difféomorphisme de [ sur R, on peut aussi écrire la solution sous la forme :

g: (r,0) — In(r) tan + ¢ (tan ) avec ¢ € C* (R, R).

En revenant a f, nous obtenons la solution générale de I’équation :

2,2
fi(xy)— W—F“J}(%) avec ) € C'(R,R).

c¢) On utilise encore les coordonnés polaires (sans trop se poser de question sur le domaine de travail). L’équation
s’écrit cette fois :
9g

or

g: (r,0) 2 \/cos? 0 + sin® 0 + p(#) avec ¢ de classe C*.

Si on se limite au domaine U = R? \ {(91:,0)7 x < 0}, on peut noter Arg(z,y) Pargument principal de (z,y) (i.e.
I'unique 6 €] — 7,7 tel que x = rcos® et y = rsin@ avec r = \/x2 + y2. L’application Arg est alors de classe C*
et la solution générale de I’équation sur U s’écrit :

r,0 r(cos3 0 + sin® 6),
= (

ce qui s’integre en :

[ (z,y)— \/x?’—i—y +9(Arg(z,y)) avec ¥ € C*(R,R).

e) On utilise le changement proposé, mais il faut commencer par déterminer deux ouverts U et V tels que l'ap-
u? + v?
2
cette notion n’est plus au programme). On peut choisir U = Rx]0, +o00[ et V =]0, +oo[xR, I'image réciproque de

x € V par etant u v) = , On pose ensuite g(u,v) = , :
(r) € Vpar ¢ ( \/1+y2 \/1+y> P 4 ( \/1+y2 \/1+y)

est de classe C! sur U et 1’équation devient :

plication (u,v) — ,) soit bijective de U sur V' (on devrait méme parler de difféomorphisme, mais
v

u? 4+v? dg
Y (u,v) € U, " %(u,v)—o

qui s’integre en g(u,v) = p(v) avec ¢ de classe C*.
La solution de I’équation initiale sur V est alors :

f: (a;,y)ng( 2) avec ¥ € C*(]0, +oo[, R)

_r
1+y



2
(les fonctions de la forme ¢ (,/sz) avec p € C1(]0,+0o[,R) sont exactement les fonctions de la forme
)

P (1—fy2> avec 1) € C*(]0, +oo[, R), la correspondance bijective entre ¢ et v s’écrivant :
Vt >0, @(t) = 1(V2t) ou Vs > 0, 9(s) = p(s?/2).
f) L’application ¢ : (u,v) — (u,uv) est une bijection de U =10, +co[xR sur lui-méme, d’inverse ¢! : (x,y) —
(x,y/x). Comme ¢ et p~! sont de classe C?, on peut faire le changement de fonction inconnue g = fo¢ : I'inconnue
f de classe C? de U dans R devenant 'inconnue g de classe C?, toujours de U dans R. On a, en appliquant la regle
de la chaine : o2 o2 o2 e
g o°f o°f o f
V(u,v) €U, W( ,U) = 922 amay(u,uv)Jrv W(u uv)
donc I’équation a résoudre est équivalente a :

(u, uv) 4 2v

2

9y
Y (u,v) € U, %(u,v) =0

dont la solution générale est :
Y (u,v) € U, g(u,v) = @o(v)u+ 9(v) avec ¢, € C*(R,R).
Les solutions de I’équation initiale sont donc les fonctions de la formes :
Y Y
fr(@y—=09 (*) T+ (*)
T T
ol ¢ et 1 sont deux applications quelconques de classe C? de R dans R.
g) Notons U l'ouvert de R? d’équation (2z > y). Pour (z,y) € U, nous avons :

y—.’l?

(z = u® + v, :u—i—v)(:)( :uv,y:u+v).

) . N P N p . P . -
La résolution de ce systéme est donc équivalente & la résolution de Péquation X2 — yX + . Comme le

+ /22 — 32
%,En

notant V I'ouvert de R? d’équation (u < v), Papplication ¢ : (u,v) — (u? + v, uv) est une bijection de V sur U,

d’inverse :
)%<y—\/2x—y2 y+\/2x—y2>
2 ’ 2 '

discriminant de ce trindéme est strictement positif (il vaut 2z — y?), il a deux racines distinctes

et (ay

Comme ¢ et ¢! sont de classe C?, on peut poser g = f o et on a :

d%g 0*f

(u,v) = duv—= (u® 4+ v, uv) + 2(u + v) °f (u? + 0% uw) + 0°f
oudv "’ Ox2 Yy ’

ay?

Y (u,v) €V, (u? + v?, uv)

0z0

et I'équation devient :

v (u,v) €V, g (u,v) 2 (E)
— = —2uv
’ " Oudv
La solution générale de cette équation est :
2,2
g: (u,v) — — 5 o(u) +¥(v) avec @, € C*(R,R),

d’ou la solution générale cherchée :

[ (x,y)%—Mﬂp(y—\/%—yQ)+w(y+\/2x—y2),

8

en modifiant 1égérement les fonctions ¢ et ¢ pour supprimer les facteurs 1/2.

La résolution de I’équation (E) n’est en fait pas si évidente que cela, et nous allons prendre le temps de la détailler.
Supposons que g € C(V,R) soit une solution de (E).



0%g

Oudv

Pintégrer sur le segment [v — 1, u], ce qui donne :

e Soit (u,v) € V. L’application ¢t — (t,v) est définie et continue sur | — oo, v[, nous pouvons donc

dg g, B /u B 2 2
P (u,v) P (v—1,v) = - 2tvdt = —u v + (v — 1)v.
Nous obtenons donc :
99 o Y )2
V(u,v) €V, 81)(”’”)7 uv+8v(v 1,v) + (v —1)%v.

0
Notons a I'application de classe C! sur R qui & v associe —g(v —1,v) + (v — 1)%v et soit ¢ une primitive de

ov

a : 1) est une application de classe C? de R dans lui-méme.

0
e Pour (u,v) € V, nous pouvons maintenant intégrer ’application ¢ — 8—g(u,t) sur le segment [u + 1,v], ce
v

qui donne :
v U2’l}2 u2(u+ 1)2
o) = gluut )= [ (-attra(n)a= -1 T w) — blut 1),
u+1 2 2
u?(u+1)? B

En notant ¢ l'application de classe C? sur R qui & u associe ¥(u + 1), nous obtenons bien

2
I’expression annoncée pour g.

u?v?

Réciproquement, si ¢,v € C*(R,R), application g : (u,v) — —4= + p(u) + P(v) est trivialement de
classe C? et solution de 1'équation (E) sur V.

h) Nous devons imposer a # 3 pour que ¢ : (z,y) — (x + ay,x + By) soit un changement de coordonnées. Le
changement de fonction inconnue g = f o ¢! nous donne la nouvelle équation :

2 2 2

2979 22979 _
(a + 2ba + @) u2+2(a+b(a+ﬁ)+a6) uv+(a+2b6+6) vzv—O (E).

Nous devons choisir « et 5 de sorte a simplifier cette équation, en annulant certains coefficients de cette équation.
Deux cas vont donc devoir étre distingués :
o sib?—a >0, le trindme a + 2bX + X2 a deux racines réelles distinctes, que nous choisissons pour valeurs de

2
= 0 en simplifiant par 2(a + b(a + 8) + aff) = 4(a — b?) # 0. La

9%g
solution de 1’équation est donc, en remplacant « et 8 par leurs valeurs :

a et B. L’équation (E) s’écrit alors

oudv

Vz,y € R, f(m,y):w(x—l—(—b—i—\/bQ—a)y)+¢(m+(—b— bQ—a)y) avec o, 1) € C*(R,R).

e si b2 —a = 0, nous choisissons 3 égal & la racine (double) du trinéme, i.e. B = —b et a quelconque distinct
2

de . (E) s’écrit alors % = 0, puisque 2(a + b(a + ) + aB) = 2(a — b?) =0 et a + 2ba + a? # 0 (B est la

seule racine du trindéme). La solution de I’équation est donc :

Va,y €R, f(z,y) =¢(z —by)(z + ay) +(z — by) avec ¢, € C*(R,R).

i) L’équation s’écrit :
VY (z,y) € R? 4e‘y—a2g (x+y,z—y)=0
’ ’ Audv ’

ce qui donne :
V(z,y) € R, f(z,y) = (p(z +y) +¥(zr —y)) e¥ avec p,9 € C*(R,R).
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j) Ce dernier calcul est le plus méchant, car I’équation vérifiée par la nouvelle fonction g n’est pas triviale et on ne
peut pas se contenter de calculer, comme souvent, les dérivées partielles secondes de g. Nous devons donc écrire

f(z,y) = 9(\/Ty, /x/y) et remplacer dans I’équation de f, ce qui donne :

9%g — dg
vxay>0a —ym(ﬁ, I/y)+ y/fﬂ%(\/l'i, M)ZO

L’équation est donc équivalente a :

0 dg B
Vu,v >0, 3 (—uau(u,v) + g(uw)) =0.

Si g est solution de cette équation, on peut poser :

0
V> 0, p1(u) = =22 (u,1) + g(u, 1)

et p1 € C1(]0, 400, R) avec :
0
Vu,v >0, _uj(u,v) +g(u,v) = p1(u).

Oou
A v fixé, nous devons résoudre équation différentielle —zy’ +y = o1 (z) avec y de classe C* sur ]0, +oc[, dont la
solution générale est y(z) = (K + p(z))x avec K € R et  une primitive de Papplication & — —“’;—(f) sur |0, +o0].

Comme u — g(u,v) est solution de ’équation différentielle, il existe une fonction 1 : |0, +o00[— R telle que :

Vu>0, g(u,v) = (¥(v) + ¢(u))u
et les applications ¢ et ¢ sont de classe C? sur [0, +oo[, puisque I'on a :

g(u,1)

Vo >0, p(v) = g(1,v) = (1) et p(u) = —¥(1).

Ainsi, toute solution de (E) est de la forme (u,v) — (¢(v)+¢(u))u avec ¢, € C?(]0, +o0o[, R) et, réciproquement,
les fonctions de cette forme sont solutions de (E). La solution générale de 1’équation initiale est donc :

Va,y>0, f(z,y) = /Ty <¢ (ﬁ) + ¢ (@)) avec ¢, € C*(]0, +00[,R).

Maintenant que la solution a été trouvée, on voit que la méthode la plus simple aurait été de poser :
1 U
Yu,v>0, h(u,v) =—f (f,uv)
U v

puisque qu’on a alors :
0%h 1 8%f su 0%f /u
Vi >0, go () = — 55 (5ow) Ty ()

2

dudv 0-

et I'équation devint

On a f(0.01,-0.02) ~ f(0,0) + gf

X

of
(0,0) x 0.01 - =

22(0,0) x 0.02 = —140.01 —0.02 = —1.01 = a.
Y

On peut vérifier que £(0.01,—0.02) = —1.009604082 + 10~°.

Nous avons |f(z,y)| < /a2 + y? ( ﬁ ) 0, donc f est continue en (0,0). Comme elle est de classe continue
z,y)—(0,0

sur R? \ {(0,0)}, comme composée de fonctions continues, f est continue sur R?.

D’autre part, f est de classe C* sur R?\ {(0,0)}, comme composée de fonctions de classe C!, avec :

11



of Y 2%y y?
V(z,y) # (0,0), %(fﬂay) = Nz T (2 + y2)32 - (22 + y2)3/2

On montre ensuite facilement que f est dérivable partiellement par rapport & x en (0,0) :

f(tvo)_f(()?()):o 0.

t t—0

f admet donc une dérivée partielle par rapport & z sur tout R?, avec :

2 3
Y -y _ Y .
V(x,y) c R2, g(x’y) — /1'2 +y2 - (x2 +y2)3/2 - (:CZ +y2)3/2 S1 (l'ay) 7é (070)
X
0 sinon

Cette dérivée n’est pas continue en (0,0), puisqu’en posant z =0 et y = ¢, on a :

of _t° of
%(Oat) =P o 1# %(070)

f n’est donc pas de classe C' sur R?.

8)]Si u = (a, 8) € R?, on a, avec a = (0,0) et t # 0 :

fla+tu) — f(a) _ a“1+gz siB#0;
t

0 si 8=0.
f admet donc en a des dérivées le long de tout vecteur, avec :

a2
a1+ — si 0
Y= (0,5) € B, fl(a) = 7 7
0 sif=0
On en déduit que f n’est pas différentiable en a, car lapplication ¢ : u — f/(a) n’est pas linéaire (on peut
remarquer que les dérivées partielles de f en a sont nulle (on prend u = (1,0) et u = (0,1)) alors que ¢ n’est pas
nulle).

OF
Nous allons montrer que F est dérivable par rapport a x et que — est continue sur R%2. Comme F(z,y) =

OF
—F(y,x), F sera également dérivable par rapport a y avec 0 continu : f sera de classe C* sur R2.
Y

y(z* — y* + 42%y?)
(mQ _|’_ y2)2

F
En (z,y) # (0,0), F est dérivable par rapport a x et 8—(Q:,y) = . En (0,0), on a :

ox

F(h,0) — F(0,0)
h =0 h—0 0

oF
5-(0,0)=0.

donc F est également dérivable par rapport a x en (0,0), avec

F
— est continue sur R? \ {(0,0)} (comme composée de fonctions continues) et, en munissant R? de sa norme

x
euclidienne canonique :

oF

=6||(z,y)|]| —— 0==—(0,0
(2, )] eson V= 3200

OF
%(CL',JJ)

12



oF
donc % est continue sur R? et F est de classe C'.
x

10)| Supposons que (i) est vérifiée. En dérivant la relation par rapport & ¢, nous obtenons :
n af A—1
Vo e R™\ {0}, Vt >0, Zmz tx)—)\t f(x)

ce qui donne la propriété (ii) quand ¢ = 1.

Supposons que (ii) est vérifiée. Alors la fonction ¢ : t — f(tx) — t* f(x) est de classe C* sur |0, +oo[ et :
vt >0, ¢'( sz 6371 (tx) — MM f(2).
En multipliant par ¢, nous obtenons :
Vi >0, to'(t Zmz — MM f(2) = M (tx) — M f(z) = Ag(t)

¢ est donc de la forme ¢ — Kt* et K = 0 car (1) = 0 : la propriété (i) est donc démontrée.

Exercices Mines-Centrale: différentiabilité et dérivées partielles

F est continue sur R? \ A, en notant A la diagonale d’équation (z = y), comme composée d’applications
continues. Si a € R, il existe, pour tout (z,y) € R?, un réel ¢ € [z,y] tel que F(x,y) = f'(c) (T.AF.siz # y et
c=zsiz=y). Onadonc:
F(z,y) = f'(c) —— ['(a) =F(a,a)
(z,y)—(a,a)

car f’ est continue : F' est continue en (a, a).

Si f est D! sans étre C', F n’est pas continue, puisque z — F(x, ) n’est pas continue. On peut donc choisir

I 9U’_>{a:28in(1/ac) sixz#0

0 ] , qui est dérivable sur R mais dont la dérivée n’est pas continue en 0.
six=

L’astuce consiste a écrire, pour x # y :

Faw =— [ Fwa= [ r-9armas

et cette égalité est encore valable quand = = y; nous obtenons ainsi une expression plus réguliere de F :

1
Vo,y €, R, F(z,y) = / (1= s)x + sy)ds.
0

Appliquons le théoréme de Leibniz. Pour y fixé et a > 0, quand (s, z) décrit [0, 1] x [—a, al, (1 — s)z + sy décrit un
segment [ : notons M = max |f”(t)]. Nous avons :
€

e Vz € [—a,al], s— f'((1 —s)z + sy) est continue et sommable sur [0,1];

o Vs e [0,1], 2 — f'((1 — s)x + sy) est de classe C*! sur [—a,a];

e Vs €0,1], Vx € [—a,al, (,% (f'(1=8)x+sy))| =1 —s)f"(1 —8)x+ sy)| < M et M est sommable sur
[0, 1].
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L’application  — F(x,y) est donc de classe C! sur chaque [—a,al], donc sur R (en particulier, ' admet une
dérivée partielle par rapport & x en tout point) avec :

1
Vx,y € R, gi(x,y):/o (1—35)f"((1 - 8)z + sy)ds.

1l reste & montrer que cette dérivée partielle est continue par rapport & (z,y) (le théoréme de Leibniz prouve
seulement qu’elle est continue, & y fixé, par rapport a x). C’est une conséquence du théoréme de continuité des
fonctions définies par une intégrale : pour a > 0, nous avons

e V(z,y) € [~a,a]?, s+ (1—35)f"((1— s)x + sy) est continue sur [0,1];

o Vs e [0,1], (x,y) — (1 —8)f"((1 — s)z + sy) est continue sur [—a, al?;

e Vs € [0,1], Y(z,y) € [~a,a],> |(1—5)f"((1—s)z+sy)| < M et M est sommable sur [0,1], avec M =
max | ()]

donc %—f est continue sur chaque [—a, a]?, donc sur R2.

Par symétrie, F' est dérivable par rapport a y et %—5 est continue sur R? : F est de classe C!.

Si f est de classe C**1, on montre que F est de classe C* par récurrence sur k (preuve identique), en montrant
que pour 7,5 € Ntelsquei+j ==k, ona:
oary
OxtdyJ

(z,y) = /0 (1 —s)is? fOHIFTD((1 — 5)2 + sy) ds.

112)| f est de classe C° car elle est polynomiale en les coefficients de la matrice M (on peut aussi dite que f est la
composée de fonctions C*° : chaque M —— m; j, la somme et le produit de R?).

Calculons les dérivées partielles de f en I, : pour i,j €,{1,2,...,n},

det(I, +tE; ;) —det(l,) |1 sii=j
¢ |0 sii#j

of

8mi,j

1 sii—i
donc (In) = { "7 On en déduit :

0 sii#£j
of
VH € Mu(R), df(M)-H = 3 =

om
1<i,j<n ©J

(In)hij =Y hi; = Tr(H).
=1

Si M est inversible, on peut écrire :
f(M + H) = det(M)det(I, + M 'H) =det(M) (1+ Te(M 'H) + o(H)) = f(M) + det(M) Te(M ' H) + o(H).
On peut simplifier cette expression : det(M) Tr(M ~1H) = Tr(*Com(M)H), ce qui donne :

VM € GL,(R), df(M): H+— Tr(*Com(M)H).

Enfin, comme f est de classe C! et que GL,(R) est dense dans M,,(R), cette expression est encore valable pour
M quelconque.

Pour M € M, (R), il existe une suite (M}) de matrices inversibles qui converge vers M.
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Premiére preuve (avec des normes d’applications linéaires) : comme df est continue, df(Mjy) tend vers df(M).
Cela entraine en particulier que pour tout H € M, (R), df(My) - H tend vers df(M) - H, car :

[df (M) - H = df (My) - H| = | (df(My) = df(M)) - H| < ldf (Mie) = df (M)]| x [H] ———— 0.

On a donc :
df(M)-H = Egé Tr(*Com(My)H) = Tr(*Com(M)H)

par continuité des applications A — Tr(A), A — Com(A), A— 'A et (A, B) — AB.

Seconde preuve : par continuité des dérivées partielles, on a :

0 0
df(My)-H= ) mf (Mi)hij ——— mf :
— y

1<i,j<n 4 1<4,5<n

(M)hi; f (My) - H

et on conclut de la méme fagon.

f(z.y) ;

Sass si 0

Il ne faut surtout pas poser g(z,y) = {afy( 0) si y7 o car nous aurions beaucoup de mal & atteindre le
8731 Z, S1yYy =

caractere C* de g. L’astuce consiste a transformer P'écriture de f(x,y) pour faire apparaitre naturellement le
facteur 1/y. Pour (z,y) € R? tel que y # 0, on a :

B yai B 1g
fa) = @0+ [ Fanar=y [ D

T
0o Oy

et cette égalité est encore valable quand y = 0. On définit donc :

1
Va,y € R, g(z,y) :/ ?(x,sy) ds
o Oy

et on montre par récurrence que g est de classe C* pour tout k. On utilise pour cela les résultats :

1
e sip:(s,m,y) €[0,1] x R? — ¢(s,z,y) est continue, ® : (z,y) — / (s, z,y)ds est continue;
0

1
o si¢:(s,z,y) €10,1] x R — p(s,z,y) est de classe C1, @ : (z,y) — / o(s,x,y)ds est de classe C! et
0

on peut dériver partiellement sous le signe intégral.

Pour le premier résultat, on fixe a > 0 et ® est continue sur [—a, a]? par application du théoréme de continuité des
fonctions définies par une intégrale (sur le compact [0,1] x [—a, a]?, on majore |p(s,z,y)| par une constante, qui
est sommable sur [0, 1]). ® est donc continue sur tout [—a,a]?, donc sur R?.

Pour le second résultat, on commence par dériver partiellement par rapport a x grace au théoréme de Leibniz;
poury€Reta>0,ona:

a) Vo € R, s — ¢(s,x,y) est continue et sommable sur [0,1];

b) Vs € [0,1], x — (s, z,y) est de classe C! sur [—a, a], de dérivée x — gﬁ(s,x,y);
x

0
c) Yz € [—a,al], s —> —w(s,x,y) est continue sur [0, 1] et dominée par une constante ([0, 1] x [—a,a] x {y} est

compact), qui est sommable sur [0, 1].

On en déduit que pour tout y, z — ®(z,y) est dérivable sur tout [—a, a], donc sur R, i.e. que ® est partiellement
dérivable par rapport a x, avec :

oD L op
V:U,y ERv %(x,y) 7\/0 %(Saxﬂn ds.
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0P
Le premier point prouve ensuite que cette dérivée partielle est continue sur R?. Par symétrie, Em est également
Y

définie et continue sur R? avec .
0P dp
VIC,?JGR, a5 LY :/ 5. 8T,y ds
5 @0 = [ Gz
et @ est de classe C1.

On en déduit ensuite facilement par récurrence que g est de classe C* pour tout k& € N* et que 1'on peut dériver g
sous le signe intégral :

Vit e N v R 6i+jg 1 jai+j+1f d
) €N, Vo, y € KR, 8(Ei8yj (x7y)_/(; § W('xvsy) S.

Si maintenant f vérifie f(x,3z?) = 0 pour tout z € R, on pose F(u,v) = f(u, 3u? 4+ v) pour tout (u,v) € R% F est
de classe C™ et F'(u,0) = 0 pour tout u € R. La question précédente prouve qu’il existe G de classe C*° telle que
F(u,v) = vG(u,v) pour tout (u,v) € R2. On a alors :

Va,y € R?, f(z,y) = F(z,y — 32°) = (y — 32*)G(z,y — 327).

L’application g : (z,y) — G(x,y — 32?) est de classe C™ et vérifie Vo,y € R, f(z,y) = (y — 322)g(z,y).

a) Soit r > 0 tel que B(a,r) C U. On définit
27

@ 36[0,7“}1—>2— f(x + scost,y + ssint) dt.
T Jo

Le théoréme de dérivation sous le signe intégral s’applique facilement : ¢ est de classe C? sur [0, 7] et pour s € [0, 7]

o f 0% f
tilisant —= =——=):
(en utilisant que 92 ay2)
1 [ 0 0
o(s) = — cost—f(x+scost,y+ssint)+sint—f(x+scost,y+ssint) d¢
2 0 6.%‘ 8:[/
o'(s) = 1 o (coth—sinzt)&(erscost y + ssint) + 2sint cost 0 (x 4+ scost,y + ssint) | dt
27 Jo Ox? ’ Oxdy ’

On peut avoir I'idée de faire des I.P.P. pour transformer ¢’ :

2

2m 8f af
/ cost ——(x + scost,y + ssint) dt = sint(m—i—scosty—i—ssint)]
0 ox ox

0

2 2 2
7/ sint fssintﬂ(erscost + ssint) + scost o7 (x + scosty + ssint) | dt
0 Ox? Y Oxdy Y

27 9 32f 82]0
=s sin“t—=(x + scost,y + ssint) —sintcost T+ scosty + ssint) | dt
| (s A 1y + ssin?) o v ssin))

et de méme :
27

2 6f af
/ sint —=(z 4 scost,y + ssint)dt = |—cost ——(z + scost,y + ssint)
0 Yy dy

0

2m 2 2

/ t -2 (0 4 scost,y+ ssint) + scostod (x4 scosty + ssint) | dt

— —cost | —ssint——=(x + scost, ssin scost—=(x + scos ssin
0 Oyox 4 Oy? 4

27 azf 9 (:)2]0
:8/0 —sintcostaxay(m—|—scost,y—|—ssint)—cos tﬁ(x—l—scosty—l—ssint) dt
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de qui donne :
Vs € [0,7], ¢'(s) = —s¢"(s)
Sur ]0, 7], cela donne I'existence d’'un constante K telle que ¢’(s) = —. comme ¢’ est continue sur [0,7], K = 0 et
5
@ est constante : on a en particulier
1 2w

— flz+rcost,y+rsint)dt = ¢(r) = ¢(0) = f(x,y).
2 0

b) Comme |f| est continue sur le compact B(0, 1), elle est bornée et atteint ses bornes : il existe donc a € B(0,1)

tel que |f(a)]= sup |f(z)]=M.Sia= (z,y)€ B(0,1), on a d’aprés la question précédente :
z€B(0,1)
1 2
fla) = — flx+rcost,y + rsint)dt
2T 0
27
pour tout r € [0,1—|a| [. Comme r — — f(z+rcost,y+rsint)dt est continue sur [0,1— |a| ], cette égalité

2m
est également valable quand r = 1 — |a| = r¢. Nous avons alors, pour r € [0,7¢] :

1 2

1 2m
f(x +rcost,y+rsint) dt’ < 2—/ |f(z 4+ rcost,y+rsint)|dt <M = |f(a)l.
™ Jo

(@)l =

2r Jg

On en déduit que la fonction ¢t — M — | f(xz 47 cost,y + rsint)|, qui est continue et positive, a une intégrale nulle
sur [0,27] : elle est donc nulle. La fonction |f| est donc constante sur B(a, 7o) : ce disque contient un point qui
appartient au cercle unité et M est donc atteint en un point du cercle.

15)[a) Soit y €] — R, R[. On peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe > a la série

Z an(z +iy)"

n>0

sur U'intervalle I = } —V/R2 — 32, \/R?2 — 2 [ :
e pour tout n, u, : T+ a,(x +iy)" est de classe C* sur I;

. E un(2) converge simplement sur [ ;
n>0

e pour tout [—a,a] C I, la série g u;,(x) converge normalement, donc uniformément, sur [—a, a] :
n>0

n—1
Vn € N*, Vx € [—a,a], |u,(x)| < nla,| (\/a2+y2) =ay,

et a, est un terme général de série convergente, car \/a? + y2 < R et R est le rayon de convergence de la
série dérivée E (n+1)aps12".
n>0

Nous avons donc montré que f était dérivable par rapport a x sur U, avec :

veet, 2Ly = S n + Dansrs” — F
z € ’%(z)_;(n+ Jani12" = f'(2)

On montre de méme que f est dérivable par rapport a y sur U, avec :

of = ,
VzeU, 8—y(z) = zZ(n + Daps12" =if'(2).
n=0
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Comme ces deux dérivées partielles sont continues sur U (ce sont les sommes de séries entieres de rayon R), f est
de classe C.

Si f est a valeurs réelles, ﬁ et g sont également a valeurs réelles et g = zg donne g = ﬁ = 0; comme U
or oy or oy or 0Oy

est un ouvert convexe, f est constante.

b) On peut écrire le développement limité de f en z, avec h = hy + iho :

of of

flz+h) = f(2) + 57 ()ha + @(Z)hz +o(h) = f(2) + f'(2)h + o(h)
On en déduit donc : Feth) - (o) )
= f(2) + S f(2).

oF
16)|a) Nous allons montrer que F est dérivable par rapport & x et que — est continue sur R?. Comme F(z,y) =

oF
—F(y,z), F sera également dérivable par rapport a y avec — continu : f sera de classe C! sur R2.

dy

y(zt — y* + 42?y?)

oF
En (z,y) # (0,0), F est dérivable par rapport & = et %(x,y) = RSP . En (0,0), on a :
F(h,0)— F(0,0
(0 -FO0) _,
h h—0

OF
donc F est également dérivable par rapport a x en (0,0), avec a—x(O, 0)=0.

e est continue sur R? \ {(0,0)} (comme composée de fonctions continues) et, en munissant R? de sa norme
x
euclidienne canonique :

oF oF
— =6 — 0= —(0,0
o @) =6l )| —— 0= 50,0
oF . 9 1
donc 7 est continue sur R* et F' est de classe C*.
T
b) On a :
50y~ 5500 —y-0_ | .
Yy Yy y—0

donc —gjai (0,0)

a) Comme U est ouvert, il existe 7 > 0 tel que B(a,r) C U. 1l existe ensuite n > 0 tel que |[nh|| < r : la
fonction g : t — f(a+th) est alors définie sur ] — n,n[ et de classe C2, comme composée de deux applications de
classe C2.

_ t?

Comme g atteint un maximum local en207 ona ¢'(0) =0 et le DL g(t) — g(0) = 4 ¢’(0) +o(t?) prouve que g"(0) < 0
(sinon, g(t) — g(0) serait équivalent & & g(0) quand ¢ tend vers 0, quantité strictement positive pour ¢ non nul).

La régle de la chaine (appliquée deux fois) donne 0 > ¢”(0) = ZT<i,j<1 %(a)hihj = 'h H¢(a) h; nous avons
donc prouvé que la matrice (symétrique) Hy(a) est négative.

En particulier, les termes diagonaux de H(a) sont négatifs, donc Af(a) = Tr(H(a)) < 0.

b) Si f, atteignait son maximum en un point a de U, on aurait Af,(a) < 0, ce qui serait absurde car

2n_2n

Afpla) = Af(a) + == = >0
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On en déduit qu’il existe a, € U \ U = Fr(U) tel que Vo € U, f,(ap) > fp(x).

Comme U est borné, Fr(U) est un fermé borné, donc un compact de R”. La suite (a,) posséde une valeur d’adhérence
a € Fr(U), limite d’une sous-suite (ay,(p))p>0- On a alors :

1
©(p)

_ 1
Vo €T, % €N, fau) + s aoml = Fotn @) = foin (o) = fa) + —= lal?

ce qui prouve, en faisant tendre p vers l'infini, que f atteint en a son maximum sur U.

Si|z| > 1ou |yl > 1, In(1 + 22" + y?*) tend vers +oo und n tend vers +oo : la série diverge grossierement.
Sinon, 0 < In(1 + 2°™ 4+ 4?") < 22" + 3?" et la série converge, par théoréme de comparaison des séries & termes
positifs (les séries géométriques Z(xz)” et Z(yz)" convergent).

n>0 n>0

Pour y €] — 1, 1], on peut appliquer le théoréme de dérivation & la série de fonctions Z In(1 + 22" + ") :
n>0

:“n(m)
e chaque u,, est de classe C! sur I =] —1,1[;
® > .~oUn converge simplement sur I ;

e pour a € [0,1], >, 5 u,, converge normalement, donc uniformément, sur [—a, a :

n>0 “'n
2nx2n71
/ _ 2n—1
Vl’ c [—a,a], VTL S N, |Un(x)| = ‘14—1‘2”—}-3}2” S 2na
et >, 50 2na®" "1 converge.
On en déduit que f est dérivable par rapport & x en tout point de U =] — 1,1[2, avec :
+oo 2n—1

af nx
V(@,y) €U, 5 (z,y) =2 nZ: T+ f o

2n—1
ne

Pour a € [0, 1], cette dérivée partielle est continue sur A = [—a, a|x]—1, 1], puisque chaque (z,y) — ———————

[0,1] p [—a,a]x] [, puisq que (z,y) T r 2 g7
est continue et qu’il y a convergence normale sur A :

2n—1
* nr 2n—1
V(x,y)GA, anN, m §2na

0
On en déduit que or est continue sur chaque [—a,a]x] — 1,1[, donc sur U.

ox

0
Par symétrie, f est dérivable par rapport a y sur U et a—f est continue sur U : f est donc de classe C* sur U.
Y

On peut obtenir un DLy en intégrant un DL;. Fixons a € U et r > 0 tel que B(a,r) C U Pour h = (hy, h2) € R?
tel que ||h|| < r, considérons l'application ¢ : [0,1] — R . Comme ¢ est de classe C'', on peut
t —  fla+th)
écrire :
o t(of of
fla+h) = f(a) +/ o' (t)dt = f(a) +/ ((a—i—th) hi + = (a +th) h2> dt.
0 0o \Oz dy
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Comme f est de classe C?, ses dérivées partielles sont de classe C'! et elles admettent des DL & Iordre 1 :

rarn = s@+ [ ((Z@+ Gh@m+ 2L @ima + e

+ (ZJ;( )t 5 §y< )thy + Z 3(@)the + |th|€2(th>> y) ¢

0? 02 02
= @) +agt@ g 5 (Ghan v ag @ + San)

/ (thiei(th) + thiea(th)) dt

=R(h)

Il reste & montrer que le reste R(h) est bien négligeable devant ||h||> quand h tend vers 0; pour ¢ > 0, il existe
n €]0,r[ tel que :
Vh e R, ||l <n = |lex(P)]| < € et [le2(R)]] < e.

On en déduit que pour h tel que ||h|| <n, on a :

112
2

1
[[R(R)]] S/ th [|e1(th)]]+th3 [lea(th)]] | dt < €
0 ——— ———

<e <e

ce qui traduit que R(h) = o([|h[[?).

Cette preuve se généralise facilement & la dimension n; si f est de classe C? sur un ouvert U de R", f admet en
tout point @ un DL a l'ordre 2 :

fla+h) = +Z@x %a a)hih; + o(||h||?)

1<7,,]<n

o0 f

On reconnait dans cette expression la forme quadratique associée a la matrice Hy(a) = ( DO )) (Hf(a)
(Al 1<i,5<n

est la hessienne de f en a). Quand f est & valeurs dans R, on peut écrire le DL sous la forme :

flat B) = f(a) + Vf(a) - b+ 5 By ()h+ ol 1)
On peut utiliser ce résultat pour démontrer que :
e si f atteint en @ un minimum local, Vf(a) =0 et H¢(a) € S;7(R);
e si f atteint en a un maximum local, Vf(a) =0 et H¢(a) € S,, (R);
e si Vf(a) =0et Hs(a) € S;/*(R), f atteint en ¢ un minimum local strict;

e si Vf(a)=0et Hs(a) € ;) (R), f atteint en @ un maximum local strict.
CP : en dimension 2, en notant Hy(a) = (Z i) en un point critique a, on a :

e sirt —s? >0, f atteint en @ un extremum local strict (un maximum si a < 0 et un minimum si a > 0) ;
e sirt — s? <0, f natteint pas d’extremum local en a (on parle de point col) ;

e sirt — 52 =0, le DL a I'ordre 2 ne permet pas de conclure.
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f est de classe C! sur U = R?\ {(0,0)}, comme composée d’applications de classe C, avec :

aof (y* — 2?)siny — (yz? + y*) cosz + 2xy sinx
7($ay) = 2 212
O (@ +9?))

Y(z,y) €U,
af( ) (22 — y?)sinz + (2y? + 2) cos ¢ + 2wy siny
z,y) =
oy Y (@ + 7))

0
Nous allons montrer que f est également dérivable partiellement par rapport en x en (0,0) et que 8—f est continue
x

0
n (0,0). Le calcul étant symétrique pour I’étude de a—f, nous aurons démontré que f est de classe C! sur R2.
Y

f(,0) = £(0,0) =0 0 donc %(O, 0) est définie et vaut 0. Il reste & démontrer :

Tout d’abord
out d’abord, 0 5 o

(y? — 2?)siny — (yz? + y®) cosx + 2wy sinw 0
(% +9%))? (2,9)—(0,0)

Nous allons utiliser un développement limité des fonctions sin et cos au voisinage de 0 et poser r = y/x2 + 2 :

O () = (> —2*)(y + O(y*)) — (y2* + y*)(1 + O(2?)) + 2zy(z + O(%))
Oz (2 4+ 92))?
_ W7 —2?)0W) + (y2® + y*)O(a?) + 22y0(a”)
(22 1 y2)?

Il faut se méfier des notation de Landauﬂ quand on manipule une variable vectorielle : ici, les O représentent des
fonctions d’une seule variable réelle. Par exemple, O(z3) peut aussi s’écrire 23y (z) avec ¢; fonction bornée au
voisinage de 0. On en déduit qu’il existe a > 0 et My, Mo, M3 > 0 telles que :

of (v + 2?)|yP My + (lyl=® + |yl*)a? M3 + 2y2* M;
2
Yep) € o\ (0.0), [ < el
< r(My+M;+2M;) ———— 0
(z,y)—(0,0)
of of 2. £ o o O sup R2
o et By sont donc définies et continues sur R* : f est de classe C* sur R~.

Par composition, g est de classe C? et la régle de la chaine donne, pour tous r,6 € R (en notant x = r cos 6 et
y =rsinb) :

r@(r, 0)=r <cos Qa—f(z,y) + sin&af(z,y))

or Or dy
puis :
92 2 92
% <rgi> (r,0) =r (cos 98 J;(x,y) + QSiHHCOSG;xafy (z,y) + sin 98 JQt(ac,y)) +COSQ%((£,y) + sin@%(x,y).
De méme, toujours pour tous r,0 € R :
% (r,0) = —rsin 9% (z,y) + rcos Hgy(x, Y)
puis
2 92 2 2
geg(r 6) = 72 sin’ 98 é(x,y) —2r? sin@cosé);;éfy(x y) + 72 cos 92 ]20( YY) — rcos@%(x,y) — rsin@%(x,y),
. . e . of o(r®) o X
1. On pourrait avoir envie d’écrire ici z = O(r), y = O(r) puis —~(z,y) = —;— = O(r) ——————— 0 mais il faut s’attendre &
Ox r (x,5)—(0,0)

avoir des questions sur l'utilisation de ce O(r) avec r qui est une fonction de la variable vectorielle (z,y).
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92 02 f

ce qui donne bien, avec la condition —= = ——=, la relation demandée.
Ox? Oy>?
27
Posons ¢ : r+— f(rcos,rsin@)df. Comme f est de classe C1, on peut appliquer le théoréme de Leibniz,
0
en fixant un intervalle I = [—a,a] de R :

e pour tout @ € [0, 27], r — g(r,0) est de classe C* sur I;
e pour tout r € I,  — g(r,8) est continue et évidemment intégrable sur [0, 27] ;

e pour tous r € I et 6 € [0,27], on a :

dg B
i) =

T COS Gg(r cos@,rsinf) + rsin Gﬁ(r cos @, rsin 0)‘ <a sup
or 8y z24y2<a?

af(x,y)‘+ sup g‘;(%y)D=M

ox 22+4y2<a?

et la fonction § — M est continue et intégrable sur [0, 27].

27 ag
or

appliquer, de la méme facon, le théoréme de Leibniz pour démontrer que v : 7 — r¢’(r) est de classe C*, avec :

2m 9 b
vr e R, ¢'(r) :/0 g (rai’(r, 9)) de.

En utilisant la relation démontrée, nous obtenons :

¢ est donc de classe C! sur chaque [—a,a], donc sur R, et Vr € R, ¢'(r) = (r,0)df. On peut ensuite

VreR, r(r) = —
0

car 6 — g(r,0) est 2m-périodique, ainsi que sa dérivée.

On en déduit que ¢’ est nulle sur R*, donc 1 est constante sur R, soit r¢’(r) = ¥(r) = ¢(0) = 0 pour tout r € R.
Ainsi, ¢’ est nulle sur R*, donc ¢ est constante sur R, ce qui donne :
2m
1 1

1
VreR, — flrcosf,rsinf)dd = — p(r) = — ¢(0) = f(0,0).
2m Jo 2m 2m

22)]
a) Comme f(x) tend 400 quand z tend vers I'infini, il existe r > 0 tel que :
Ve e R, ||lz|| > r = f(z) > f(0).

En notant K la boule fermée de centre 0 et de rayon r, f est continue sur le compact non vide K, donc elle y est
minoré et y atteint sa borne inférieure : il existe a € K tel que :

Ve e K, f(z) > f(a).

On a alors, pour x € R" \ K, f(z) > f(0) > f(a) car 0 € K. Ainsi, f atteint en ¢ un minimum global et a est un
point critique de f : Vf(a) = 0.

b) Soit u € R™. L’idée consiste & définir une fonction auxiliaire g telle que Vg(z) = Vf(z) — u, et d’appliquer la
question a) a g. On pose donc :

g: v— f(z) = (u, )
Ona:
Vo € R", Vh € R", g(x+h) = f(z+h)—(u,z+h) = f(x)+(V f(z), h)+o(h)—(u,x)—(u, h) = g(x)+(V f(x)—u, h)+o(h)
donc g est de classe C! avec Vg(x) = Vf(x) — u pour tout x € R™.

On a d’autre part, en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

gla) o fl)  Wuw )| _ f(z)

el = Ml lzll el

~ fJull ——— +oo.

On peut donc appliquer & g la question a : il existe z tel que Vg(x) = u, i.e. tel que Vf(z) = u : V[ est surjective.
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Exercices Mines-Centrale: équations aux dérivées partielles

On a f(z,y) = g(ax + By, vz + dy), donc :

>’f L% dg 5 0%g
aa%zf(x, Y) =« aX(:;z(owc + By, yx + dy) + 20‘75an (asc;— By, yx + dy) + v 72 (oz:ca—i; By, yx + dy)
_ 9 g
axay( ) = aBas(az+ By, vz + 8y) + (ad + By) 5o (az + By, v + 8y) + 70 55 9 (ax + By, va + 5y)
' (z,y) = =5 ' (ax + By, yx + dy) + 20 i’ (az + By, vz + 0y) + 6° = it I (ax + By, vz + 5y)
8y2 ’ 0X? 0X9oY 0Y?

On en déduit que f est solution de (Eg) si et seulement si g est solution de Er, avec :

B ac? + 2baB + ¢f? acy + b(ad + B8v) + ¢B6
~ \aay +b(ad + B7y) +cB6 ary? 4 2by8 + cb?

et un calcul élémentaire montre que T' = PS'P.

Comme S est symétrique réelle, elle est congruente a une matrice de la forme :

10 10 1 0
n=x(y §) m=x(y o) m=(s )

On peut le voir soit en appliquant la méthode de réduction de Gauss, soit en diagonalisant S dans une base

8 2) ; si A (resp. @) est non nul, on peut le

remplacer par +1 en divisant le premier vecteur (resp. le second vecteur) de la nouvelle base par /|A| (resp. par

VInD-

Quand T = T; ou T = Ty, 'équation (Eg) se ramene & (1) ou (2). La matrice T3 est congruente a Ty = ((1) é)

orthonormale : il existe une matrice Q € O2(R) telle que ‘QSQ = <

(Ty admet 1 et —1 pour valeurs propres), donc le dernier cas nous raméne & I’équation (3).

il,) i) On applique la méthode de réduction de Gauss :

Application numérique avec S = (

EXAX = 2% + 6xy + 5y = (= + 3y)? — 4y* = (z + 5y)(z + )

On fait donc le changement de coordonnées :

G)=CE0-G 06

N———
=Q
1 /—
et on atQ1SQ ! = (1?2 162). En choisissant P = Q™! = 1 ( 51 _11>7 i.e. en posant X = I (—z +y) et
2 62 82
= % (5z — y), 'équation a—]; + 6(9%(‘; + 56—]; = 0 devient any =0, en posant g(X,Y) = f(x,y). Ainsi, la

solution générale de de I’équation (Eg) est :

flz,y) = g(X,Y) = o(X) + oY) = p1(—2 +y) + 1 (52 — y)

avec ¢1,%1 : R — R applications quelconques de classe C2.

24)| Pour (z,y, z) # (0,0,0), aF(x Y, z) = ___* v (\/xz +y2+ 22) puis :
or /22 + 42 + 22

aQF SCZ 2+22
@(%y,z)Z72u”(\/x2+y2+z2)+( Y u’ (\/x2+y2+22)

22+ y2 + 22 22 + 32 + 22)3/2
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Par symétrie, on obtient :

2
AF(z,y,2) =u" (\/1’2 +y2 + 22) b (\/xz +y2+ 22) )
/I2+y2+22

2
F vérifie les conditions imposées si et seulement si u(0) = 1 et Vr > 0, u”(r) + = u'(r) = ku(r). Pour résoudre
r

I'équation différentielle, on remarque que ru”(r) + 2u'(r) — kru(r) = v"(r) — kv(r), en posant v(r) = ru(r). On
obtient donc les solutions :

e sik > 0, on pose w = vk et la solution générale de Iéquation sur |0, +oo[ est u(r) = — (Ash(wr) + Bch(wr)),

sh(vVEr)
VEr

S|

soit u(r) = , pour avoir u continue en 0 et u(0) = 1;

sin(v—kr)
V—kr

e si k <0, on obtient comme ci-dessus u(r) =
o sik=0,u(r)=1

Remarque : si on ne pense pas a poser v(r) = ru(r), on peut aussi chercher les solution de 1’équation différentielle
sh(wr) A sin(wr) ch(wr) cos(wr)
ou ou

r T
sont également solution et ainsi retrouver toutes les solutions sur ]0,+oo[ (qui forment un espace vectoriel de
dimension 2).

sous forme de série entiere et reconnaitre les solutions A , puis deviner que

25)| Soit f une solution de I’équation aux dérivée partielle. Nous allons travailler en coordonnées polaires, en
définissant g : (r,0) — f(rcosf,rsinf). Par composition, g est de classe C* sur R? et :

dyg - of . . O0f . .2
vr,0 € R, rar(r,ﬂ) frcos@ax(rcosﬂ,rsmﬁ)—|—rsm98y(r0059,rsm9)fsmr .

On en déduit donc, pour 0 € R fixé :
2

dg sinr
YY) =
vr > 0, o (r,0) .

On peut donc écrire :

2
" sin t2 sin u

vr > 1, g(r,0) = g(1,0) +/

1

dt = f(cosf,sin6) —l—% /
1

u

“sinu

Comme a — du est continue sur [1, +-00[ et a une limite (finie) en +o00, cette fonction est bornée. D’autre

1 u
part, f est continue, donc bornée sur le cercle unité : il existe ainsi M > 0 tel que
vr > 1, V0 € R, |g(r,0)] < M.
Ceci prouve que f est bornée sur {(z,y), 2% + y? > 1}, donc sur R? puisque f est continue donc bornée sur le

compact {(z,y), ¥*> +y? < 1}.

26)|a) Pour (z,y) € U et t > 0, notons ¢, ,(t) = f(tz,ty) — t*f(x,y). ¢ est de classe C et Vt > 0, t¢/(t) =
0 2]

txa—i(tx, ty) + tya—g(ta:, ty) — at® f(z,y).

Supposons que f est un vecteur propre associé a a : G(f) = af. On a donc :

VE >0, t'(t) = G(f)(tx, ty) — at®f(z,y) = a (f(te, ty) — 1" f(2,y)) = ap(x).

¢ est donc solution sur lintervalle I =]0, 4o00[ du probléme de Cauchy (y’ =ay, y(1) = 0). Comme t — ¢ est
continue et ne s’annule pas sur I et que ¢t — a est continue sur I, ce probleme posséde comme unique solution la
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fonction nulle (théoréeme de Cauchy-Lipschitz pour une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1) : on en
déduit que ¢ est nulle, d’ot1 la condition demandée.

Réciproquement, supposons que f(tz,ty) = t*f(x,y) pour tous z,y € U et t > 0. A (z,y) fixé, on obtient en
dérivant par rapport a ¢ :
of of

e (tz, ty) +ya
ce qui donne G(f) = af en prenant t = 1.
b) Si G(f) = af, nous avons :

vt >0, x-— (tx,ty) = at® ' f(z,v)

Vr >0, V0 €] —n/2,7/2], f(rcos@,rsinfd) =r® f(cosf,sinb).
Il existe donc une fonction ¢ : R — R de classe C*° telle que
a/2
Va,y) €U, flz.y) = (22 +5°)" o(y/x)

(il suffit de poser ¢ : u+— f(cos(Arctan(u)),sin(Arctanw))).

Réciproquement, les fonctions de cette forme vérifie la relation f(tz,ty) = t*f(z,y). La valeur a est donc valeur
propre de GG, associée a l’espace propre :

Ker (G —1d) = {1 : (0,9) — (22 +4*)"” 6(y/2), 6 € C*R.B)}.

2+y2

¢) L’équation étudiée est linéaire et fo : (x,y) —> est une solution évidente. La solution générale de

I’équation sera donc S = fy + Sg ou Sy est la solution de I’équation homogene :
2f >*f 20 f

Nous avons (sans écrire le point (x,y) en lequel les fonctions sont appliquée pour alléger I’écriture) :

_ of  of of  of
GoG(f)(z,y) = x@x( 8x+ 3y>+y8y< e + 8y)
of  2f o o2f  2f of
(a T2 TV oz )+y(x8y0m+ 8y+8y>
_of 8f O*f O*f 9% f
= g, g, v g Y g T ey

(Ep) s’écrit donc G o G(f) — G(f) = 0. Sy est donc le noyau de G?> — G : comme les polynome X — 1 et X sont
premiers entre eux, le lemme des noyaux donne :

So = Ker (G — Id) @ Ker (G) .

On en déduit que les solutions de ’équation sont les fonctions de la forme :

72

2
fio(@y)— -2 22 G (y/x) + b))

avec ¢,1 : — R de classe C°.

Exercices Mines-Centrale: recherche d’extremums
27)|a) Comme f(M) > AM, f(M) tend vers +0o quand M tend vers l'infini. On en déduit que f est minorée et

qu’elle atteint sa borne inférieure. Pour étre plus précis, on pose R = f(A) > 0 et la fonction f est continue sur
D(A, R), disque fermé de centre A et de rayon R, qui est un compact : f est donc bornée sur ce disque et atteint
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ses borne : il existe My € D(A, R) tel que f(My) < f(M) pour tout M € D(A, R). Mais pour M € P\ D(A, R),

ona f(M)>AM > R = f(A) > f(My) car A € D(A,R) : f atteint donc en My sa borne inférieure.

b) Sur U = P\ {A, B,C}, f est de classe C* comme composée de fonctions de classe C* (la fonction J/ estde
classe C* sur |0, +00[). On peut calculer le gradient de f en faisant un développement limité :

—_— - —
\AAM’+m-um4+h) JAM2+2AM.h+HMP

¢ a
—

AM
AM <1+AM2-h—|—o(h)>

AM

et donc

AM | BM | CM b ofh)
AM '~ BM ' CM ©

f(M+h)=f(M)+<

ce qui donne :

_AM  BM  CM

M) = .
V(M) AM +BM +C’M
— — —
L t AM BM t oM étant itai tre facil t + v+ 0 si
es vecteurs u = = e = étant unitaire, on montre facilemen e =0 si
s vecteurs u AM,U B w o u , que u + v 4+ w

et seulement si ces trois vecteurs font deux a deux des angles égaux a 27 /3. En effet, en choisissant un repeére
orthonomal (u,u’), il existe 6 et ¢ tels que v = (cosB)u + (sinf)u’ et w = (cosp)u + (sinp)u’ et la condition
s’écrit :

cosf+cosp+1=0
sinf 4+ sinp =0

1
ce qui impose § = —p mod 27 et cos = —5

En supposant que le plan P est orienté et que (A, B, C) est direct, un point M € P\ {A, B, C} est un point critique

de f si et seulement si les angles (M A ,MB ) et (MB ,MC ) sont égaux & 2m/3. La condition (M A, MB) = 27/3
traduit que M appartient & un arc de cercle délimité par A et B et de centre O, ou O est le point de la médiatrice

de [A, B] tel que (OA ,OB ) = —2n/3 (et donc (AB ,AO ) = —x/6). Cet arc de cercle est contenu dans le cercle
circonscrit au triangle équilatéral (A, B,C") (le points C’ étant du coté opposé a C) :
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Les points critiques de f sont donc les points situés & I'intersections des trois arcs de cercles, (AB), (BC) et (CA).
En effet, si (AB) et (BC') se coupent en un point M distincts de B, M sera également sur ’arc (C'A), puisqu’on
aura :

2
(MA,MB):(MB,MC):?W

et (MA ,MB)+ (MB ,MC')+ (MC ,MA') = 2r.

—
Le vecteur @ tangent & l’arc de cercle (AB) en B fait un angle —27/3 avec AB :

N
w/3
A ;; /6 ;; B
(7/

P e
Pour que les arcs (AB) et (BC') se coupent en un point distinct de B, il faut et il suffit que 'angle B = (AB , BC')
soit strictement inférieur & 27 /3. Nous avons donc deux cas :

ler cas : si l'un des angles du triangle, par exemple B est supérieur ou égal & 27w /3, f n’a pas de point critique :
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Elle atteint donc son minimum en 'un des points A, B ou C. Comme BC < AC et BA < AC, on a f(B) < f(A)
et f(B) < f(C), donc f atteint son minimum en B.

Second cas : si les trois angles du triangle sont strictement inférieurs & 27/3, les trois arcs de cercles se coupent
en un unique point My, qui est le seul point critique de f, comme sur le schéma ci-dessous :

/ \

A B
e
Il reste a montrer que f est bien minimale en M ; si M est un point quelconque de P, on a en notant u = j%g ,
— ey
v BM et w= CMy , on a d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

~ BM, CM,
s — —
uw-MA < MA, v-MB < MB etw-MC < MC.

En appliquant la relation de Chasles et en sommant, nous obtenons :

(u+v+w) MMy +u-MgA +v-MyB +w-MyC < f(M)
———
=0 =f(Mo)

soit f(Mp) < f(M).

28)|a) Pour un point A fixé, étudions la différentiablité de ¢ : s — Av(s). Cette application est dérivable en tout

_ Ay(s) A(s)

T / ad
e = cos(Ay(s),7'(s)) (car 7'(s) est unitaire).

point s tel que A # v(s), avec ¢'(s)
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L’application f est donc différentiable en tout (sg, s1, s2) tel que les points y(sg) , y(s1) et y(s2) soient deux a deux

distincts, avec :
: IR —

§5 (50,1, 52) = cos(y(s1)7(s0) .7/ (s0)) + cos(3{s2)7(s0] .7 (s0))
FL (50,51, 82) = cos(y(s0)v(s1) ;7' (1)) + cos(y(s2)7(51) 7' (51))

FL (50,51, 52) = cos(7(50)7(s2) 7 (52)) + cos(y(s1)7(s2) , ¥ (s2))

b) L’application g : I'® — R qui a (A, B,C) associe AB + BC + CA est continue. Comme I" est un compact de
R2, g est bornée et atteint son maximum M en un triplet (Ao, Bo, Cp). Si Bg = Cp, on remplace Cy par un point
C{, distinct de Ag et de By. Nous avons ainsi, par inégalité triangulaire :

AgBy + AgBy = M > g(Ag, By, Cpy) = AgBy + AoCy + BoCy > AgBy + Ay By

donc le maximum de g est également atteint en (Ag, By, C{)). Par symétrie, ceci permet de supposer que les trois
points Ag, By, Cy sont deux & deux distincts. Quitte & réordonner ces points, on peut alors choisir sg, s1, so tels
que Ag = Y(s0), Bo = v(s1) et Co = y(s2), avec 0 < 59 < 1 < s3 < L : f est bien majorée et atteint sa borne
supérieure en (sg, 1, S2).

¢) Comme f atteint son maximum en un point ou elle est différentiable, sa différentielle en (sg, s1, s2) est nulle.
Les formules du a) montrent que la trajectoire associée est une trajectoire de billard, puisque les “rebonds” sur T’
se font en respectant les lois de la réflexion de Descartes.

a) f et v sont de classe C?, donc § : t = fo~(t) = f(x1(t),...,7,(t)) Pest également. On a :

vie] =l 70 = 3 2L = aren) -+
i=1 v

puis, en dérivant une seconde fois :
! - af " - a2f ! / 1 /
vee]—rrl, 8'(t) =) 5y, (V)i () + > 2,22 (V(0)z;(0)i(2) | = df(v(2)) - 7" (t) + Ho (7' (1))
i=1 g j=1 "7

On peut donc écrire :

2

t2 ¢
3(t) = 8(0) + t3'(0) + 7 6”(0) + o(t*) = f(a) + df(a) - 7/(0) + df(a) -v"(0) + Ha(7'(0)) 5 + ot?).
b) Si f atteint en ¢ un minimum, on a df(a) =0 et le DL devient :
! t2 2
FOy(®) = fla) + Ha(7'(0) 5 + o(t%).

Pour u € R™ quelconque, on pose y(t) = a + tu; v est définie et de classe C? sur un voisinage | — r,r[ de 0, avec
7'(0) = u. L’application § = f o v est donc de classe C? au voisinage de 0 et atteint en 0 un minimum local.

2
Comme 0(t) — 6(0) = Hg(u) 5 + o(t?) est positif au voisinage de 0, on a H,(u) > 0 et H, est positive sur R™.

0% f

L’application H, est la forme quadratique associée a la forme bilinéaire (h,k) — Z (a)h;hj. Nous
1<i,j<n
avons donc démontré que cette forme bilinéaire est positive quand f atteint en ¢ un minimum local. La matrice de

cette forme est la matrice hessienne de f :

al'ial’j

2
si f € C?(U,R) atteint en a un minimum local, < o f (a)) € SH(R).
8Ii8$j 1<i,j<n

En considérant — f, on montre :
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82
si f € C%(U,R) atteint en @ un maximum local, ( / (a)) € S, (R).
005"/ 1<ij<n

Remarque : on aurait pu se passer du DL et remarquer que J, qui est de classe C? sur | — r, r[ et qui atteint en 0
un minimum local, vérifie §'(0) = 0 et 6”(0) > 0.

¢) La hessienne de f en a est S = (Z i
effet, si X est un vecteur propre associé a la valeur propre A de S, tXSX = )||X]||? est du signe de \; comme
S a une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement négative, il existe X; et X5 tels que
tX18X, > 0et 'X5SX, < 0. Ainsi, f n’atteint pas d’extremum local en a.

). Comme det(S) = rt — s> < 0, S n’est ni positive, ni négative. En

Nous allons montrer que V f(xg) est colinéaire au vecteur (unitaire) . Cela traduit que le gradient de f en
xo est orthogonal & la surface S au point zg, ce qui revient & démontrer que V f(z) est orthogonal & tout vecteur
unitaire u orthogonal a xg. Soit donc u un tel vecteur. L’intersection de S et du plan engendré par xy et u est un
cercle, que l'on peut paramétrer par ¢ — (cost) xg + (sint)u. En posant ¢ : t € R —— f((cost) zg + (sint)u),
nous avons :

e ¢ est de classe C! de R dans R, avec Vt € R, ¢'(t) = (Vf((cost) zg + (sint)u)| — (sint) zg + (cost)u);
e o atteint en ¢ = 0 un extremum local.

On en déduit que ¢’(0) =0, ce qui donne (V f(xg) |u) = 0.

Application : montrons par récurrence sur la dimension de E que tout u € S(F) est diagonalisable dans une base
orthonormale.

Si F est de dimension 1, le résultat est évident. Supposons que F est de dimension n > 2 et que le résultat ait été
démontré en dimension n — 1. Soient u € S(E) et f: x — (u(x)|x). f est de classe C* sur U = F et on a :

Ve,h € B, f(z+h) = (u@)|2) + (u(@) [ h) + (z|u(h)) + (hlu(h)) = f(z) + (2u(z) | h) + o(h).
—_—
=(u(z)|h)  =0(|R[?)
Cela donne donc Vz € E, Vf(z) = 2u(z).

Comme S est compact, f|g est bornée et atteint en un point e; € S un maximum global. On en déduit que 2u(e;)
est colinéaire & eq, i.e. que ey est un vecteur propre (unitaire) de u. L’hyperplan H = ej est stable par u et
v =wug € S(H). Par hypothese de récurrence, il existe une base orthonormale (e;)2<i<, de H qui diagonalise v :
la famille (e;)1<i<n est alors une base orthonormale qui diagonalise u .

Exercices X-ENS

a) Soit f une solution. En posant g : (y, z) — f(0,y, ), on définit une application de classe C! vérifiant :

x a x
fow2) =92+ [ Ghtnadt = g2+ [ G0+ s+ 29)dt = gly,2) + 0+ gz + %,
0 0

En remplacant f par cette expression dans la seconde équation, on obtient :

9y
Vy,z e R, —=(y,z2) =2z
y 9y (v, 2)
On en déduit qu’il existe une fonction h: R — R de classe C? telle que g(y, 2) = yz + h(z) pour tous y,z € R. En
remplagant enfin dans la derniére équation, on obtient h'(z) = 0 pour tout z € R, ce qui prouve I'existence d’une
constante K telle que :

f(x,y,2) = 2% +dayz + 2%y +yz + K.

Réciproquement, ces fonctions vérifient les relations étudiées.
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b) En reprenant la preuve précédente, la derniére étape de fonctionne plus, puisque l'on obtient la condition
absurde :

Vy,z € R, 4zy +y+h'(z) = 0.

On peut aussi remarquer que le probléme n’a pas de solution car si f était une solution, elle serait de classe C? et
devrait vérifier le théoreme de Schwarz :
2 32

v R3 4y = =_2
z,y,z € R° 4y axayzx(%y,d 920y

zz(x,y,z) = 0.

82 82 82 82 82 82
c) Si le systéme posséde une solution f, f est de classe C? et a—xéy = 8—;201;, a—yJ;z = 8—ZJ;y e a—ZJ;x = 893];

ou Ov Ov Ow ow Ou

z, soit :

y o 0z oy o o

Supposons réciproquement que (u,v,w) vérifie ces conditions. Si f est solution, on a pour tout (z,y,2) € R3 :

fyz) = [(0.4.2)+ / u(t,y, ) dt

y T
f(0,0,z)—i—/ v(O,t,z)dt+/ u(t,y, z)dt
0 0

z Yy T
£(0,0,0) +/ w(0,0,t) dt+/ v(0,1t, 2) dt+/ u(t,y, z)dt
0 0 0
Réciproquement, définissons f par :
z Yy T
Va,y,z € R, f(z,y,2) = / w(0,0,t)dt —|—/ v(0,t,2)dt +/ u(t,y, z) dt.
0 0 0

En appliquant le théoréme de Leibniz (dérivation sous le signe intégral), on montre facilement que f est de classe
Ct, avec :

0
%(SL’, Y, Z) = ’U,(ZL’, Y, Z)
T ou
vz R { G = [ Gl dt o0
0

of T ou Y Ov
- = — (2 dt —(0,¢
) = [ SHewdr [0 00,02

ou v . .

Comme — = —, on obtient, toujours pour tous z,y,z € R :
dy Oz

8f N T ov o T _
ax (fZ?,y,Z) - /0 %(tayvz) dt+ U(O,y,Z) - [v(tﬂyvz)]o +U(anaz) - ’U(l’,y,Z).

De méme :

of B £ Qw Y ow
&(9573/,2) - ~/O %(Lyaz) dt+A Fy(ovtv’z) +w(07072)

’LU(U], Y, Z) - U)(O, Y, Z) + ’LU(O, Y, Z) - U)(O, 07 Z) + U](O, Oa Z)

w(w,y, 2)

donc f est solution du probléme.

d) La derniére question est délicate. On peut se limiter & travailler en dimension 2 (ce sera un cas particulier
du probléme en dimension 3, en choisissant v et v ne dépendant que de (z,y) et w = 0) : pour U ouvert de
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R? et u,v de classe C! sur U vérifiant g—“ = %Z’ existe-t-il f de classe C? sur U telle que % = u et % =07

La réponse est négative quand U n’est pas un “bon ouvert”, c’est-a-dire quand U est un ouvert qui possede
un trou. On choisit U = R?\ {(0,0)} et on considére I'application f qui, & (z,y) € U, associe un argument.
Le probleme est justement qu’il n’existe pas une telle fonction qui soit continue sur U. Par contre, sur l'ouvert
V = R?\ {(z,0), < 0}, on peut définir fy qui & (z,y) € V associe I'unique argument de (x,y) strictement
compris entre —m et 7. Cette application est de classe CT°° puisqu’elle a des expressions sur chaque ouvert
Vi ={(z,y) € R?, 2 >0}, Vo = {(x,y) € R?, y >0} et V3 = {(z,9) € R?, y < 0}, qui recouvrent V :

Arctan (g) sixz>0
x
Arccos | ——— siy >0
Y(z,y) €V, folz,y) = \x2 + 42
~Arccos | ——2—— siy<0
2 1 2
Ve ty
Un calcul élémentaire donne :
%( y) = z
o IS 2 2
eV B T
Définissons maintenant : y
U(I, y) = T3 2
V() € R*\{(0,0)}, Y
v 79) 132 + y2
1 ou ov o 1
u et v sont de classe C* sur U et 90 = 92’ mais il n’existe pas f de classe C* sur U telle que df = udz 4+ vdy.
Y x

En effet, si une telle application f existait, elle serait égale sur V' a fo + K avec K constante (car f — fy est de
classe C! et de différentielle nulle sur V', ouvert connexe par arcs). On aurait alors :

VO €] — 7, x|, f(cos(8),sin(d)) = fo(cos(d),sin(f)) + K =0+ K

et en faisant tendre § vers —m~ ou 7", nous obtenons par continuité de f en (—1,0) :

f(=1,0) = lim+f(cose,sin9) =77+ K#nr+ K= hlim f(cosb,sinf) = f(—1,0)
—T

h——m

ce qui est absurde.

a) L’application ¢ : t — f(x +t(y — z)) est de classe C! sur R, avec ¢’ : t — (V(f)(z +t(y —2)) |y — z).
Montrons que ¢ est strictement convexe. Soient u,v € R distincts et s €]0, 1[. On a, en posant a = z + u(y — ) et
b=z+v(y—=x):
p(su+(1—=s)v) = flz+ (su+ (1 =s)v)(y —x)) = f(sa+ (1= s)b) < sf(a) + (1 —5)f(b) = sp(u) + (1 - 5)p(v)
carb—a=(v—u)(y—=x)#0et s€]0,1].
On en déduit que ¢’ est strictement croissante, d’ou :

(V) (@) |y —z) =¢'(0) < ' (1) = (V(f) () |y — @)
ce qui donne l'inégalité demandée.

b) L’inégalité précédente prouve que V(f) est injective, puisque V(f)(x) — V(f)(y) # 0 pour x # y.

Montrons pour commencer que le vecteur nul est dans 'image de V(f). Comme f(z) tend vers l'infini quand z
tend vers l'infini, f atteint un minimum global en un point zo € R¥ : il existe en effet R > 0 tel que

vz € RF, [|z|] > R = f(x) > f(0)
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Comme K = B(0, R) est un compact et que f est continue, la restriction de f & K atteint un minimum en un point
T, qui est ainsi le minimum de f sur R¥. Enfin, f étant de classe C, z est un point critique de f et V(f)(xg) = 0.

11 est ensuite facile de généraliser cette preuve en utilisant une fonction auxiliaire : pour tout v € R¥, considérons
la fonction g, : @+ f(z) — (u|2); gu est de classe C! (avec V(g.)(z) = V(f)(z) — u pour tout = € R¥) et g, ()
tend toujours vers +o0o quand z tend vers I'infini (car x est négligeable devant f(z) au voisinage de I'infini). Il existe
donc z,, tel que g, atteint son minimum global en z,, et ce point est un point critique de g,,, donc V(g,)(z) = 0,
soit Vf(xy) = u et V(f) est surjective.

Montrons que (V)1 est continue. Cela revient & démontrer que l'image directe d'un fermé de R* par V(f) est un
fermé (caractérisation de la continuité par I'image réciproque des fermés). Si F' est un fermé bornée de R*, F' est un
compact (R” est un espace vectoriel normé de dimension finie) et V(f) est continue, donc V(f)(F) est un compact,
donc un fermé de R*. Si F' est un fermé non bornée, le probléme va se résoudre en remarquant que ||V f(z)|| tend
vers 400 quand x tend vers l'infini. La preuve est cependant plus naturelle si I'on caractérise séquentiellement la
continuité de (V f)~1.

e Pour z,y € R* l'application ¢ : t — f((1 —t)x + ty) est convexe et dérivable, donc :

VS,t € R> @l(s)(t - S) + (p(S) < 90(15),

soit, avec s =0ett =1:
(V@) |y —2) + fx) = ¢'(1) + 9(0) < (1) = f(y)
En choisissant y = 0 et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
Vo € R, f(z) — f(0) < (Vf(2)|z) <[V f(@)]] x ||z]]
f(x) = f(0)

tend vers +oo.
|||

et donc ||V f(x)|| tend vers +oo quand ||z|| tend vers P'infini, puisque

e Soit (un)nen une suite de RF qui converge vers u € RF: pour tout n, notons z, = (Vf) '(u,) et z =
(Vf)~Y(u). Comme Vf(z,) converge vers u, la suite (z,)nen est bornée (sinon, elle aurait une sous-suite
(zp(n)) telle que ||z, (n)|| diverge vers +00 et ||V f(2,(n))|| divergerait vers 400 au lieu de tendre vers ||ul|).
Comme R* est de dimension finie, il suffit de montrer que z est la seule valeur d’adhérence de (Zn)nen pour
montrer que z,, converge vers z. Soit donc y une valeur d’adhérence de (z,,)nen, associée a lextractrice .
On a uy(n) = (Vf)(2ym)) converge vers (Vf)(y), donc u = (Vf)(y) et y = z. Nous avons donc démontré
que (Vf)™(uy) converge vers (Vf)~!(u), ce qui prouve que (Vf)~! est continue.

33)|a) Soit x € R™ et considérons 'application :

9z : Yy fly) = (VI (@) |y — ).

Comme g.(y) > f(y) = [IVf(@)|]]ly — z|| et f(y) est prépondérant devant ||y||, donc devant ||y — z||, quand ||y||
tend vers 'infini, ¢, (y) tend vers +00 quand y tend vers l'infini. Comme g, est continue sur R", elle atteint un
minimum global en un point y* € R™. D’autre part, g, est de classe C! avec Vg, (y) = Vf(y) — Vf(x) pour tout
y € R™. y* étant un point critique de g,, on a Vg, (y*) =0, i.e. Vf(2*) = Vf(z) = 0. Ainsi, par injectivité, x = x*.
Ainsi, x est le seul point en lequel g, atteint son minimum. On en déduit :

Vy € R"\ {z}, g.(y) > g(x)

Vy e R"\{z}, f(y) > f(2) + (Vf(z)|y —x) (1)

f est strictement convexe si :
Vx,y € R”,avec x 7é Y, vt 6]07 1[7 f((]' - t),CL' + ty) < (1 - t)f($) + tf(y)
Montrons que cela est équivalent & :

Vz,y € R" avec & # Y, @z, t+—> f((1 —t)z + ty) est strictement convexe.
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e Supposons que f est strictement convexe et fixons z,y € R™ distincts, t1,t2 € R distincts et s €]0, 1].

Oay((L—98)t1 +st2) = [f([L—(1—s)ty — sta]z+ [(1 — s)t1 + sta]y)

([(1 —8)(1—t1) +s(1 —ta)]x 4+ [(1 — s)t1 + stg]y)
(1= 9)[(1 = t1)x + t1y] + s[(1 — ta)z + toy])

< (1=9) f(A=t)z+ty) +s f((1 - t2)z + tay)

=Pa,y(t1) P,y (t2)

f
f
f

car f est strictement convexe ((1 — t1)x + t1y et (1 — t2)x + toy sont distincts car leur différence vaut
(t1 —t2)(z — y)) : s,y est strictement convexe pour tous = # y.

e Supposons que ¢, , est strictement convexe pour tous x # y. On choisit {1 =0 et t =1, et on a :

Vs €]0, 1], @oy((1 = 8)t1 + sta) < (1= 8)puy(t1) + spa,y(t2)

soit
Vs €]0,1[, f((1—s)z+sy) < (1 —s)f(z)+sf(y)

et f est strictement convexe.

Fixons donc z,y distincts et montrons que ¢, , est strictement convexe. Comme cette application est dérivable,
cela revient a démontrer qu’en tout point ¢ € R, la courbe représentative de ¢, , est au dessus de sa tangente au
point d’abscisse t, avec contact uniquement au point de tangence. Autrement dit, nous devons démontrer que pour
tous s,t € R distincts, on a ¢y y(5) > ey (t) + ¢}, (t)(s — 1), avec ¢} (t) = (Vf((1 —t)z +ty) |y — x). En posant
21 =(1—t)x +ty et y1 = (1 — s)x + sy, nous avons y; — 21 = (s — t)(y — x) # 0 et on peut appliquer (1) :

pry(s) = fyr) > f@1) + (V@) [yr = 21) = @ay () + (VAL =)z +1y) [ (s =) (y = 2)) = Py (t) + 05, () (s — 1)

b) La surjectivité de Vf se prouve avec la méme idée : si u € R™, Papplication g, : = — f(z) — (u]x) est de
classe C! et tend vers 4+00 quand z tend vers l'infini, donc elle atteint son minimum en un point z* qui est un
point critique de g, : on a Vg(x*) =0, soit V f(z*) = u.

Montrons grace & la caractérisation séquentielle que I'application (V f)~! est continue.

e Pour z,y € R", on a par convexité de f :
Ve e R", f(z) = f(0) < (Vf(z)|x) < |[VF(@)[] x ||l
fz) = f(0)

et donc ||V f(x)|| tend vers +o0o quand « tend vers Uinfini, puisque &
x

tend vers +oo.

e Soit (ur)ren une suite de R™ qui converge vers u € R™; pour tout k, notons z, = (Vf)  (uy) et z =
(Vf)"Y(u). Comme Vf(zy) converge vers u, la suite (zx)ren est bornée (sinon, elle aurait une sous-suite
(zo(k)) telle que ||z, || diverge vers +oo et ||V f(zy, k)| divergerait vers +oo au lieu de tendre vers ||ul]).
Comme R"™ est de dimension finie, il suffit de montrer que z est la seule valeur d’adhérence de (zx)ren pour
montrer que x converge vers x. Soit donc y une valeur d’adhérence de (zp)ren, associée a l'extractrice (.
On a uyy = (Vf)(w,k)) converge vers (V f)(y), donc u = (Vf)(y) et y = x. Nous avons donc démontré que
(Vf)~Y(ug) converge vers (Vf)~1(u), ce qui prouve que (Vf)~! est continue.
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