Equations différentielles : énoncés

Exercices CCP

eésoudre l'équation diftérentielle x(x* — 1)y’ + 2y = x“ sur chaque intervalle | — oo, —1|, | — 1,0{, |0,1] et |1, +o0|.
1)| Résoudre 1’¢ ion diffé iell 21y +2 2 h i 11 1 1,0[, |0,1 1
Peut-on recoller certaines solutions ?

"= 21+ 2y — 2% + 4t — 2
2)| Résoudre le systeéme différentiel : I/ vty ;L
Yy =—-20+Ty+2t°+7t -8

Résoudre sur |0, 7r[ I’équation différentielle y” + y = cotan x.

—2x

Vit

Résoudre 3" + 4y + 4y =
Soit f une application de R dans R. Montrer que y” + 2y’ + 2y = f posseéde au plus une solution bornée sur R.

x 1 . ) .
(on remarquera que x —» ——— est solution de 1’équation sans

V1 — 22| |1 — 22|

6)| Résoudre (1 — 22)y” — 3z’ —y =

second membre).

Exercices Mines-Centrale: équations différentielles scalaires d’ordre 1

Résoudre les équations différentielles linéaires suivantes :

a) zy’ + 3y = xsinx b) z(z? — 1)y + 2y = 22 c) 2%y’ +y = 22 d)z(z+2)yY +(x+1y=1

Soient a et b éléments de C(R, R) telles que ligl b(xz) =0et Vo € R,a(x) > X > 0.
T—To0

a) Montrer que toute solution de 1’équation (E) : ¢y’ + ay = b a une limite nulle en +oco.

b) Montrer que (E) a une unique solution de limite nulle en —oo.

Soitf : R — R de classe C! telle que : f'(x) + f(z) :l—l—m—i—ix)

avec lim, o, £(z) = 0. Donner un développement
x

asymptotique de f en 4o0.

En utilisant un changement de fonction de la forme z = 3%, montrer que I'on peut résoudre résoudre les équations
de la forme 3’ + a(zr)y = b(x)y® pour € R\ {1} (on cherchera les solution y a valeurs dans ]0, +o00[). Appliquer cette
méthode aux équations y’ —y = xy® et 3y +y = y*(cos x — sin ).

On suppose que (1, p2) sont deux solutions distinctes d’une équation différentielle (E) : 3" + a(x)y(xz) = b(x), ou
a et b sont définies et continues sur un segment I = [a,b]. On suppose que l'on dispose d’un tracé des graphes G; et Gy
de 1 et po. On fixe ¢ € [a,b] et yo € R; on note ¢ la solution de équation (F) vérifiant ¢(xg) = yo et G son graphe.
Pour z € I, comment peut-on construire géométriquement le point M, = (x, p(x)) a partir de G1, G2 et My = (20, y0) ?
Comment peut-on placer la tangente a G en M, , a partir des tangentes & G; et G en leurs points d’abscisse xg ?

112)| Soient 7' > 0 et a et b deux fonctions continues et T-périodiques de R dans R. Déterminer les solutions T-périodiques
de ’équation différentielle ' = ax + b.



Exercices Mines-Centrale: systemes différentiels linéaires

113)| Résoudre les systeémes différentiels linéaires :

cosa —sina 0 -6 5 3 1/t 3 1 ot
a) X'=|[sina cosa 0] X byX'=[-8 7 4| X+| 0 c) X7 = (2 2> X+(82t>
1 11 2 1 1 2/t
1 2 -1 2 -1 2 -1 1 0
Hx=[2 14 —2|x O X'=[10 -5 7| X nx'=(o0o -1 1]x
-1 -2 1 4 -2 2 1 0 -1

Exercices Mines-Centrale: équations différentielles scalaires d’ordre 2

14)| Montrer que 1’équation zy” 4+ zy = 1 possede, sur I =)0, 4o00[, une et une seule solution fy qui admet des limites

finies en 07 et en +o0.

Résoudre I'équation (E) : (1 — cos4x)y” + 2y’ sindx — 8y = 0, sachant qu’elle admet sur ]0, [ deux solutions u et v

vérifiant : uv = 1.

116)| On considére I’équation différentielle y” 4+ by’ + cy = 0 ot b et ¢ sont deux applications définies et continues sur un
intervalle I. Soit (¢1,¢2) une base de I’ensemble des solutions. Que peut-on dire du wronskien des applications ¢1 et g ?

Démontrer que si a et b sont deux zéros consécutifs de yi, la fonction yo s’annule une et une seule fois entre a et b.

117)| Soit f1, fo : R — R continues telles que fo > fi. Pour ¢ = 1,2, on suppose que y; est une solution non nulle de
léquation différentielle y” + f;y = 0. Montrer que si a et b sont deux zéros consécutifs de y1, yo2 s’annule sur [a,b]. On

pourra étudier le wronskien de y; et yo.
Soit f : R — R de classe C? telle que f + f” > 0. Montrer que f(z + ) + f(z) > 0 pour tout z € R.

Soient ¢1,¢s : I — R deux applications de classe C2?. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe deux applications p,q : I — R continues telles que (1, p2) soit une base de 'espace des solutions de ’équation

différentielle ¥ + py’ 4+ qy = 0. Montrer qu’alors le couple (p, ¢) est unique.

Application : trouver une équation différentielle linéaire homogene d’ordre d’ordre 2 dont les solutions sont les applications

cos 2 sinx

de la forme z — A + B
T

2




Soit (a,b) € CO(R,R) et (f,g) un systéme fondamental de solutions de ’équation y” + ay’ + by = 0. On suppose que

f est paire et que g est impaire. Montrer que a est impaire et que b est paire.

(Mines) Soit g une application continue, monotone et bornée de R* dans R. Montrer que les solutions de ¢y’ +y = g

sont bornées sur RT.

(Mines) Résoudre sur R™* 1’équation (E) : y"—2y'+y = . Montrer que toute solution y posseéde un prolongement

1
VT T

a R de classe C'!, noté . Déterminer un équivalent en +oo de la solution y telle que §(0) = 0 et 7'(0) = 1.

23)| Soient a,b € C([u, v],R) et f une solution non nulle de 1’équation différentielle " + a(t)x’ 4+ b(t)z = 0. Montrer que f

admet un nombre fini de zéros.

Soient a > 0 et f € C2(RT,RT) avec f majorée sur R* et Vo >0, f”(x) — a®f(x) > 0.
a) Donner I'expression de f si 'on suppose que f est solution de 1’équation y” — a?y = 0.
b) Dans le cas général, montrer que f est décroissante et tend vers 0 en +oo.

¢) Montrer que pour tout x > 0, f(z) < f(0) e **.

2
cos3 x’

a) Calculer la solution yo sur | — 7/2, m/2[ du probléeme de Cauchy <y” +y= y(0) =y'(0) = 0).

b) Soit f de classe C2 sur | — 7/2, m/2[ telle que f(0) = f(0) = 0 et Vz €] — 7/2, n/2[, () + f(x) > . Montrer

cos3 x

que f > yo.

(Mines 2017) Déterminer les solutions DSEq de I'équation x2y” — 4xy’ + (22 — 6)y = 0. Quelle est la dimension de

I’espace vectoriel des solutions définies sur R ?

(Mines 2017) Soient a,b: R — C CY et 1-périodiques. Montrer qu'une solution de y” + ay’ + by = 0 qui s’annule en

0 et en 1 s’annule sur Z.

(Mines 2019) Soient u une fonction continue et intégrable de RT dans R, f une solution de I'équation différentielle

y" 4+ (1 +u)y = 0. Soit, pour z >0, g(x) = f(x) + /z sin(x — t)u(t) f(¢) dt.
0

a) Former une équation différentielle linéaire vérifiée par g.



b) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que |f(z)| < ¢+ / |u(t) f(t)| dt pour tout = > 0.
0

¢) Montrer que f est bornée.

(Mines 2019) Soient u une fonction continue et intégrable de Rt dans R, f une solution de 1'équation différentielle

y" + (1+u)y = 0. Soit, pour z € R, g(x) = f(z) + [; sin(z — t)u(t) f(t) dt.
a) Former une équation différentielle linéaire vérifiée par g.
b) Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que Va € RT, |f(z)| < c+ [i |u(t)f(t)| dt.

c) Montrer que f est bornée.

(Mines 2019) Soit ¢ une fonction continue et intégrable de RT dans R. On note (E) 'équation différentielle ¢’ +qy = 0.
a) Montrer que si ¢ est une solution bornée de (E), ¢’(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers +oo.

b) Montrer que (E) posséde une solution non bornée.

Exercices Mines-Centrale: équations différentielles non linéaires

31)| Résoudre ’équation fonctionnelle : Vo € R, f(x) + f(—z) =z + cosz

Soit m € R*. Montrer qu’il existe une et une seule f : ]0,4+o0o[— R dérivable telle que f(1) = 1 et f'(z) =

m (f(x) + f(1/x)) pour tout z > 0. Etudier succinctement f.

(Centrale 2016) a) Trouver les f : R — R de classe C! telles que f/(x) = f(z) + f(—z) pour tout = € R.

b) Pour a €1, 1], trouver les fonctions f : R +—— R DSE en 0 telles que f/'(z) = f(z) + f(ax) pour tout = € R.

34)| Soit f: R — R de classe C* et non nulle vérifiant : Vz,y € R, f(x +y)+ f(xz —y) = 2f(x) f(y).
a) Montrer que f(0) = 1 et que f est paire.
b) Trouver une équation différentielle vérifiée par f, et en déduire une expression de f.

¢) Montrer que ’hypothese « f de classe C* » peut étre remplacée par « f continue ».



Exercices X-ENS

(L) Soient H = {(z,y) € R?, y > 0}, A,B € H,C = {v € C*([0,1], H), v(0) = A et y(1) = B} et Co = {h €

C?([0,1],R), h(0) = h(1) = 0}. Pour tout v = (z,y) € C, on pose E(y) = / M

5 dt. On suppose que F atteint
0 y2(t)

son minimum en vy = (2o, Yo)-
1
a) Soit ¢ : [0,1] — R continue telle que pour tout h € Co, / P(t)h(t) dt = 0. Montrer que ¢ = 0.
0

b) Trouver un systéme d’équations différentielles vérifié par xg et yo. On pourra commencer par introduire, pour h € C

quelconque, Parc paramétré 5 : t — (zo(t) + sh(t),yo(t)).

36)| (L) Soit ¢ une solution non identiquement nulle de 3" + e* y = 0.
a) Montrer que l'on peut ranger les zéros de ¢ sur R* en une suite (z,,),>0 strictement croissante.

b) Montrer que z,+1 — z, tend vers 0 quand n tend vers Uinfini et donner un équivalent de x,,.

(C) Soit A € M,(R) et X : R — R” de classe C! telle que X' = AX.

a) Montrer que X est & valeurs dans un sous-espace affine dirigé par I'image de A.

Dans la suite, A est antisymétrique.

b) Montrer que X est & valeur dans une sphére. Pour n = 3, la trajectoire de X est-elle égale & cette sphére ?

c¢) Formuler et établir un théoréme de réduction des matrices antisymétriques et en déduire une description plus précise

de la trajectoire de X.

38)| Inégalité fondamentale

Soit f: [a,b] X [¢,d] — R continue. On suppose qu’il existe une constante K telle que :
Yt € [a,b], V1,29 € [c,d], |f(t,x1) — f(t,22)| < K |21 — 23]
Soit € > 0 et ¢, définies de [a, b] dans [c, d] avec :

e ¢ est solution de ’équation différentielle ' = f(¢,x);

o pest CYet CL et |¢)/(t) — f(t,4h(t))| < e en tout point ¢ olt ¢ est dérivable;



On souhaite démontrer que pour ¢t € [a,b], |p(t) — ¥ (t)| < % (eK(t_“) - 1).
a) On pose u = ¢ — 9. Montrer que |[v/(t)| < K|u(t)| 4+ ¢ en tout point de dérivabilité de 1.

b) Soit ¢1 € [a,b] tel que u(t1) > 0. Montrer qu’il existe ¢y tel que a < tg < t1, u(tp) = 0 et w > 0 sur |to, ¢1]. Soit v la

solution au probléme de Cauchy (2 = Kz + ¢, x(ty) = 0). Montrer que u < v sur [to, t1].
c¢) Conclure.

d) Adapter cette majoration en supposant maintenant que €1, 9,63 > 0 et :
e pest C CJ et [ (t) — f(t,¢(t))| < &1 en tout point ¢ ot @ est dérivable;
e Yest CY C) et [ (t) — f(t,9(t))] < e2 en tout point ¢ ol ¢ est dérivable;

* |p(a) —(a)] < es.

39)| (X) On considére I'équation différentielle (E) : zy” +y' + xy = 0.
a) Montrer que f: x+—— / cos(z sin 6) df est solution de (E) sur R.
0
b) Déterminer les solutions de (F) qui sont développables en série entiere en 0.

¢) Soient S I’ensemble des solutions de (E) sur I =]0, +oo] et g € S. Montrer que (f|I7g) est une base de S si et seulement

si g n’est pas bornée au voisinage de 0.

(X) On s’intéresse a I'équation différentielle (E) : x3y"3 + xy%y’ — y? = 0.
a) Tracer la courbe I' d’équation Y (X2 +Y?2) — X2 = 0. Quel est son lien avec (E)?

b) Résoudre (E).



Equations différentielles : corrigés

Exercices CCP

Soit I I'un des trois intervalles d’étude. La fonction x —

est continue sur I et admet pour primitives :

z(z? —1)

-2 1 1 2 x?
Ap)= [ —2dz= | (- - Ndz=m 2.
() /ac(a?Q—l) v /( x—1 $+1+a:> . n|352—1|

La solution générale de I’équation homogene sur I est donc :

y: s K-> KcR.
2 -1

La méthode de variation de la constante nous dit que la solution générale de I’équation totale est de la forme y : x ——

2

K (x)x— ot K est une fonction dérivable sur I vérifiant :
(z—1)(z+1)
I 2 K/ ‘T"2 2
Veel, x(z®—1) (J})w271 =,
soit K de la forme x — In |z| + Kp.
La solution générale de I’équation est donc :
22
: K+1 K eR.
y: v— (K + Jf1|:c\):v2717 €

Raccordement des solutions :

en z = 1 : soient deux solutions ¢ et o définies respectivement sur |0, 1] et |1, +oo[. Il existe deux constantes K

et K telles que :
2

e

x2 -1
72

Ve €]l,400[, p2(z) = (Ko +Inz) ——

2 -1

Pour raccorder ces deux solutions en 1, il faut que K; = Ko = 0 (sinon, (1 ou s tend vers l'infini en 1). Pour ces

Vo €]0,1[, ¢1(z) = (K1 + Inx)

choix de constantes, ¢1 et @9 se raccordent en une fonction de classe C* sur J =0, +o0o[, car x — f_ T est C™
sur J et
Inz In(l+(z-1) < (z — 1)1
Va €]0,2[\{1 — = = —)ntt
e e S B D i

se prolonge en une fonction C*° (on a la somme d’une série entiére de rayon 1). Il existe donc une et une seule

solution de I’équation différentielle sur ]0, +oo|, définie par :

2
z°lnx
. o] six#1
y: ? 1 .
— six =
2



e en z = 0 : soient deux solutions ¢y et g2 définies respectivement sur | — 1, 0] et ]0, 1[, associées aux constantes K

et Ks. Les deux fonctions se raccordent par continuité en 0 en une fonction ¢ définie par :

2

(Kl—l—lnx)T Sll‘e]—l,o[
72 —
Vee]—1,1, o(x) = 0 siz=0
2
(Ko +1Inlz|) o siz€]0,1]
On a ensuite :
p(x) —¢(0)
Ve >0, ————= = (K1 +1
v x ( 1+nx)z271 z—0+
— (0
vo <0, PO =CO) oot 0
z 22 -1 z50-
donc ¢ est dérivable en 0, avec ¢'(0) = 0. On en déduit que ¢ est solution de ’équation différentielle sur | — 1, 1[.
e x = —1: le probleme est identique & celui étudié en —1 et la seule solution sur | — oo, 0[ est la fonction :
21
x2n|x| siz# -1
Yy x> 951 -
Z ir=1
5 six
Pour terminer, il existe une unique solution sur R :
2?In|x|
o siz¢{-1,0,1}
. 1
yor— B size{-1,1}
0 sizx=0

La matrice A = ( 2 3) se diagonalise facilement :

-2
1 (3 0 (4 -1
P AP = (O 6 avec P = 5 _o)-
On pose X = (i) = PU avec U = (Z) < et nous avons deux méthodes de résolutions :

a) On peut travailler directement sur 1’équation avec second membre, qui devient :

W =3u—t*+L+2
v’:6v72t271—£t+%

Lpt(C2PAA=2) 1 (2 -1\ (-t —2) 1 [ 6 +t+4
e 2 4Tt—8 ) T 6 \2 —4)\ 2247t -8 ) T 6 \—1212— 20t +28)"
On obtient ensuite facilement les solutions de ces deux équations :

1 1,1

u(t):§t2+§t+—+l(1e3t
t)=-t*+ =t — = + Kqe®
olt) =gt gt- g+ Kae



et il ne reste qu’a revenir a (z,y) :

z(t) = 2 + 4K 3t — Kyebt

y(t) =1 —t+ 2K e3 — 2Kyeb!
3 0
0 6
Kie3t et v(t) = Kaeb. La solution de X’ = AX est donc z(t) = 4K €3 — K2e% et y(t) = 2K €3t — 2K5¢e5¢. 1l reste ensuite

b) On peut commencer par résoudre 1’équation homogeéne X’ = X A, qui devient U’ = ( ) dont la solution est u(t) =

A appliquer la méthode de variations des constantes : on pose z(t) = 4K (t)e3 — Ky(t)eb et y(t) = 2K (t)e3" — 2Ky (t)eb
avec K, et Ko dérivables et ’équation avec second membre devient :

4e3 K1 (t) — eSt Kb (t) = —2t2 + 4t — 2
2e3 K1 (t) — 2 Kb(t) = 262 + 7t — 8

ce qui se résout en
10 14

1.2
Ki(t) = (—t* + gt g)e*i”t et Kj(t) = (-2t — S+ 3) e 0t

et il reste a intégrer :

1 11 1 2 2
Ki(t) = (3{2 +ot- 6) e 3 4 CtleetK,(t) = (3t2 +3t- 3) e % 4+ Cte

pour retrouver le résultat :
z(t) = t2 + 4K €3t — Kqebt
y(t) =1-—t + 2K163t — 2K286t

L’équation homogene a pour solution générale y(x) = Acosx + Bsinx et la méthode de variation des constantes nous

amene au systeme :
A'(z)cosz + B'(z)sinz =0
—A'(z)sinz 4+ B'(x) cosx = cotanz

Yz €10, 7, {

2

ce qui donne A’(z) = —cos(x) et B'(z) = C(?S Y Pour calculer B, on pose u = cosx :
sin x
cos? x u? 1 1
B = inzdr=— [ ——5du= - d
() /sinzxsmx o /1—u2 “ /(”+2(u—1) 2(u—|—1)> Y
+11 1—wu +11 1—coszx
= u+_-In =cosxr+ - In ———
2 1+u 2 1l+cosx
ce qui donne la solution générale sur ]0, 7| :
. 1 1—cosz) . .
ylx) = —sinzcosx+ (cosz+ = In ————— | sinz + Acosz + Bsinx
2 14 coszx

sinx 1—cosx
n
2 1+ cosz

+ Acosxz + Bsinz, A,B € R



L’équation homogéne a pour solution générale y(r) = (A + Bx)e 2 et la méthode de variation des constantes nous

amene au systeme :
(A (z) + B'(z)x)e ** =0
Vr e R, e 2%

(-24'(@) + B@)(1 ~20))e™ = s

° , puis A(z) = —v1+ 22 + Cte et B(z) = Argshz + Cte, ce qui

ce qui donne A'(z) = ———= et B'(z) =

V1422

donne la solution générale sur |0, 7| :

1
V1422

y(r) = (—\/1—|—7+mArgshx+A+B$) e ?*, A,BeR

Officiellement, les fonctions inverses des fonctions hyperboliques ne sont pas au programme. On peut toutefois intégrer B’

en posant # = shu (la fonction sh est de classe C* de R sur R et sa dérivée ne s’annule pas) :

du = u + C'te.

B(x):/\/l_:m chudu:/

Si on ne veut pas introduire Argsh, on peut retrouver I'expression de u en fonction de z, puisque e?* — 2xe* — 1 = 0, ce

qui donne e* = x + v/z2 + 1 ('autre racine est négative). On a donc u = In (z + V&2 + 1), et la solution générale s’écrit :

y(z) = <f\/1+x2+xln(:c+ x2+1)+A+Bx> e A BeR

Supposons que ¢1 et @9 soient deux solutions bornées de 'équation. Alors ¢ = @1 — @2 est une solution bornée de
Péquation homogeéne y” + 23" + 2y = 0. 1l existe donc A, B € R tels que ¢ : = — (Acosx + Bsinz)e™*, puisque le
polyndme 72 + 2r 4 2 a pour racine —1 + 4 et —1 — i. En écrivant A = rcosf et B = rsinf, on a :

—Z

o(z) = rcos(z — e

et avec 1, = 0 — 2nm, on a p(r,) = re?"™ % : ce terme étant borné quand n tend vers +oo, r = 0.

Nous avons ainsi démontré que A = B = 0, i.e. que ¢ = pa.

@ Comme on a une solution de I’équation homogene qui ne s’annule pas sur I, on applique la méthode de la variation de
A(x)

VT =22

la constante : on pose y(x) = avec A définie et deux fois dérivable sur I. L’équation devient :

(1—a?)A"(z) — zA'(x) x

N Y e
soit (1 — 2?)A"(x) — zA'(x) = x. L’équation (1 — 22)y’ — xy = x admet la constante —1 pour solution évidente et
1

VIT =22

K pour solution de son équation homogéne : on a donc

A/(LC) = —]. + K1

1
N

10



e sur | — 1,1[, on obtient directement A(x) = —x + Ky + K; Arcsinz.

e sur |1, +o00[, on ne peut pas reconnaitre la dérivée de Argch z, puisque les fonctions inverses de sh et ch ne sont pas

au programme. On peut par contre appliquer les méthodes usuelles de calcul de primitive, en posant x = cht :

sht

Veh?t—1

11 reste a exprimer ¢ en fonction de x (sans écrire x = Argcht), ce qui se fait facilement en écrivant

de = dt =t + K>

| =

el +et
2
x4+ Va2 —1 (cest la plus grande des deux racines), ce qui donne :

= 2, qui donne e* — 2ze! + 1 = 0, puis ¢’ = £ /22 — 1; les deux racines sont e’ et e~*, donc e’ =

Ax) = —x—l—K2+Klln<aﬁ+ v x? —1)
e sur | — co, —1], on obtient de la méme fagon (ou en utilisant la parité de va? — 1) :
Alz)=—z+ Ky — K1 In (—x—i— Va?— 1)

La solution générale de I’équation est donc (on peut remplacer K; par —K; et —x par || quand x < —1 :

osur]—oo,—l[ou]l,—l—oo[:y(m):—m—i—[(l o +K2ﬁ,K17K2€R;
Arcsi 1
o sur | —1,1[: y(x) = — i Ty Ky, Ky eR.

—— + K 2 ;
2 Wi T
On peut ensuite étudier les raccordements éventuels en 1 (—1 se traitera pas symétrie) : en 17, la solution tend vers I'infini

sauf si K1 + K25 — 1 =0; dans ce cas particulier, on pose z = 1 — u et on obtient :

~ u+ Ki(Arcsin(l —u) — m/2)
y(z) = NN :

On a besoin d’un développement asymptotique de Arcsin au voisinage de 1. Apres calculs (il faut intégrer le développement

de la dérivée), on obtient :

Arcsin(1 —u) = g — V2 u+ 0u*?)
ce qui donne :

y(x) = _Kl\/i—i—rfi—i_ Ofw) = g (—K1V2+ vVu+0(u)(1 - Z +O0(u)=—-K; + g Vu+ O(u)

donc y(z) a une limite en 17 mais son prolongement a une tangente verticale : y n’est donc pas prolongeable en une

solution sur | — 1, 1].
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Au voisinage droit de 1, y(x) tend vers Uinfini si K5 # 1. Pour Ko = 1, un calcul laborieux, en posant x = 1 + u, donne :

) = K — 2 i+ Ofw)

On peut donc prolonger y par continuité en 17, mais le prolongement aura une dérivée infinie en 17.

Exercices Mines-Centrale: équations différentielles scalaires d’ordre 1

'7)] ) On commence par résoudre I’équation sur I =] — 0o, 0[ ou ]0, +oo]. L’équation homogene a pour solution générale

3

K
y(r) = — et la méthode de variation de la constante donne K'(z) = 2°sin(z). Cette fonction admet une primitive de
x

la forme A(x)sinx + B(z)cosz avec A et B de degré au plus 3; un calcul simple donne la solution générale : px(x) =

(322 — 6) sinz + (—2® + 6x) cosw + K
3

, K eR.

On peut étudier la possibilité de prolonger cette solution en O :

(322 — 6) sinx + (-2 + 6x) cosz + K _K n lxz +o(a?)
23 2 5

donc K(z) a une limite finie (égale & 0) si et seulement si K = 0. La fonction ¢g est donc prolongeable par continuité
en 0 (en posant ¢o(0) = 0) et ce prolongement est de classe C™ (c’est la somme d’une série entiere) et vérifie I’équation

différentielle au point x = 0 : c’est la seule solution définie sur R.

2
b) Sur I =] — o0, —1[ ou]—1,0[ ou |0, 1] ou |1, +o0[, I’équation homogene a pour solution y(z) = K

o et la méthode

1
de variation de la constante conduit & 1’équation K'(z) = —. La solution générale de I’équation est donc :
x

2
T

17

Etude des éventuels prolongements (comme @ est paire, on fait ’étude en 1 et en 0) :

e en 1 : on peut rapidement faire un DL & 'ordre 1 de ¢ au voisinage de 1 (calcul identique & droite et & gauche) :

1
2x—1 4 2 8

ox(z) = K 3 1 (1

+-K+ -+ K+;> (x—1)+o(x—1)

1
donc px a une limite finie en 1 si et seulement si K = 0 et en posant (1) = 37 %0 est dérivable en 1 avec y,(1) = =

tendent vers 0 quand x tend vers 07. On peut donc poser px (0) =0 et @k

e en 07 : pour tout K, ¢k (z) et ex(@)
x

a une dérivée a droite nulle en 0.
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Il existe donc une unique solution sur chacun des intervalles | — 0o, 0[, |0, +oo[ et R. Par contre, I’ensemble des solutions

sur | — 1, 1] est un espace affine de dimension 2, puisqu’on peut choisir deux constantes K différentes sur | — 1,0[ et |0, 1]
et recoller les deux fonctions pour obtenir une fonction D! sur | — 1, 1 et vérifiant ’équation :
22
(Inz + K1) — siz€]0,1]
22 _
VKi,Kes €R, z+— 0 siz=0

2

(In(—z) + K>) size]—1,0]

x? —
¢) La solution de 1’équation homogene sur |0, +oo[ est y(z) = Ke'/* et la méthode de variation de la constante donne

K'(x) = e */*. Comme e~'/* a une limite finie en 0T, on peut définir
xr
F:uze [0,—1—00[»—)/ e V/tat
1
et nous obtenons la solution générale de ’équation sur ]0, +oo] :

Ve >0, pr(z) = (F(z) + K)el/®.

. et sit>0 . ..
F est dérivable sur [0, +oo[ (car t — 0 =0 est continue) donc on a au voisinage de 0 :
sit=

F(z) = F(0) + F'(0)x + o(x) = o(x).

Ainsi, F(x)+ K tend vers K quand z tend vers 0 et ¢k tend vers +00 en 07 si K est non nul. Pour étudier ¢y au voisinage

de 0, il faut étudier le comportement de F' en 0 un peu plus finement. En posant X = 1/x et u = 1/¢, nous obtenons :

P = | R

X u?

Nous allons utiliser le résultat de cours :

Si f, g sont deux application continue sur [a, +oo] telles que f(u) ~1o0 g(u) et g >0, on a :

+oo “+oo
e si g est sommable sur [a, +oo|, f I'est également et / fuw)du e / g(u) du;
X > Jx

X X
e si g n’est pas sommable sur [a,+0o[, f ne l’est pas non plus et / f(u)du o / g(u) du.
a o0 a

e e " e v d e "
Iei, —- — —— | et les fonctions sont sommables au voisinage de I'infini, donc :

)

~ —_
u? +oo w2 u3 du u?

+oo d e~ U e—X
FX) ﬁoo/x du (‘u) du= 7

On en déduit que po(x) I~ 22, g se prolonge donc en 0 en une fonction dérivable sur [0, +oo[, et ’équation différentielle

est vérifiée en 0. C’est la seule solution de 1’équation sur [0, +oo].
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—1/z

Le début du calcul est identique sur | — oo, 0], mais cette fois-ci, e n’est plus sommable au voisinage de 0~. Nous

posons donc G(x) = / ze~ 1/t dt pour tout z < 0 et la solution générale de 'équation sur | — co, 0] est :
—1

Vo <0, Y (z) = (G(z) + K)el/=.

Nous avons une nouvelle fois besoin du théoréme d’intégration des équivalents pour étudier G au voisinage de 0 ; en posant

X = —1/x et w = —1/t, nous avons cette fois :
G(x) / T
) = — du.
p u?
e ev ev d [e® . » . .
Ona —- ~ — —2— = — [ — ] et les fonctions sont sommables au voisinage de I'infini, donc :
u2 +oo u? ud  du \ u?

X u X X
d /e e e

X ~ B _— d = — — ~  —,

G( )+<>0/1 du <u2) YTxT T X

On en déduit que ¥k () > z? et 1 possede un prolongement dérivable en 0, qui est solution de 1’équation sur ] — o0, 0].

Ainsi, il existe une infinité de solution sur R, obtenues en recollant une solution ¥k et la solution ¢g. Le recollement est

bien D! (et méme C*) car les deux fonctions et leurs dérivées sont nulles en 0 (respectivement & gauche et & droite).
d) La décomposition en éléments simples :

z+1 1 1

e 2(r+2) 2z

donne la solution de I’équation homogene sur chaque intervalle | — co, —2[, | — 2, 0], ]0, +o0] :
K
y(z) = ———, K eR.
|(z + 2)x|
La méthode de variation de la constante conduit & K'(z) = 7%1_374

Sur ]0, +00[, comme 22 + 22 = (z + 1)? — 1, on obtient :

dz = Argch(z + 1)+ Cte =1n (m—i— 14+ \/M) + Cte

1
K= | e

d’ou la solution :
In (x—l—l—i— \/x(x—|—2)> + K
o (r) = , K eR.
(z+2)x

Sur]—2,0[, —22 —2x =1—(z+1)% et

K(z) = / 1(13c+1)2 dz = Arcsin(z + 1) 4+ Cte
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d’ou la solution :

Ve () = Arcsin(z + 1) + K’ KeR.
—(z+2)x

Sur | — oo, =2, 2% + 2z = (—z — 1)  + 1L et

1
K(x) :/\/mdx = —Argch(—z - 1)+ Cte= —In (—x— 1+ \/x(x—i—Z)) + Cte

d’ou la solution :

—ln(—x—1+\/m>—|—0te

r) = K e R.
¢k (@) (z+2)z
Problémes de prolongement :
e en 01 : un calcul de DL donne
V2 K K2 1
=— — 41— — - = O(z3/?
oK () > i + 3 VT 3 VI + O(x°/?)

donc g a une limite finie en 07 si et seulement si K = 0 et la fonction ¢y a un prolongement de classe D! en 0,

qui est solution de I’équation sur [0, 4+o0].

e en 07 : ¢g tend vers l'infini quand K # —7/2. Quand K = —/2, nous avons besoin d’étudier le comportement de
la fonction Arcsin au voisinage de 17, point en lequel la tangente est verticale. On va une nouvelle fois intégrer un
développement au voisinage gauche de 0 :

1

_ V2 - — )32
m— D) \/7-1-\/58\/74-0(( t)3 )

et par intégration entre 0 et x (avec z €]0, 2[), nous obtenons le développement au voisinage de 0~ :

2
Arcsin(l 4+ x) — g =—V2y/—z - % (—2)3% 4 O((—x)*?)
V2 + ¥+ O(a?
Ainsi, Y_r/2(z) = V2 12 ¥ (=) =—-1+ z + O(xQ), ce qui prouve que ¢¥_, /o admet une prolongement D!

V24 3

a ] —2,0]. Les prolongements en 07 et 0~ ne se raccordent pas par continuité, puisque ¢o(0) =1 # —1 =¥ _,/5(0).

e en —2, I’étude se ramene directement a celle faite en 0; en effet, il y aune symétrie par rapport a la valeur —1. On
peut la démontrer & partir des expressions des solutions, ou bien directement & partir de I’équation différentielle : si
y est une solution de 1’équation dur un intervalle I, alors z : x — y(—2 — x) est également solution sur I'intervalle

J symétrique de I par rapport a la valeur —1. En effet, pour z € J, on a, en posant u=—x —2€ [ :

2+z)r () +(x+1)2(x) = -2+ 2)2y' (-2 —2) + (. + Dy(-2 —2) = 2+ w)uy' (u) + (u + 1)y(u) = 1.
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Ainsi, ¥ (resp. £x) se prolonge en une fonction dérivable en (—2)T (resp. en (—2)7) si et seulement si K = 7/2

(resp. K =0).

a) Notons A(z) = [ a(t)dt, pour € R. La méthode de variation de la constante donne la solution générale de

I’équation sous la forme :

o(z) = K(z)e ™) avec K’ = be?.

Comme —a(z) < —A,on a:
0

0
Vo <0, A(z) = / —a(t)dt < / —Adt = Az

x
On en déduit que be” est sommable au voisinage de —oo (elle est négligeable devant e**, qui est sommable au voisinage
de —o00). On peut donc intégrer et obtenir la solution générale de ’équation sous la forme :
x
K @ x+— e 4@ / b(t)er® dt + Ke A,
— 00
Comme a < A, on a A(z) > Az pour tout z > 0, donc A(z) tend vers +oco quand z tend vers +oo : on en déduit que

Ke=4(®) tend vers 0 quand x tend vers 4+o00. Pour le premier terme, nous allons utiliser le théoreme d’intégration des

relations de prépondérance :

A(t)

o b(t)e ™ est négligeable devant e au voisinage de +o0,

o t — eA) et positive et non sommable au voisinage de +o0, puisque eAlt) > At pour tout ¢t > 0,

xT

x
donc / b(t)eA(t) dt est négligeable devant / e dt au voisinage de +00. On en déduit que

— 00 — 00

e~ A@) / b(t)er® dt < oo ™A@ / e qt

—00 — 0o

or 0 < e 4@ / AWt < ¢ 5y / a(t)eA(t) dt = 3 puisque ae? est la dérivée de e?.

— 00 — 00

x 1 x
Nous avons donc e~ 4(*) / b(t)er® dt <o T ce qui signifie que e~ 4@ / b(t)er® dt tend vers 0 quand z tend vers

oo

+00.

Toutes les solutions de ’équation tendent donc vers 0 en +oc0.

€T

b) Si K # 0, / b(t)er® dt + K tend vers K # 0 quand z tend vers —oo, puis ¢ () tend vers +oo si K > 0 et vers

— 00

—o0 si K < 0. Pour K =0, on utilise encore le théoreme d’intégration, mais dans le cas d’intégrales convergentes :
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A(t)

o b(t)e ™ est négligeable devant e au voisinage de —oo,

o t — et est positive et sommable au voisinage de —oo,

xr
donc @o(x) est négligeable devant =A@ / e dt au voisinage de —oo. On conclut ensuite comme dans le premier

— 00

cas :

T 7A(;1;) T
0<e A / AW gp < X / a(t)e?® dt = =~

> =

— 00 — 00

donc g (z) tend vers 0 quand z tend vers —oco. L’équation posséde donc une unique fonction bornée au voisinage de —oo

et cette solution g tend vers 0 en —oco.

[9)] Soit g : @ — f'(x) + f(z). f est donc solution de I'équation différentielle y’ +y = g, dont la solution générale s’écrit :

or(r)=e"" (K + /Oxg(t)et dt) , K eR.

On va maintenant simplement intégrer le développement asymptotique de g. Le probleme, c’est que 'on ne connait pas
de primitive de %, probléme qui va étre contourné en modifiant le développement de g. Plus précisément, on va chercher

a écrire un développement asymptotique de la forme (on généralise a un développement a k termes) :
g(@)e” = h(z) + ho(x) + -+ + hi(x) + o(hw(t))

avec hy(t) > ho(t) > -+ > hyi(t) au voisinage de +o0, chaque h; étant la dérivée d’une fonction usuelle H;. Ici, en

X

@ © @ 4o . € g ;.
remarquant que di (e—) = &£ — & est équivalent & — au voisinage de +00, nous pouvons écrire :
x xr x xr €T

()$—€$+mw+ e’ _ et 4 e* e’ + e””+ e*
g(x)e® = le JUe ox—e mxa:2 mx20x'

=ha(x) R(z)

On peut appliquer le théoréme d’intégration : hy est positive, non sommable au voisinage de +00, et R(x) = o(ha(z)) au
voisinage de +o0, donc fow R(t) dt est négligeable devant fow ho(t)dt au voisinage de +00. Nous obtenons donc, en notant

Hy et Hy les primitives de hy et ho qui s’annulent en O :

/ g(t)e' dt = (Hy(z) + mHy(x) + o(Ha(z)) = £(e” — 1) +m (6 - e) +o <€”>
0 X X
ce qui donne le développement asymptotique de f au voisinage de 4+oc :

f(x)ZE‘Fm—e_z(g—‘rme—l—K)—i—o(l) :£+m_~_0(1>.
X T T T
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N
o 1
On peut évidemment généraliser ce résultat avec f(z) + f'(z) = E —Z +o (N), en utilisant les dérivées des fonctions
it x
oo =0
T —.
xl

En posant z = 3?, avec 8 non nul, on a 2’ = fy®~1y/, et I'équation v’ + ay = by® est équivalente A :
2+ Bz = pbzy~Flath=1)
En choisissant 8 = 1 — « (qui est bien non nul), nous obtenons donc I’équation linéaire scalaire d’orde 1 :

2+ (1 —a)az=(1-a)b.

Applications numériques :

a) a = 5 donc B = —4 : on pose z = y~* et on obtient I'équation 2z’ + 42 = —4x, dont la solution générale est
z(x) = i — x4+ Ke™**. La solution générale de I’équation initiale est donc :
1
vr(x) = K eR

{‘/i —z+4 Ke 4

On remarque que contrairement aux cas des équations linéaires, la solution ¢k a un domaine de définition qui dépend de

K.

b) On pose cette fois z = 1/y (B étant entier, on peut travailler indifféremment sur les domaines y > 0 et y < 0) et

léquation devient 2z’ — z = — cosx + sin x, dont la solution est z(z) = —sinz + Ke®, ce qui donne la solution finale :
(@)= — _ KeR
x) = )
VK —sinx + Ke®

11)| Comme l’ensemble des solutions de 1’équation est un espace affine de dimension 1, il existe A € R tel que ¢ =
2

(I =X)p1 + Apa. On peut en effet dire que la “droite” passant par les deux “points” distincts o1 et @2 est 'ensemble des

barycentres de @1 et @9 ; on peut aussi dire que @3 — 1 est une base de I'espace des solutions de I’équation homogene et

que ¢ est une solution particuliére de I’équation totale : on peut donc écrire ¢ sous la forme ¢1 + A(p2 — ¢1). On a en

particulier :

__¢W-¢) B

©2(x) — p1(z)  ByM

AiMy _ p(x0) — p1(0)
My p2(w0) — p1(o)
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G1

\

Cette égalité traduit que les droites Dy = (Ay, By), D = (M, My) et Dy = (As, Bs) sont soit paralléles, soit sécantes. Ce
résultat de géométrie élémentaire demande peut-étre une preuve précise.
e Si les droites (A1, As) et (B1, Bz) se coupent en le point I, on peut appliquer le théoréme de Thales (les droites

(A1, As) et (B1, B2) sont paralléles) :

TA, T4, A4
IB;, 1IBy BB

Notons M’ le point d’abscisse x de la droite (I, My).

1l faut montrer que M = M’. Toujours avec le théoréme de Thalés, nous avons

A, _TMy _ Ay TA; _ TN _ AsMy
——— = —— = — el —/—— = —— —
B, IM’ B, M’ 1By IM By’

Ag M, Ay M, BiM" A M By M
On en déduit que 2270 170, puis L =170 = 2L o cette propriété traduit que M = M.
BZM/ BlM/ BQM’ A2M0 BQM

e Si (Ay, By) et (As, By) sont paralléles, supposons que (M, M) n’est pas paralléle & ces deux droites ; elle intersecte

alors la droite (Aj, By) en un point I et en reprenant la preuve précédente, on montre que I € (Ag, Bs), ce qui

contredit que (Aj, By) et (Az, Ba) sont paralléles.
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On obtient donc M de la fagon suivante :

e si D et D5 sont paralleles, on construit la parallele D a ces droites passant par My ;

e sinon, on construit l'intersection I de D; et Do puis D = (M, I).

Le point M est alors 'intersection de D et de la droite verticale d’abscisse z.

Notons T7, T et T les tangentes & G, Go et G respectivement en Ay, As et My. Nous obtenons les équations :

Tl Y — Lpll(.’lio)(X —.’L‘Q) — (p1<.’170> =0
T Y — ¢y(x0) (X — 20) — ¢2(20) =0
T:Y — ¢ (20)(X —20) — p(20) =0

Comme ¢(x9) = (1 — N)p1(zo) + Apa(xo) et ¢’ (o) = (1 — N)@h(zo) + Aph(x0), Péquation de T est un barycentre (avec
les masses (1 — \) et A) des équations de Ty et T5 :

T: (1= (Y = ¢ (20)(X —x0) = p1(x0)) + A (Y — ¢(0) (X — x0) — p2(20)) =0

On a donc deux cas :

e soit T et Ty sont parallele : T est alors la parallele a T passant par M ;

e soit 77 et T5 sont sécantes en un point J : le point J vérifie alors les équations de T et de T5, donc également celle

de T par combinaison linéaire ; on en déduit que J € T et que T = (My, J)
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t
Notons A : t +— / a(s)ds. La solution générale de I’équation ' = ax + b est :
0
t
ot Ae 4 €A(t)/ b(s)e= ) ds
0

(méthode de variation de la constante).

Le probleme est de caractériser la périodicité de = et d’en déduire une CNS portant sur A pour que @, soit T-périodique.
Nous avons :

paest T périodique <= px(T) = ¢ (0).

En effet, le sens directe est évident et si px(T') = pa(0) alors la fonction ¢ : ¢t — x(t + 1) est solution de I’équation
différentielle :

VteR, ¥'(t) =\t +T) =alt+T)pex(t+T) +b(t +T) = a(t)p(t) + b(t)
et ¥(0) = ¢ (0) : d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz (il s’applique car a et b sont continues sur R), ¢ = @, et )

est T-périodique.
Nous avons donc :

pxest T périodique <= ¢ (T) = ¢x(0)

T
— D 4 eA(T)/ b(s)e= A ds = AeA)
0

T
= A (eA(O)fA(T) - 1) :/ b(s)e 4 ds
0
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Ainsi, si A(T') # A(0), i.e. si la valeur moyenne de a est non nulle, il existe une et une seule solution T-périodique, obtenue

en choisissant :

-1 T
A= (A@-AM) 1) / b(s)e= A ds
0

Sinon, deux cas sont possibles :
T
si / b(s)e_A(s) ds = 0, toutes les solutions de I’équation sont T-périodiques;
0
sinon, aucune solution n’est T-périodique.

T
Ce n’est pas surprenant que l'on retrouve cette situation : si / a(s)ds = 0, toutes les solutions de I’équation homogenes
0
sont T périodiques; ainsi, soit il existe une solution T-périodique de ’équation totale et toutes les solutions le sont, soit

aucune solution n’est T-périodique.

Exercices Mines-Centrale: systéemes différentiels linéaires

113)| Dans chacun des cas, on change de base en réduisant la matrice A & une forme plus simple. Quand ’équation n’est pas
homogene, on peut soit résoudre le systéme en effectuant le changement de base sur 1’équation totale (mais cela nécessite
de calculer I'inverse de la matrice de passage), soit résoudre le systéme homogene puis utiliser la méthode de variation des

constantes pour résoudre ’équation totale. J’ai choisi la premiére méthode.

a) Le systéme s’écrit :
7' =cosax —sinay
y =sinaz+ cosay

Z=x+y+z

donc nous pouvons commencer par résoudre le systéeme

, o
<x/> _ R, (x) avec R — (cpsa sin a> '
Y Y sina  cosa

La solution générale de ce systéme s’écrit :

etRa _p (et(cos a+isin ) 0 ) Pl % < .6156"*. + ete—ia. Z.(etem B ete_i:j)>
— e e e

Ona P 'R,P = (eO eom)avec P= ( 1. 1) On a donc :

0 et(cos a—isin a)
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d’ou la solution :
z(t) = K1 (etem + 6t6_m> +iKy (ete“’ _ ete_“’>

Il reste a résoudre la derniére équation :

d=zta+ty=z+(Ki+Ko) (eteia Jrete_m) +i(Ke — K7) <etei” _ ete_im)

K
L’équation 2’ = z+ Kef* | pour B # 1, a pour solution particuliére z(t) = ﬁ e’*. On en déduit la solution de équation
(principe de superposition des solutions) pour a # 0 mod 27 :
teiu te %o tel™ te*ia
_ . e e . e e
Z(t) = ng +(K1 +K2) (eia1+eia1> +Z(K2—K1) (eial _eia1>
Il reste pour vraiment terminer I’exercice a revenir au domaine réel :
etei"‘ N etef'i‘x B etem (e—ia _ 1) + etefm (eia _ 1)
gia —1  e-ia 1 (et — 1) (e~ — 1)
etcosa b )
— Re e’L sin e—'LOL _ 1
2 —2cos« ( ( )
et cos o
= ——  (cos(tsina — o) — cos(tsina
L (cos( ) — cos(tsin )
etei‘" etef'io‘ B ete'io‘ (e—ia _ 1) _ etefm (eia _ 1)
gia —1 e-ia_1 (el —1)(e7* — 1)
etcosa L )
— 7221111 e’L sin o e*la_l
2 —2cos ( ( )
et cos «

= ——i(sin(fsina — o) — sin(? si
1—cosozz(m( ina — «) — sin(tsin «))

ce qui donne (enfin) la solution générale de I’équation :

x(t)

= !5 (2K cos(tsina) — 2K, sin(t sin(a))
= !5 (2K sin(tsin ) + 2K cos(t sin(a))

y(t)
t cos
2(t) = Kze' + Do ((K1 + K5) (cos(tsina — a) — cos(tsina)) + (K7 — K3) (sin(tsina — «) — sin(¢ sin a)))
—coso
b) On a ici x4 = X(X —1)? et A n’est pas diagonalisable. Nous pourrions calculer une matrice P inversible telle que
0 0 0
P71AP = [0 1 1] (une fois que l'on sait que les deux matrices sont semblables, le calcul est facile), mais nous
0 0 1

resterons dans le cadre du programme en nous contentant de trigonaliser A :

e e; =(1,0,2) et ea = (—1,—2,1) sont vecteurs propres associés aux valeurs propres 0 et 1;
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e on choisit eg = (1,0,0) pour compléter (e1,e2) en une base B = (e1, ez, €3) ;

L] A€3 = (6, 8, 2) = 7361 + 462 + e3.

1 -1 1 0 0 -3
En posant P = [0 —2 0|, nous avons P-1AP = (0 1 4 | = A. En posant Y = PX, le systéme initial est
2 1 0 0 0 1
1/t 1/t
équivalent au systeme Y/ =AY + P71 | 0 | =AY + [ 0 |, qui s’écrit :
2/t 0
, 1
b1 = —3ys + ;
Yo = y2 + 4ys
Ys = Y3

qui admet pour solution : y3(t) = Kzel, ya(t) = (4K3t + Ky)el et y; = K1 — 3K3e! + In|t|. Il reste a revenir & X = PY
pour obtenir la solution générale :
In |t| + K1 — (4K5t + KQ)Gt

X(t) = —(8K3t + 2K3)et
211’1 |t‘ + 2K1 =+ (4K3t + KQ — 6K3)€t

¢) On pourrait travailler sur un systéme d’ordre 1 en dimension 4, en posant B = mais il faudrait réduire

N WO O
N = OO

0
1
0
0

oo o+

B et le calcul serait fastidieux. Il est plus simple de réduire directement la matrice A = (g ;)

2 2 0 4 -2 2

t 1 t
Y’ =P X" =P} (AX + <:2t)> = (o 2) Y + P (:2t> :

Ona P! (3 1) P= (1 O) avec P = ( 1 2). En posant X = PY, le systeme devient

1 _
Ona P != g (3 12>, ce qui nous donne le systeme : -Ces deux équations indépendantes se résolvent facilement :
ty 1 g t —t
y1(t) = ée —§e + Kie" + Kye™
t 1
ya(t) = ﬂ6 et — 9 et + Kse?' + Kye~ 2

et pour terminer :

t 2 t 1
6 — 5 et + E — § €2t + Klet + K2€_t + 2K36_2t + 2K4€2t
X(t)z " 9 + 9 , K1, Ko, K3, Ky € R.
-(3+5 et + 5+s et — 2K et — 2Kqe™t 4+ 2Kqe 7% + 2K 62t
d) La matrice est diagonalisable :
0 0 O 1 0 1
P'AP={0 0 0| avecP=[0 1 2
0 0 6 1 2 -1
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La solution est donc :

K1 Kl —|—K366t
X=P K2 = K2+2K366t
K366t K1 +2K2—K366t

e) Comme & la question b), la matrice n’est pas diagonalisable. On peut trouver P inversible telle que P~'AP =
01 0
0 0 0 |.II suffit pour cela de trouver un base (er,eq,es) vérifiant Ae; = 0, Aes = e et Aes = —e3. On cal-
0 0 -1

cule es, vecteur propre pour la valeur propre —1; on peut ensuite calculer ey tel que A%ey = 0 avec Aey # 0, puis poser

e1 = Aes : il restera a vérifier que la famille est bien libre :
e Aez = —e3 donne facilement (par exemple) ez = (1, —1,—2);
e le vecteur es = (z,¥, 2) doit vérifier 22 — y + z = 0; on peut choisir e3 = (0,1,1) et e; = Aey = (1,2,0) ;

e la famille (eq, eq,e3) est libre : c’est bien une base de R3.

01 0 1 0 1
Nous avons ainsi P"'AP = |0 0 0 avec P = |2 1 —1]. En posant Y = PX, nous obtenons le systeme
0 0 -1 01 =2
élémentaire :
Y1 =92
Yo =0
Y3 = —Y3
ce qui donne la solution :
Kyt + Ky Kot + Ky + Kze™
X=P Ky = 2K2t+2K1+K2—K36_t
ng_t Ky — 2K3€_t

f) Cette fois-ci, A est diagonalisable (c’est une matrice circulante) mais elle a deux valeurs propres non réelles conjuguées.

On va donc travailler sur C :

0 0 0 11 1
P'AP= |0 —-34i¥%2 0 avec P= 1 j 42| etj=e2/3
0 0 —3 3 12

En posant, Y = PX on obtient comme dans les exemples précédents la solution générale complexe de I’équation :

K, Ky + e—3t/2 ((K2 + K3) cos 2t +i(K2 — K3)sin @t)
X = P | Kpel= 3+t | = | Ky 4732 ((Ky + K3) cos (2t + 2) +i(Ky — Ky)sin (Lt + 2)) |, K1, Ky, K3 € C
(—3—ig3)
Kgze'lm27"2 Ky 4 e 32 ((Ky + K3) cos @t—%’r + (K3 — K3)sin @t—%’r

En choisissant K7, Ky + K3 et i(Ks — K3) comme nouveaux parameétres, nous pouvons écrire la solution générale réelle

sous la forme :

K, o+ e3t/2 (ﬁ coS @t + vsin @t)
X=Pr ng(—fﬂ_i)t = | a+e /2 (Beos (Lt +20) + ysin (Lt + 2T ;a8 €eR
Kae(-2—i75)t a+e 32 (Beos ?t _ QTW + 7 sin @t — 2?”
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Exercices Mines-Centrale: équations différentielles scalaires d’ordre 2

114)| L’équation homogene a pour solution générale y(x) = Acosx+ Bsinx et la méthode de variation des constantes nous

amene au systeme :

A'(z)cosx + B'(z)sinz =0

vx 6]0771-[? / . ! 1
—A'(z)sinz + B'(z) cosz = —
x

sinx cosT

ce qui donne A'(z) = — et B'(z) = , et la solution générale de 1’équation sur |0, +o0] :

+oo i +o0
4 4
yA7B(x):c0sx/ %dtfsinx/ %dt+Acosxstinm,A,B€R
x

T
puisque les deux intégrales considérées ont un sens. Quand x tend vers 400, le premier terme tend vers 0 et Acosxz— Bsinz

oscille entre +v/ A% + B2. La fonction yo o est donc la seule solution qui a une limite finie en +oo.

sint T sint T gint
Comme 5 est sommable au voisinage de 0, cosz / 5 dt tend vers I = / 5 dt quand z tend vers 0T. Par
0

x

cost s . . s P
contre, —~ n’est pas sommable au voisinage de 0 mais nous pouvons appliquer le théoréme d’intégration :

cost 1
[ ) ~ =,
t

t ot

° n est positive et non sommable au voisinage de 0,

1 1

cost
On en déduit que / & dt est équivalent a /

1
n dt quand z tend vers 07. On peut ici se passer d’appliquer ce théoréme
xr x

et écrire directement :

1 1 1 1
t 1 1- t 1-— t
vz €]0,1], / %dtf/ fdt:/ 08" at / o5t qu
ot 1 Tt om0t Jo ¢
. 1—cost L .
car la fonction t — — est intégrable sur |0, 1] (elle est continue et tends vers 0 quand ¢ tend vers 0). Comme

1
1
/ n dt = —Inx tend vers +o00 quand x tend vers 0, on en déduit :
w

! cost 11
/%dt—/ 7 dt =01 O(1) = o(inz)

On a donc :

“+oo 1 “+o00
cost cost cost
sin:c/ ——dt =sinx / —dt+/ —dt| ~ —zlnx —— 0
T t 0 t 1 t ot x—0t

~ —lnz =o(lnx)

On en déduit que yo o(z) tend vers I = g quand z tend vers 0" et Yo,0 est la seule solution sur |0, +oco qui admet des

limites finies en 07 et en +oo.

26



s
Plus généralement, nous avons démontré que chaque solution y4 g tend vers 5 + A en 01 et “oscille” entre —v/ A2 + B2

et VA% + B? au voisinage de +oo.

115)| Commencons par remarquer que ’espace des solutions est un espace vectoriel de dimension 2, car les application

a: x+—1—cosdx, b: x+— 2sindx et ¢: x — 8 sont continue sur |0, 7/2][, avec a(z) # 0 pour tout .

1 u’ —uu' + 2(u')? , .
Onawv=—, doncv' = —— et v = ————=——". Nous obtenons donc les deux équations :
U u u

(1 — cosdx)u” + 2u' sindx — 8u =0
(1 — cosdx)(—uu” + 2(u')?) — 2sindx uu’ — 8u? =0

On obtient, en ajoutant u fois la premieére équation a la seconde :
sin?(2z) (u')? — 4u? = 0
Comme u ne s’annule pas et est continue, elle garde un signe constant : il existe ¢ € {—1,1} tel que
sin(2z)u’ = eu.
1 1 1 tan'(x)

On a = = -
sin(2z)  2sinzcosz 2 tanz

, donc la solution de I’équation est :

u(z) = K et — [ (tan z)°
On obtient donc u(x) = Ktanz ou u(r) = K cotanx : ces deux formes de solutions correspondent au fait que u et v
jouent des roles symétriques : si u est solution, 1/u est également solution.

Il reste a vérifier que ces solutions sont correctes ; un calcul montre que les fonctions ¢ : = — tanzx et 3 : & — cotanx
sont solutions de I’équation sur l'intervalle |0,7/2[ et ces solutions sont indépendantes : elles forment donc une base de

lespace des solutions et la solution générale de ’équation est y(z) = K; tanx + Ko cotanz, K, Ky € R.

116)| Remarquons que le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique car f est continue. L’espace des solutions de 1’équation

est bien un espace vectoriel de dimension 2.

On sait que le wronskien

Ve el, W(x) =

yi(x

ne s’annule pas sur [ : il garde donc un signe constant.

Comme y; ne s’annule pas sur ]a,b[, elle y garde un signe constant. On peut supposer que y; > 0 sur |a,b[, quitte &

remplacer y; par —y1. On en déduit que yf(a) > 0 et y;(b) < 0, puis que yj(a) > 0 et ¥} (b) < 0 (si yi(a) ou y(b) était
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nul, on aurait W(a) ou W(b) nul). Comme —y}(a)y2(a) = W(a) et —y;(b)y2(b) = W(b) sont de méme signe, on en déduit
que ya(a) et y2(b) sont non nuls et de signes opposés : le théoréme des valeurs intermédiaires prouve que yo s’annule sur
[a,b]. Si elle s’annulait deux fois, on pourrait choisir deux zéros consécutifs a et 5 de ys, avec a < a < 8 < b et la preuve
que nous venons de faire prouverait que y; s’annule, ce qui est contraire a I’hypotheése. y, s’annule donc une et une seule

fois entre a et b.

117)| On introduit le wronskien de y; et ya (méme si ce ne sont pas les solutions de la méme équation différentielle) :

=
<
%)
—
8
N

Vz eR, W(z) = ‘Zi( = y1(x)ys () — v (x)y2(x)

W est dérivable et W' = y1y5 — y{y2 = y1y2(f1 — fa).

Comme a et b sont des zéros consécutifs de y;, elle garde un signe constant sur |a,b]. Quitte & travailler sur —y;, nous
pouvons supposer que y; > 0 sur Ja,b[. On en déduit que yj(a) > 0 et ¢} (b) < 0 (les dérivées ne peuvent pas s’annuler car

sinon, y; serait nulle d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz qui s’applique car f; est continue).

Supposons que y2 ne s’annule pas sur [a,b]. Elle garde elle aussi un signe constant sur [a,b] : nous pouvons également

supposer que yo > 0 sur [a, b]. Nous avons alors :

Vo € [a,b], W(z) = y1(x)y2(2)(fi(z) — f2(2)) <0
donc W(a) < W(b), i.e. —¢}(a)y2(a) < —y1(b)y2(b), ce qui est absurde car —yj(a)y=(a) > 0 et —y;(b)y2(b) < 0.
L’hypotheése faite est donc absurde : yo s’annule sur [a, b].

Ce résultat permet de donner des renseignements qualitatifs sur les zéros de certaines équations différentielles :

esiw>0,si f: R— R est continue avec f > w? et si ¢ est une solution de I’équation y” + fy = 0, alors ¢
posséde un zéro dans chaque intervalle de la forme [a,a + 7/w]. En effet, il suffit d’appliquer le résultat précédent
avec y1(x) = sin(w(t — a)) et o = . En particulier, si ¢ est non nulle, elle a une infinité de zéros qui peuvent étre

rangés en une famille (r,)nez strictement croissante, avec r, —+> +o0 et r, — —00.
n—-+oo n——oo

e siw>0,si f: R— R est continue avec f < —w? et si ¢ est une solution non nulle de I’équation y” + fy = 0, alors
o s’annule au plus une fois sur R. En effet, dans le cas contraire, ¢ aurait deux zéros consécutifs et en appliquant le

résultat a y; = p et yo = ch(wz), on aurait une absurdité.

28



118)| Notons g = f” + f. f est donc solution de ’équation y” + y = g, dont la solution générale est (méthode de variation

des constantes) :
y(z) = (/ —sint g(t) dt) cosz + (/ costg(t) dt) sinx + Acosx + Bsinz.
0 0

Il existe donc A, B € R tel que :
T x
Ve e R, f(z) = / (sinz cost —sintcost)g(t)dt + Acosz + Bsinx = / sin(xz —t) g(t) dt + Acosx + Bsinx.
0 0

On en déduit, pour z € R :

T+ xT
flz+m)+ f(x) /0 sin(z + 7 —t) g(t)dt + /0 sin(x — t) g(t) dt

4+ x
= —/ sin(z —t) g(t) dt + / sin(z —t) g(¢t) dt

0 0

x+mT
= —/ sin(z —t) g(t) dt
= /ﬂsinu g(u+z) du

0 —

>0

donc f(z + )+ f(x) > 0.

119)| Si p et ¢ existent, on sait que le wronskien de o1 et o est non nul :

Ve el, W(z)= o
1

Supposons réciproquement que W ne s’annule pas. Nous cherchons p et ¢ continues sur I telles que :

/

veer {pmsol 7) + g(@)¢r (@) = ()
" P@)eh() + q(@)pa(r) = —¢5 ()

—~~

A 2 fixé, ceci est un systéme de Cramer d’inconnue (p(x),¢(z)), de déterminant —W (). On a donc nécessairement

i) e1()
@5 () P2()

Ve el, p(z) = et q(x) =

Réciproquement, ces relations permettent de définir deux applications continues sur I et (¢1, ¢2) est une base des solutions

de I’équation y” + py’ + qy = 0, puisque ¢ et 2 sont deux solutions dont le wronskien est non nul.

1 422 -1
Avec les deux fonctions proposées, on obtient facilement p(xz) = — et g(z) = . L’équation :
x x

2

22y 4y + (42t — Dy =0
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2 .
a donc pour solution (sur I =] — 00,0[ ou ]0,+o0[) y: z+— A ST piT
T x

Ona:
—— {at’v)f’(z) b)) = — ()
a(z)g' (z) + b(z)g(z) = —¢" (z)

ff, gg/ = f¢’ — f'g ne s’annule jamais. On peut donc écrire :
", oeon 1o
a:ff{ f;q etb:fg/ flg.

fg' —=1Ff'g f9' =19

et le wronskien W =

Les fonctions f, f et g’ sont paires et les fonctions f’, g et ¢’ sont impaires, donc a est impaire et b est paire.

On applique la méthode de variation des constantes : on pose y(x) = A(x)cosz + B(z)sinx avec A, B: RT — R

dérivables et A’(x) cosx + B'(z)sinx = 0. On obtient le systeme

—sinzA’'(z) + coszB'(x)

()

puis A'(x) = —g(z) sinz et B'(x) = g(x) cosz. Les solutions s’écrivent donc :

A'(z) cosz + B'(z)sin(z) =0
=g

VYo >0, y(z) = (—/ g(t) sintdt +A) cosz + (/ g(t) costdt +B) sinz avec A, B € R.
0 0
—_— —

=u(x) =v(z)

11 suffit donc de montrer que u et v sont bornées sur [0, +00[ pour que toutes les solutions le soient.

g est monotone et bornée, donc g a une limite £ en +00. En notant h =g — ¢, on a :

/ g(t) sintdt = / h(t) sintdt + ¢(1 — cosx)
0 0 —_—

bornée

xr
Enfin, quitte a changer h en —h, on peut supposer que h est décroissante. Nous allons alors comparer / h(t) sintdt a la
0

somme d’une série alternée, en séparant les intervalles sur lesquels sin garde un signe constant ; on pose :

(n+1)7
Wn e N, a, = / h(t) | sin t] dt

T

et ona:
nm n—1
vn € N, / h(t) sintdt = Z(—l)kak =5,
0 k=0
Comme h est décroissante, oy, est décroisante :
(k+1)m (k+2)7
o — Qg1 = / h(t)|sint|dt — / h(t)|sint|dt
km (k+1)m

= /Tr h(t + km) sin(t) dt — /Tr h(t+ (k + 1)) sin(t) dt
0 0

- /ﬂ sin(t) (h(t + k) — h(t + (k + 1)) dt > 0
0

>0
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et tend vers O :
0 < ap < wh(kr) —— 0.

k— 400

k

On déduit du théoreme spécial des séries alternées que la série de terme général (—1)"qy converge et que :

vneN, 05, < ap.

On a ensuite :

Ve >0, 0< / h(t) sin(t) dt < ag
0

r T
puisque / sint h(t) dt est compris entre S,, et S,1, pour n = LiJ Nous avons donc montré que u(x) était bornée, et
0 0

la preuve est identique avec v(z) en posant :

w/24nm n—1 /24 (k+1)mw
S, :/ h(t) costdt Z(—nk/ h(t) | cos ] dt.
/2 k—0 w/2+km

22)| L’équation homogene a pour solution générale : y(z) = (ax + b)e®. La méthode de variation des constantes donne la
solution générale de I’équation (F) sous la forme : y(z) = a(x)ze®™ 4+ b(z)e® avec a et b définies et dérivables sur |0, +oo|

vérifiant le systéme :
d'(x)xe® +b'(z)e” =0

a'(z)(1+z)e” + b (z)e” = —

e JVxe ®

soit encore a'(z) = et b (z) = —
(@ ()= -2

/T

, relations qui s’integrent en :

+oo — +oo —
a(m)za—/ \e/ﬂitdtetb(x):ﬁ—i— \[f/e%tdt

La solution générale de (E) est donc (les intégrales convergent bien au voisinage de +o00)=

+oo -t +oo —t
y(x)z(a— ’ \e/ﬁdt>xew+<ﬁ+ i \/f/;dt>e”, a,pfeR.

La dérivée de y(x) s’écrit :

—t

+o0 +o0 et
y'(z) = a(z)(x + 1)e” + b(z)e” = (a - NG dt vie dt> e”.

)(x+1)em+<5+ i N

—t —t
e te
Comme les fonctions t — —= et t — L sont sommables au voisinage de 0 (la premiére est un O <i> au voisinage

Vrt e 0

de 0 et la seconde tend vers 0 en 0), y/(x) a une limite en O :

dt.

+oo —t o0 te~t
/ £_dt+8+ vie
o Vrt 0 e

V(@) ——a-
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Ainsi, y est de classe O sur ]0, +oo[ et 3’ a une limite finie en 0% : le théoréme de prolongement C!' permet d’affirmer

que y admet un prolongement § de classe C'* sur [0, 4+o0].

On a:

o0 —t
70 =+ [ Vil

+oo  —t +o0 —t
» e Vite
y0:a—/ —dt+ 6+ ——dt
(©) 0 vVt 0 N

donc les conditions imposées donnent

+oo —t +oo et +o0
t 2 2
p=- vie dt et a = V2 e " dt =1.

NS N

+oo -t +oo \ff ot
A1ns1,a—/x ﬁdtml#OetB—&— ’ N dt x—>+ooﬁ7é0’d0nc

“+00 €7t +o0 \/ieft
z)=|a— ——dt | ze® + + dt | e* ~ ze®.
v(@) < [ = > (5 . VT > =

~ oo TE” ~ oo P€° =400 0(x€”)

Soit f un solution de I'équation possédant une infinité de zéros dans [u,v]. Il existe alors une suite (t,)n>0 de zéros
deux & deux distincts de f. Comme la suite (¢,,)n>0 est une suite du compact [u,v], il existe une extractrice ¢ telle que
t(n) converge vers « € [u,v]. Par continuité de f, on a f(a) = 0. De plus, les t,, étant distincts deux a deux, on a t,(,) #

a partir d’un certain rang et

f'(a) — lim f(tap(n)) - f(a)

+oo t

=0
p(n)—a
=0

donc f = 0, grace au théoreme de Cauchy-Lipschitz (les fonction a et b sont continues, donc la seule solution du probleme

de Cauchy (y” + ay’ + by =0, y(a) =0 et y'(a) = 0) est la fonction nulle).

Par contraposée, nous avons démontré qu’une solution non nulle de I’équation y” + ay’ + b = 0 possédait un nombre fini

de zéros.

a) Supposons que f” — a?f = 0. Il existe alors A et B tels que f: x +— Ae™*® + Be®®. Comme f est bornée sur

R*, nous avons B =0 et A = f(0), ce qui donne f(z) = f(0)e™** pour tout = > 0.

b) Comme f” > a?f >0, f’ est croissante. S’il existe a > 0 tel que f’(a) > 0, on a pour tout z > a :

o /f )t > f(a /f )t = f(a) + (2 — a) f'(a) —— +o00

r——+00

et f n’est pas majorée : on en déduit que f’ est négative sur RT, i.e. que f est décroissante.
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Comme f est minorée par 0, f a une limite £ > 0 en +o0. Si £ > 0, f”(x) > ¢ pour tout = et f’(x) tend vers +oo quand

x tend vers 400, ce qui est absurde car f < 0. Nous avons donc prouvé que f(x) tend vers 0 quand z tend vers +oo.

c) Notons g : =+ f(z) — f(0)e ®*. On a g(0) = 0 et ¢" — a%g = f"" — a®f > 0. S'il existait ¢ tel que g(zg) > 0, il
existerait alors a € [0, zo[ tel que g(a) = 0 et g > 0 sur Ja, xg]. Si g ne s’annulait pas sur |xg, +00[, g serait positive, puis

convexe sur I = [a,+oo[ (car g” > a?g). On aurait alors :

g(‘TO) - g(a) (Jj _ xO) + g(xo) — g(IO)

Vr > x0, g(x) >
To—a o —a

(x — z0) + g(0)

puisque le point (zg, g(xo)) est au dessous de la corde qui relie les points (a, g(a)) et (z, g(x)). Ceci prouverait que g(z)

tend vers +o0o quand x tend vers +o0o : c’est absurde.

Ainsi, g doit s’annuler sur |zg, +o00[ et il existe b tel que a < xg < b avec g(b) = 0 et g > 0 sur ]a, b[. Une nouvelle fois, g
est convexe sur [a, b], ce qui est absurde car g(a) = g(b) = 0 et g(z¢) > 0. Nous avons donc démontré que g était négative

sur [0, +o0], c’est-a-dire que f(z) < f(0)e”** pour tout = > 0.

a) On applique la méthode de variation des constantes : on pose y(z) = A(z)cosz + B(x)sinx avec A, B dérivables

et on résout :
A'(z)cosz + B'(z)sinx =0

—A'(z)sinz + B'(z)cosz =
(z) + B'(z) P
On obtient A'(z) = —2 sin 7 et B'(z) = 2 soit A(x) = ——L— + Cte et B(z) = 2tanz + Cte. On a donc :
T Tcosdz " cos2z’ T cos®z - ' '
1 sin? . 1 .
yo(x) = — + 2 + Apcosx + Bosine = —— + (Ag +2) cosz + Bysinx
cos cos T cos T

et les conditions initiales donnent Ay +3 =0 et By =0, d’ou :

1
Vo € R, yo(z) = osg 08T

b) On pose p = f —yo : on a donc (0) = ¢'(0) = 0 et ¢’ + ¢ > 0. En posant g = ¢” + ¢, ¢ est solution, sur

I =]—m/2,7/2[,de 'équation y"" +y = ¢. On en déduit qu'il existe A et B tels que (méthode de variation des constantes) :

xT xT
Ve el, o(x) = (/ —sintg(t)dt) cosx—l—(/ costg(t)dt) sinaz + Acosx + Bsinz.
0 0

Les conditions initiales donnent ensuite A = B = 0, d’ou :

Ve el p(z) = / (sinxcost —sintcosz) g(t) dt = / sin(z —t) g(t) dt
0 0
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esize[0,m/2[ette[0,2],0 <z —t<m/2doncsin(z —1t)g(t) > 0; par intégration entre deux bornes croissantes,

on en déduit que p(z) > 0.

esiz €] —n/2,0] et t € [0,2], —7/2 < x —t < 0 donc sin(z — t) g(t) < 0; par intégration entre deux bornes

décroissantes, on en déduit encore que p(z) > 0.

“+oo
Supposons que z(t) = Z a,t™, somme d’une série de rayon non nulle, est solution de 1’équation au voisinage de 0.
n=0

Par identification des DSE, on obtient :
—6ap =0, 100 =0 et ¥n >2, (n? —5n —6)a, + o, o = 0.

Comme n? — 4n — 6 = (n + 1)(n — 6), nous n’obtenons pas de condition sur ag et les relations deviennent :

—Qp_2

= = e = = tv >7 = .
@0 = as =0etvn 27, an n? —5n—6

Nous pouvons donc réécrire la somme sous la forme
—+o0
o(t) =10 Bt
k=0
en posant [ = agior. Cette suite est définie par la relation de récurrence :

Q642K B
3 = == T '
VR EN, Brir = asear = e o 0ok T 20 2k (k1)

(on peut aussi donner un expression de 8y & base de factorielles).

Nous pouvons passer & la synthése. La relation précédente permet de définir, avec Sy = 1, une série entiére p(t) =
+oo

Z Bit5t2% de rayon infini puisque la régle de d’Alembert s’applique pour ¢ non nul :

k=0

2

= 0<1.
29+2k)(k+1) k—otoo <

B t542%
Bkt6+2k

La somme de cette série est, d’apres les calculs faits dans I’analyse, solution de I’équation différentielle et les seules solutions

DSE en 0 sont les K¢ : 'ensemble des solutions DSE en 0 est un sous-espace vectoriel de dimension 1.

27)| Soit ¢ une solution, qui s’annule en 0 et en 1. Comme a et b sont 1-périodique, les fonctions ¥ : © — Ap(xz + 1) sont
solutions de 1’équation. L’idée est de choisir A correctement pour pouvoir appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz : on
a (0) = Ap(1) =0 = ¢(0) et ¥'(0) = Ap’(1). Ainsi, il faudrait avoir Ap’(1) = ¢’(0) pour pouvoir conclure. Nous pouvons

donc distinguer deux cas :
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©'(1)
¢'(0)

Cauchy (a et b sont continues, donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz s’applique). On en déduit :

e si ¢'(0) # 0, on choisit A = et on a 1) = p, puisque les deux fonctions sont solutions du méme probleme de

Ve e R, Ap(z+1) = ¢(x)
On montre alors par récurrence la propriété :
VneN, P,: pn)=9(—n) =

Py est vraie par hypothee.
Soit n € N tel que P, est vérifiée. On a alors o(—n — 1) = Ap(—n) =0 et p(n+1) = 1 ¢(n) = 0 (A est non nul car

sinon, on aurait ¢ = 0).

e sinon, ¢ = 0 d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz (la seule solution de 1’équation vérifiant ©(0) = ¢'(0) = 0 est

Papplication nulle).

Dans les deux cas, ¢ s’annule sur Z.

28)[a) On peut écrire :

Vo >0, g(z) _f(:z:)+sinx/omu(t)f(t)costdtcosx/oxu(t)f(t)sintdt

donc g est de classe C* et, pour z > 0 :

x

g ()

f'(z) + cosx /

u(t) f(t) costdt + u(x) f(z) sinzcosx + sinx /I u(t) f(t)sintdt — u(x) f(z) cos x sin
0 0

f'(z) + cosx / u(t) f(t) costdt + sinx / u(t) f(t)sint dt
0 0
g est également C! avec, toujours pour z > 0 :

g"(x) = f"(z)—sinx /£ u(t)f(t) costdt + u(x) f(x) cos® x + cosx /L u(t)f(t)sint dt + u(x) f(z) sin? z
0 0
= () + f(2) — g(x) + u(z) f ()

= —g(z)

donc g est solution de 1’équation différentielle 3" + y = 0.

35



b) 1l existe donc a,b € R telles que g(z) = acosz + bsinx pour tout x > 0. En particulier, g est bornée par ¢ = va? + b?

sur [0, +oo[. On en déduit :

Ve >0, (@) = ]g<x> - “sin(z — u(t) (1) dt

IN

o)+ [ " Jsin(z — tyu(t) £(1)| dt
c+ /090 lu(t) f(t)| dt

IA

c¢) La derniére question est plus délicate et on peut penser a certains exercices dans lesquels on compare la solution d’un
probleme de Cauchy a une fonction vérifiant le méme probléme de Cauchy, mais dans lequel I’équation différentielle est

remplacée par une inégalité. Ici, on peut poser :
x
Vo0, po) =+ [ lufo)d
0
La fonction ¢ est de classe C! sur RT avec
Vo >0, ¢'(z) = |u(z)f(2)] < [u(@)|p(@).

11 est donc naturel d’introduire la solution ¥ du probléme de Cauchy (v’ = |u(z)|y, y(0) = ¢(0) = ¢) et de démontrer que

p(z) < (x) pour tout > 0. Dans ce cas simple, on peut directement poser :
Ve >0, g(z) = o(z)e V@ avec U(z) = /Oz |u(t)|dt
ce qui correspond, & une constante prés, a la fonction ¢/1; g est de classe C* et
Vo 20, ¢'(z) = ¢ (2)e" W — Ju(z)|p(z)e”"® = (¢ (@) = u(@)|p(x)) e <0
La fonction g est donc décroissante et ¢(x)e~V®) = g(x) < g(0) = ¢ pour tout = > 0. Ainsi, nous avons :
Vo >0, |f'(x)] < p(x) < ce’™

+oo
Comme u est sommable sur RT, U est majorée par M = / |u(t)| dt et f est bornée par ce™.
0

29)|a) En posant h = uf, f est solution de 'équation différentielle (F) : y” +y = —h. La solution générale de 1’équation

homogene y” +y = 0 est y = Acos+Bsin et la méthode de variation des constantes donne la solution générale sous la
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forme y(x) = A(z) cosx + B(z)sinx avec A, B de classe C! vérifiant :

A'(z)cosz + B'(z)sinz =0
—A'(z)sinz + B'(x) cosz = —h(zx)

On obtient A'(z) = h(x)sinz et B'(x) = —h(x) cosz et la solution générale de (E) s’écrit, avec A, B € R :
y(z) = cosx/ h(t)sintdt — Sinm/ h(t)costdt + Acost + Bsint = / h(t)sin(z —t)dt + Acosx + Bsinz.
0 0 0

Ainsi, les fonctions f et  — —/ u(t) f(t) sin(z — t) dt sont deux solutions de (E) : leur différence g est donc solution
0

de I’équation homogene y” +y = 0.

b) Comme g est de la forme A cos +Bsin, elle est bornée et on peut écrire :

X

Ve e RY, |f(2)] < lglz)] + /ju(t)f(tmn(xt>dt]s||g||oo+ / fu(t) £ (1)) .

c) Pour x € RT, f est continue sur le segment [0, x] donc elle est bornée et atteint ses bornes sur ce segment : il existe

cz € [0,z] tel que |f(cz)| = supg<y<, [f(t)] = M. On a alors :

Cg Cx +o0
M$:|f(cI)|§c+/ |u(t)f(t)|dt§c+Mw/ |u(t)|dt§c+M$/ fu(t)] d .
0 0 0

=

Si on suppose que f n’est pas bornée, on a M, —— +oo : si o < 1, ceci conduit & une contradiction car on aurait
’ T—r—+00 ’

(1-a)M, < cavec (1 —a)M, —— +o0.
r—r+00

Nous allons donc améliorer le calcul précédent en nous ramenant a une intégrale strictement inférieure a 1 : il existe g > 0

+oo
tel queaz/ |u(t)| dt < 1 et pour x > xg, on a :
x

o]

M=)l < e [ osolaser [

0

x

< e [ ool [ ol

———

=c’

/

: [ est bornée.

c
On en déduit que pour tout > 0, M, < 1

a) Soit M un majorant de |p|. Comme |qp| < M|q| et que ¢ est intégrable sur RT, gy l'est également. On en déduit
xr
que ¢’ (x) = ¢'(0) —/ q(t)p(t)dt a une limite £ quand z tend vers 4+o0. Si ¢ était non nul, ¢(z) tendrait vers £oo (selon
0
£
2

le signe de ¢) a Uinfini. En effet, avec £ > 0, il existerait ¢ > 0 tel que ¢'(x) > £ pour z > . On aurait par intégration :

14
Vo > w0, o(x) 2 @(x0) + (¥ — 20) 5 ———> +00

2 Tr—+00

On a donc nécessairement ¢ = 0.
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b) Soit (p1,¢2) une base de lespace des solutions de (E) (comme g est continue, le théoréme de Cauchy-Lipschitz

p1(z)  po(x)

: 1
S (z) () le wronskien de (¢1,p2). W est de classe C'* avec

s’applique). Notons W (x) =

W' = 01¢h + 019 — P1vs — P15 = —qp1902 + qP1P2 =0

On en déduit que W est une constante non nulle (le wronskien ne s’annule jamais). Si @7 et @o étaient bornées, ¢} et ¢}
tendraient vers 0 en +oo et W(x) tendrait également vers 0 : ce serait absurde. On en déduit que (F) admet au moins

une solution non bornée

Exercices Mines-Centrale: équations différentielles non linéaires

On travaille ici dans I'espace E = C2(R,R). Cet espace est la somme directe des sous-espaces formés par les fonctions

paires et impaires : pour f € E, on pose :

f(z) + f(=x)
2

f(z) = f(=2)

Ve R, g(z) = 5

et h(z) =

etona f = g+h avec g, h de classe C? et respectivement paire et impaire. Supposons que f € E est solution de 1’équation.
On a alors :

Vz e R, ¢"(z) +h"(z) + g(—x) + h(—x) = x + cosx

ce qui s’écrit :

Vz eR, ¢"(z) +g(x)+ h'(x) — h(z) = = + cosx

Comme ¢” + g est paire et h” — h est impaire, on peut identifier les parties paires et impaires : g et h sont respectivement
solutions des équations différentielles ¢y’ +y = cosx et y’ —y = x. La premiere équation a une solution particuliére de la
forme ax cosx + Sz sinz et un calcul élémentaire donne o = 0 et S = 1/2. La seconde équation a pour solution évidente

y = —x. Il existe donc A, B,C, D € R tels que :
Vo € R, g(x) = Acosz + Bsinx + %wsinx et h(z) = —z+Cchz+ Dshz
puis, la parité de g et 'imparité de h donne B = C' = 0. Toute solution est donc de la forme :
f: x— acosz+ Bshzx+ %xsinm—x, a, B eR

et ces fonctions sont bien solutions (vérification immédiate).
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32)|a) Supposons que f est une solution; f’ est alors dérivable avec :

vo> 0, a)=m (@)~ 51 (1)) =m(1- ) r@

puisque f'(1/x) = m(f(1/z)+ f(z)) = f/'(z) pour tout > 0. On peut intégrer cette équation différentielle, ce qui donne
(en utilisant que f'(1) = 2m) :

Ve >0, f/(x) = 2me=2mem(@+1/)
puis :

x
Ve >0, f(x)=14 2me_2m/ et/ g,
1

Nous avons ainsi prouvé 'unicité de la solution.

Réciproquement, soit f la fonction définie sur ]0, 4+o0o[ par ’expression précédente. Nous avons, pour tout z > 0 :

m(f(x)+ f(1/x = 2m + 2me 2™ Iem(Hl/t) dt + v M1/t gy
(f(z) + f(1/x))

1 1
xr xr d
= 2m+2me 2" (/ emtHL/ qp — / emtutl/u) Z) (en posant u = 1/t)
1 1 u

= 2m+2m2672m/ emt+1/1) (1 — ;2) dt
1

= 2m+2me 2™ [em(Hl/t)} ’

1

_ 2m672m em(az+1/m)

= fl(=)

donc f est solution du probléme.

b) Premier cas : m > 0. f' > 0 donc f est strictement croissante sur |0, +o00[; comme f'(z) tend vers +o0o0 quand z tend

72m6m(z+1/w)

vers +00, f(z) diverge vers +00 en +0o. On a ensuite f/(z) = 2me ~o 2me=2™e™/*  qui est prépondérant

au voisinage de 0 devant 1/z : on en déduit que f(z) tend vers —oo quand z tend vers 0.

Comme f”(x) est du signe de 1 — m%, on peut également remarquer que f est strictement concave sur 0, 1] et strictement

convexe sur [1, +oo].

Second cas : m < 0. f’ < 0 donc f est strictement décroissante ; comme f’(z) tend vers 0 quand z tend vers 07, f a un
prolongement C! en 0. On a ensuite f/(z) ~; o 2me 2™e™® qui est intégrable au voisinage +o00, donc f(x) a une limite

finie en 4+00. Comme dans l'autre cas, f est strictement concave sur |0, 1] et strictement convexe sur [1, +00].
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33)|a) Analyse : soit f une solution. En décomposant f en g+ h avec g paire et h impaire, ’équation s’écrit : ¢’ +h' = 2g.
Comme g, i/ sont paires et ¢’ impaire, on peut identifier et on a ¢’ = et h/ = 2g. 1l existe donc «, 3 € R tels que g = a et

h: x+— 2ax + 8. h étant impaire, on a nécessairement 8 = 0, puis f: x — a2z + 1).
Synthese : réciproquement, toute application de la forme précédente est solution de ’équation fonctionnelle.
Les solutions sont donc les applications f: x — a(2z + 1) avec « réel quelconque.

b) Analyse : supposons que Y -, an2" est une série entiere de rayon R # 0 dont la somme est solution de 1'équation sur

un voisinage | — r,7[ de 0. On a donc :

—+o0 [e’e] [e’e]
21 RN DIURIIELE SRRt P
n=0 n=0 n=0

ce qui donne (unicité du DSE) :

1+ a™

Yn €N, a,11 =
" fntl n+1

Q.

soit encore :

1+aH1+a™2)...(1+a)(1+a?)
n!

vneN, a, = agp.

Synthese : pour 5 € R, définissons (a,)n>0 par

1+a™
ag=petVneN, a,11 = ] Q-
On peut appliquer la regle de d’Alembert pour  # 0 et z # 0 :
anJrl:En-‘rl _ |1+an||x| 0
apx™ T on+1 n—-+o0

donc la série ) ., anz" est de rayon infini (et c’est évidemment le cas quand 5 = 0). On peut donc définir :

+oo
Ve e R, f(z) = Zanx"
n=0

et f est bien solution de I’équation, puisque :

+0o too
Ve eR, f(x) = Z(n + Daptra™ = Z(l + aMapz" = f(z) + f(ax).
n=0 n=0

Il y a peu de chance que ’on soit capable d’exprimer f & ’aide des fonctions usuelles et on se contentera de I’expression :

= n—1 n—2
Ve eR, f(z) = Bz(l—i—a 1+« n|)m(1+a)(1+l)f€”
n=0 .
= 8 <1+2x—|— 2(1;“)x2+ 2(1+a;('1+2a)x3+ 2(1 + a)(1 lea)(1+3a)x4+m>
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34)[a) Avec y = 0, nous obtenons 2f(z) = 2f(0) f(x) pour tout x, et donc f(0) =1 en choisissant = tel que f(x) # 0. On

a ensuite, avec z = 0, f(y) + f(—y) = 2f(y) pour tout y, donc f est paire.

b) En dérivant deux fois par rapport & x, on obtient :

Vo,y R, f'(x+y)+ [z —y)=2f"(2)f(y)

En choisissant = 0 et en utilisant la parité de f” (f est paire, donc f’ est impaire et f” est paire), on obtient :
Yy €R, 2f"(y) = 2f"(0)f(y).
Nous avons alors trois cas :

e si f(0) > 0, on pose w = 1/ f”(0) et on obtient f” = w?f; il existe A, B t.q. f :  +—— Ach(wz)+ Bsh(wx). Comme

f est paire et f(0)=1,ona f: x+— ch(wzx).
e si f(0) =0, ona f” =0 donc f est affine; comme f est paire et f(0)=1,0ona f=1;
e si f(0) <0, on pose w = 1/—f"(0) et on obtient comme dans le premier cas f: x — cos(wz).

Réciproquement, ces fonctions sont solutions de 1’équation fonctionnelle. Les fonctions solutions de I’équation sont donc

les fonctions de la forme 2 — cos(wz) et © — ch(wx) pour w € R (on retrouve la contante 1 quand w = 0).

c) Si on suppose seulement que f est continue, on montre que f est de classe C> (C? suffirait). On introduit la primitive

F de f qui s’annule en 0 (F est donc de classe C!). En intégrant la relation par rapport a x, on a :

Va,y € R, F(a+y)—F(y)+F(a—y)—F(—y)=/0a(f(x+y)+f(w—y)) dw:2f(y)/0af(w)dx=2f(y)F(a)~

Comme f est non nulle, F' 'est également : on peut donc choisir a tel que F(a) # 0. On a donc :

Fla+y) = Fy)+ Fla—y) — F(-y)

Yy eR, fly) = F (@)

Comme F est C', f est de classe C', puis F est de classe C?, puis f est de classe C2, et ainsi de suite : f est de classe

C® et on peut appliquer le b).

Exercices X-ENS

35)[a) Par contraposé : si 1 est non nulle, il existe un segment [a, b] C [0, 1] non réduit & un point sur lequel ¢ ne s’annule;;

¥ étant continue, elle est de signe constant sur [a,b]. On peut alors construire h € Cy tel que h = 0 sur [0,a] U [b,0] et
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h > 0 sur ]a, b[. Pour cela, on consideére la fonction

L 0 si|ul >1
a:ou
(1—u?)? siul<1

qui est bien de classe C? (car 1 et —1 sont des racines triples du polynéme (1 — X2)3); on pose ensuite h(t) = « (%)
pour tout ¢ € [0, 1].
On a bien h € Cp et fol Y()h(t)dt = ff?/)(t)h(t) dt # 0, puisqu’on intégre sur un intervalle non réduit & un point une

fonction continue, de signe constant et non nulle.

b) Soit h € Cy. Pour tout s € R, l'arc vs = (xg + sh,yo) est élément de C, donc E(vs) > E(v). On en déduit que

Papplication s — E(7,) atteint en 0 un minimum globale. Comme cette application est polynomiale :

1 ! sh' 2 2
E(%):/o (@p(t) + s h' ()" + w5 (1)

TN @) o [T (W) YE)
Y5 (1) e /0 v

dt = Elto) + 25/0 B0 W200)

son coefficient de degré 1 est nul (on peut aussi dire que 4/(0) = 0). Ainsi :

/1 THOH W) 4
0 y% (t) .

Pour utiliser le a), nous allons faire une I.P.P (cela explique aussi pourquoi les applications manipulées sont de classe C?) :

/1 SHOLIOY {xg(t)h(t)]l 25 (yo(t) — 226 (uo(*) ) gy
0 Y

(t) Bl Yo ()

Comme h(0) = h(1) = 0, cela donne :

vhec, /01 ﬂfg(t)yO(t)yg—(;%(t)yé(t) h(t) dt = 0

et donc zgyo — 2z(y, = 0 d’apres le a).

Nous allons utiliser la méme démarche avec 'arc vs = (29, yo + s h). Le premier probléme, c’est que 7, n’est élément de C
que pour s assez proche de 0 : comme yg est continue et strictement positive, elle est minorée et atteint son minimum m,
qui est donc strictement positif. h étant aussi continue sur [0, 1], elle est bornée par un constante M. On a donc yo— sh > 0

sur [0,1] & condition de choisir |s| < %, puisque yo(t) — sh(t) > m — |s M]|.

L’application F' : s — F(T's) est donc définie au voisinage V = [—n,n] de 0 et atteint en 0 un minimum global. Toutes

les hypotheses du théoréme de Leibniz sont réunies :

g (t) + (e (1) + s B (1)?
(yo + s h(t))?

e pour tout s€ V, t — est continue et sommable sur [0, 1];
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xg (t) + (yi' (t) + s W' (1))?
(yo + sh(t))?

9 (xg(t) + (yi(t) + sh'(t)?
e pour tout sV, t— — 0 9
P ( (0o + 5 (D)2

Os

e pour tout ¢ € [0,1], s — est e classe C! sur V ;

) est continue sur [0, 1];

e Comme V x [0,1] est compact et que (s,t) —

0 (9662 (t) + (y5'(t) + s h'(1)*
s (yo + s h(t))?

une constante K, ce qui donne I’hypothese de domination :

> est continue, elle est bornée par

VseV, Vtelo1],

9 (%2(75) + (Wi (1) + s 1 (1))

3 o + 5 h(D))? ) ’ < K avec K continue et sommable sur [0, 1].
s Yo+ s

L’application est donc de classe C! sur V avec :

d _ [0 (2RO + R0 + sk (1)
Vs eV, T (E(IY)) —/0 ds ( (yo + s h(t))? ) o

Comme cette application atteint son minimum en 0, qui est un point intérieur a V', sa dérivée en 0 est nulle, soit, apres

quelques calculs :

O, R0 )
A( (1) — W v (1)

Yo (1) Yo (1)

h(t)) dt =0

Il faut ensuite, comme dans le premier calcul, remplacer h’ par h en effectuant une I.P.P :

' yé(t) / o y()(t) ! _ 1 y()’(t)yo(t) _ 2y62(t)
|, s (o], - [ g ow

=0

et on obtient en regroupant les deux termes :

On a donc, en appliquant le a :

Yoyo + i — yg = 0.

(z0,yo) est donc solution du systeme différentiel d’ordre 2 avec conditions aux limites :

2y —22'y' =0
y//y + x/2 _ y/2 =0
(2(0),5(0)) = A
(z(1),y(1)) = B

Remarque : la méthode employée ici est assez naturelle : I'application E est de classe C! et nous exprimons que sa

différentielle est nulle 1a ou le mimimum est atteint. Nous avons cependant deux problémes :
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e la partie C n’est pas ouverte : on résout le probléeme en remarquant que C est une partie ouverte de ’espace affine

{y € C?([0,1],R?), v(0) = 1 et (1) = B}, qui admet en tout point v pour espace tangent I'espace vectoriel :
C = {y: [0,1] — R?, v est de classe C* et v(0) = v(1) = (0,0)}

e l'espace de travail est de dimension infinie, donc il faudrait pour parler de différentiabilité choisir une norme et

prolonger les définitions données en cours, en écrivant en v € C un DL de la forme :

Vs € Cavec [|0]| assez petit, E(y 4+ &) = E(v) + £(h) + o(h)
ol £ est linéaire et continue.

Nous avons contourné le probléme en travaillant sur des dérivées le long de vecteurs simples : § = (h,0) ou d = (0, h).

Remarque générale : soit (E) : y” 4 by’ 4+ ¢ = 0 une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2, avec a et b
continues de R dans R. Soit ¢ une solution de non nulle F et Z = {x € R, ¢(z) :=0}. Comme f est continue, Z est une
partie fermée de R et Z ne possede pas de point d’accumulation, c’est-a-dire les seules suites convergentes d’éléments de
A sont les suites stationnaires. En effet, si (x,)n,en est une suite non stationnaire de zéros de ¢ qui converge vers x, on
a p(z) = ¢'(z) = 0 (la premiere égalité car ¢ est continue en z, et la seconde en calculant le taux d’accroissement de ¢
entre x, et x (on peut supposer que x,, est distinct de z pour tout n, quitte & extraire une sous-suite de (mn)) : ce taux

d’accroissement est nul et tend vers ¢’(x) quand n tend vers I'infini). Nous avons alors 4 cas possibles :

Z est borné : il est alors fini et f a un nombre fini de zéros;

Z est minoré mais pas majoré : on peut alors classer les zéros de f en une suite (z,),>0 strictement croissante;

Z est majoré mais pas minoré : on peut alors classer les zéros de f en une suite (zy,),>0 strictement décroissante ;

Z n’est ni majoré, ni minoré : on peut alors classer les zéros de f en une suite strictement (z,,)nez indexée par Z.

a) Nous devons donc démontrer que nous sommes dans le deuxiéme ou le quatriéme cas.

On pourrait utiliser le résultat classique :

Soient I un intervalle et f1, fo : I — R continues telles que fo > f1. Pour ¢ = 1,2, on suppose que y; est une
solution non nulle de I’équation différentielle " + f;y = 0. Montrer que si a et b sont deux zéros consécutifs de y1,

Y2 s’annule sur [a, b].
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On aurait, avec I = [0, +oo[, fi(z) =1 et fa(z) =€ :

* fo= fisurl;

e  est solution de y” + foy sur I;

e sin est solution de y” + fiy sur I;

comme sin s’annule tous les k7, ¢ s’annule au moins une fois dans chaque intervalle [k, (k + 1)7]. On en déduit que ¢ a

une infinité de zéros dans [0, 4+00[, que I'on peut ranger en une suite strictement croissante.

Nous allons donner une preuve directe. Nous devons montrer que Z n’est pas majoré, i.e. que pour tout a > 0, il existe
b € Z tel que a < b. Soit donc a > 0. Si p(a) = 0, on choisit a = b. Sinon, on peut, quitte a remplacer ¢ par —¢p, supposer
que ¢(a) > 0. Procédons par I'absurde : supposons que ¢ ne s’annule pas sur [a, +00]; elle est alors strictement positive
sur [a,4oo[ (car elle est continue) et ¢”(x) = —e®p(x) < 0 pour tout > a. On en déduit que ¢ est strictement concave
et que ¢’ est strictement décroissante sur [a,+o0o[. La dérivée de ¢ est positive sur [a, +oo[, car 8’il existait b > a tel que

¢’ (b) < 0, on aurait (la tangente en b est au dessus de la courbe)

Vo > b, (z) < () +¢'(b)(z — D)

et donc ¢(z) tendrait vers —oo en +oo : absurde car ¢ > 0 sur [a, +00[.

On en déduit que ¢ est strictement croissante sur [a, +o00o] : elle a donc en 400 une limite £ € [f(a), +oo]. Ainsi, ¢’ (z) =

—e%p(x) tend vers —oo, puis ¢’ () tend vers —oco quand x tend vers 400 : ¢’est absurde.

On peut donc définir par récurrence la suite (z,,) : on sait que Z n’est pas majoré. On pose Zy = Z N [0, 400 : Zy est
un fermé non vide et minoré, on note xz( sa borne inférieure. Comme les zéros de f sont isolés, Z3 = Zy \ {zo} est encore
un fermé non vide minoré, on note z; son minimum et ainsi de suite. La suite (z,)nen est donc une suite strictement
croissante d’éléments de Zj : comme elle ne peut converger (Z n’a pas de point d’accumulation), elle tend vers +oo et

ZO = {Z'n, n e N}

b) Pour cette question, il va falloir utiliser le résultat énoncé plus haut. Considérons donc deux zéros consécutifs xz,, et

Tny1 et fixons a €|z, Tpi1]. Posons :

o I =la,+oo[;

e fo: xr—e”;
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o f1: z+—— e,
On a bien f; < fy sur I et nous allons choisir une solution ¢; de " + f1y = 0 qui s’annule en a :
v1(z) = sin(w, (z — a))

T 7T , , . s 5 ’/T .
avec wy, = exp 5 ) Comme a et a + — sont deux zéros consécutifs de @1, ¢ s’annule dans l'intervalle |a,a + —| ; ceci
wn n

. ™ PSR T .
impose z,+1 < a+ —. Comme cette inégalité est vraie pour tout a > 0, cela donne :
Wn

Tn
Tpt+1 — T < TEXP (—7>

Comme z,, tend vers 'infini, x,,4+1 — z,, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

Le méme type de démonstration (en prenant fo : x+—— e+t et fi : & +—— %) donne la majoration :

T
T exp (— ) < Tpt1 — Ty,

Remarque : on peut se passer de l'utilisation du résultat général (avec fi et f2) en ajoutant la question intermédiaire

en utilisant les fonctions sin (wy, (z — ,,)) et sin (wp41(z — z,,)), montrer :

anrl

Tn
) <Zpg1 —Tp S TEXP (—7)

T exp (—
Posons a,, = mexp (—%") Les inégalités précédentes s’écrivent :

a)n-{- 1
QA

Gnt1 < 21In <a

n-

an+1
Comme a,, tend vers 0,

tend vers 1, donc a,, ~ an+1. On peut ensuite prendre un équivalent du In :
+oo

1 1
an ~ 2l g (anﬂ - 1) = 241 ( - )
+o0 a, +oo Ap, an Api1

Qn

ce qui donne

Le théoréme de Ceraro donne ensuite :

Nous obtenons donc a, = 5 (1 + o(1)), puis :

Tp =—21In (2:m (1+ 0(1))) =2(In(2n7) + o(1)) = 2Inn + 21In(27) + o(1).
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En particulier, x,, est équivalent a 2Inn.

37)| a) Commengons par faire un changement de base : soit (e1,...,e,) une base de Ker(A), complétée en une base

B = (e1,...,e,) de R™. Notons P la matrice de passage de la base canonique & la base B et posons Y = P71X. Y est

alors solution de I’équation différentielle Y/ = BY avec B = P7'AP = <%1 B;f), ot By € M, (R) et By € M, ,,_,(R).
En notant y; les composantes de Y, nous avons y.(t) = 0 pour tout ¢ € {r+1,...,n}, donc il existe (qyy1,...,0,) € R""
tel que :

VteR, Y(t) =yi(t)er + - +y(r)e, + arqrerrr + - + apney

Ceci traduit que Y (¢) appartient a I’espace affine passant par le point A = a,-y1€,41+ - a6, et dirigé par Vect(eq, - - , €,.),

i.e. par ImA.

b) Nous allons montrer que || X||? = !X X est constante :
(X2 =" X'X +'XX' =" (AX)X +'XAX ='X'AX +'XAX =0
donc la trajectoire est tracée sur une sphere centre en 'origine.

En dimension 3 (et plus généralement en dimension impaire), A n’est pas inversible car det(A) = det(*A) = (—1)"det(A)
donne det(A4) = 0. D’apres la question a), la trajectoire est donc tracée dans un sous-espace affine strict de R™ : elle ne

peut donc pas étre égale a la sphére complete.
En dimension 3, A est soit de rang 2 et la trajectoire est un cercle, soit de rang 0 et la trajectoire est un point.

¢) Nous allons montrer qu’il existe une matrice P telle que P~1 AP est diagonale par bloc :

0 (05}
—Q 0

PlAP =

—Q 0

On peut déja remarquer que Ker(A) et Im(A) sont orthogonaux, puisque pour X = AY € Im(A) et Z € Ker(A4), on a :

< X|Y >="AY)Z =—-'YAZ =0.
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Comme la somme des dimensions de Im(A) et Ker(A) est égale & n, Im(A) est I'orthogonal de Ker(A).

On travaille ensuite sur la restriction f de A & Im(A). Remarquons que f n’a pas de valeur propre réelle, puisque pour X
non nul tel que AX = AX, on a

NJX|2 = "X AX = ~/(AX)X = —)[|X|P

et donc A = 0 : 0 st donc la seule valeur propre réelle de A, et ce n’est pas une valeur propre de f puisque Ker(f) =
Im(A) N Ker(A) = {0}.

Comme f? € S(Im(A)), f? a ses valeurs propres réelles. Si \; est une de ses valeurs propres, on a nécessairement \; < 0.
On peut poser A = —a? avec a; > 0. En choisissant un vecteur propre unitaire e; pour A;. On montre facilement que

f(e1) est non nul (f est inversible) et orthogonal & e; (A est antisymétrique). On peut donc compléter e; en une b.o.n.

du plan Py = Vect(ey, f(e1)). Ce plan est stable par f et la matrice de f|p, est antisymétrique : elle est donc de la forme

0 (051
—Qq 0 ’
On montre alors facilement que Pj- est stable par f et on conclut par récurrence.

Dans une base orthonormale bien choisie, le systeme différentielle s’écrit donc :

Y1 = aiys et yy = —aaqy
Yop_1 = CkYor €t Yo, = —uyor—1
Vs = =1 =0

Le systeme (y’l = a1y et yh = —alyl) a pour solution (y1 = A sin(agt + @), y2 = A cos(art + go)) ; dans chaque plan P;,
la trajectoire d’une solution est un cercle. Il faut donc imaginer la trajectoire globale en décomposant R™ en une somme
directe orthogonale Py @ P, @ --- @ Py @ (Im(A))™ : dans chaque plan P;, le point décrit un cercle centré en Iorigine et

sa position dans 'espace (Im(A))" est constante.

a) Sit € [a,b] est un point ol 1 est dérivable, on a :

[ ()] = l¢'(t) = ' ()] = | (t,0(t) = f(t, (1) + F(£, 4 () — ' (B)] < Klu(t)] +e.

b) Comme u(a) = 0, Pensemble K = {t € [a,t1], u(t) = 0} est un compact non vide (il est borné et fermé car u est

continue). Il admet donc un maximum ¢;. On a alors :

o u(tg) =0cartyge K;
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e a<ty<tietty#t;cart; & K,donca<ty<ty;

e ]to,t1] N K = () donc u ne s’annule pas sur |tg, t1] : comme elle est continue, elle garde un signe constant, d’ott u > 0

sur Jto, t1] puisque u(t1) > 0.

Posons w = v — u. Cette fonction est continue et de classe C! par morceaux sur I = [to,¢;]. En tout point de dérivabilité

t de I, nous avons

w'(t) =0 (t) —u'(t) > Kv(t) + ¢ — Ku(t) —e = Kw

puisque v/ (t) < K|u(t)] + ¢ = Ku(t) + . La fonction t — w(t)e 5 est donc continue sur [tg,t;], dérivable sauf en un

nombre fini de points et sa dérivée est positive. La fonction est donc croissante et nulle en ty : elle est positive sur [to, t1].

¢) Soit t; € [a,b)].
o Si u(ty) =0, 'inégalité recherchée est vérifiée :

p(t) = v(t)| = 0 < — (K79 —1).

e Siwu(ty) > 0, on applique ce qui précede. L’application v se calcule facilement :

Vit € [to,tl], ’U(t) = % (eK(t—to) _ 1) )

On a donc en particulier :

0 < u(t) < v(t) = (eK(t1—t0) _ 1) < % (eK(tl_a) _ 1)

=l o

et donc

() = (i) < = (KO —1).

e Si u(t;) < 0, on adapte la preuve précédente (c’est plus siir que de se contenter de dire “par symétrie”) : il existe

to € [a,t1] tel que u(tp) = 0 et u < 0 sur Jtg,t1]. On utilise alors I'inégalité
Vt € [to, t1], [W/ (1) < Klu(t)| +e=—Ku(t) +¢

pour écrire

Vt € [to, 1], v/'(t) > Ku(t) — ¢
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On introduit donc la solution v au probleme de Cauchy (x’ =Kz —e¢, z(ty) = 0) et on montre comme au b) que

v < w sur [tg, 1], ce qui nous donne en t; :

0> u(ty) 2 v(t1) = (1 - eK(tl—th)) > £ (1 _ eK(tl—a))

=[o
=l

ce qui donne une nouvelle fois
lp(t1) —¥(t)] < % (eK(“*“) _ 1) .

d) Nous allons adapter la preuve précédente. Nous avons maintenant, en tout point ¢ ol ¢ et ¢ sont dérivables :

W' (O] < 1@'(t) = [t e(O)] + (£ (1) = f(& W)+ [f (&4 (1) = ' (8)] < (e1 + &2) + Klu(t)]-

Ainsi, £ est simplement remplacé par €, + 2. Nous avons par contre un petit probleme pour définir ¢y, dans la
généralisation du b).

Si t1 € [a,b] avec u(t;) > 0, on distingue deux cas :

e si u > 0 sur [a,t;], on note v la solution au probléme de Cauchy (2/ = Kz — &1 — €2, z(a) = u(a)). On a alors,

avec w = u — v comme au b) : w' =v' — v’ > Kw avec w(a) = 0, donc w > 0. Cela donne :
Vi € [a,t1],0 < u(t) < u(a)e"t=® + % (emt—a) _ 1)

et en particulier :

0< @) —Y(tr) < ezehr7a) 4 % (eK(tI*“) — 1)
e sinon, on peut définir ¢y comme & la la question b) et on obtient :
0 < d(ty) —v(ty) < f1te2 (,eK(mm _ 1) < eqekti—a) L FLTE2 (emlﬂw B 1)
K K
Le cas u(ty) est trivial et le cas u(t1) < 0 se traite de facon symétrique. Nous avons ainsi obtenu :

€t 16(1) = plin)] < et 7+ R (K0 1),

Remarques : cette majoration peut sembler trées mauvaise, puisque I’on majore par un terme exponentiel par rapport
a Pécart t — a, mais cette majoration est pourtant optimale (on trouve facilement des cas d’égalité, en choisissant
I’équation la plus simple 2’ = Kz). Cela montre que les solutions explosent exponentiellement. Par exemple, avec
€1 = €9 =0 et €3 > 0, on compare deux solutions de la méme équation mais avec des conditions initiales légérement

différentes : I’écart entre les deux solutions tend vers 'infini exponentiellement quand b tend vers 'infini.
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Cette inégalité permet de mesurer 'erreur commise par une méthode numérique de type Euler. On construit en effet
par ces méthodes des “solutions” v qui sont continues et de classes C* par morceaux (en fait des fonctions affines
par morceaux) et on peut montrer, quand le pas est assez petit, qu’elles sont “presque solutions” de 1’équation, i.e.
qu’au lieu d’avoir ¥’ (t) = f(¢,4(t)), on a ¥’ (t) =~ f(¢,1(t)), ce qui s’écrit mathématiquement |/ (t) — f(¢,¥(t))| < e
pour un € > 0 que 'on peut en général déterminer. L’inégalité fondamentale permet donc de comparer la solution ¢
de I’équation a la solution approchée 1. La seule chose certaine, c’est qu’il faut éviter de faire ce type de calcul sur
une durée longue.

Pour finir, il est possible d’obtenir le méme genre d’inégalité mais en “remontant” le temps, i.e. en travaillant sur

un intervalle [c, a] avec ¢ < a.
a) On peut appliquer le théoréme de Leibniz : en posant ¢(z,6) = cos(zsind), on a
o Vz € R, 0 — p(x,0) est continue et sommable sur [0, 7] ;
o V0 € [0,7], x — ¢(z,0) est de classe C! sur R;
e VzeR, §+— g—i(x, 0) = —sinfsin(xsin ) est continue sur [0, 7] ;
o Y(z,0) € R x [0,7], |partpz(xz,0)] <1 et d+— 1 est continue et sommable sur [0, 7].
L’application f est donc de classe C' sur R avec :
Vz eR, f'(z)=— /OTr sin 0 sin(z sin 6) d6.
De la méme facon, on montre que f est de classe C2, avec :
Vz €R, f'(z)=— /07r sin? 0 cos(z sin 6) d6.

On peut alors écrire, pour € R :

of(x) +xf'(z) = x/ (1 — sin” ) cos(z sin ) d
0
= / x cos 6 cos(x sin 0) cos 6 df
0
= [cos@sin(zsinf)]|; + / sin 0 sin(z sin 0) df par IL.P.P
0

= —fl(z)
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donc f est solution sur R de I'équation zy” + 3’ + 2y = 0.

b) On peut déja remarquer que f est développable en série entiére : pour z réel fixé, on a :

T o0 SiIl2n
fla) = [
n=0

(2n)!

et la série converge normalement par rapport a 6 sur [0, 7]

2N 2n
V0 € [0,7], ¥n € N, (—1)"”?%)(,9)3;2" i

< m qui est un terme général de série convergente
n)!

On peut donc échanger [, et ZI:E) (on intégre sur un intervalle borné) :

Vr € R, f(z)= io(—m (/OﬂSig;)(f)de) "

n=0

et f est DSE en 0, son développement étant valide sur tout R.

Nous allons montrer qu’a une constante multiplicative pres, c’est la seule série entiére solution. On applique la méthode
habituelle : on suppose que g(z) = Z:So anx™ est définie et est solution de I’équation sur un voisinage de | — r, [ de 0.

Par unicité du DSE, on peut identifier :

ap=0etVn>1, (n+1)nayt1 + (n+1)apy1 +ap—1=0

Cela donne
0OetVn>0 1
a1 =0et Vn Apio = —————=0p.
1 = Yy +2 (Tl T 2)2
1
Ainsi agi41 = 0 et agpo = —ma% pour tout £ € N. On en déduit :

— (DR
9(x) = ao Z e T
k=0
Réciproquement, cette relation définie une fonction g de classe C'* sur R, qui est donc égale a f quand ag = 7.

Nous avons donc en passant démontrer :

™ sin®"(6) T
vneN, /0 (2n)! d6 = 4np)

ce qui donne la valeur des intégrales de Wallis d’indices pairs :

(2n)!' 7

/2
— in 2N —
VTLEN7 Wgn—A Sin (e)de—m

c) Soit g € S. Si (fjr,9) n'est pas une base de l'espace des solutions (qui est un espace vectoriel de dimension 2 car

les coefficients de 1’équation sont des fonctions continues de z, et le coefficient de y” ne s’annule pas sur I), il existe «
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tel g = aj; et g est bornée au voisinage de 0 (f est continue en 0). Supposons réciproquement que g soit une solution

indépendante de f. Au voisinage de 0, f ne s’annule pas : on peut donc poser z = Q’ qui est définie et de classe C? sur

f

un intervalle ]0, 7], avec z non constante. On a alors :
va €]0,r[, x2"() f(x) + 2/ () 2z f'(z) + f(z)) = 0.
11 existe donc une constante non nulle K (car z’ est non nulle) telle que :
Ve €lo,r], 2/(z) = KeA®
avec A(x) = /T/Q 21710 + F(0) dt. En utilisant le développement f(t) = m — th + o(t?) au voisinage de 0, on obtient :

tf(t)

!/
1MW+ 1) 1o t+o(t) = % + h(t) avec h continue sur [0, +00]

tf(¢) t
ce qui donne :

r/2 1 r/2
A(z) = / n dt + / h(t)dt = —Inx 4+ R(z) avec R continue sur [0, 7|
xT x

et enfin :

K KefO
Z/((E) _ Ke—ln;v+R(w) _ eR(a:) ~ .
T 0o
Par comparaison des fonctions positives, on en déduit que 2z’ est de signe constant au voisinage de 0 et n’est pas sommable

au voisinage de 0 : on a donc

r/2

() = 2(r/2) 7/ Sydt —— {0 STE>0
z z—0+ +o0o si K <0

et g = zf n’est pas bornée au voisinage de 0, puisque f(z) tend vers w en 0. On peut méme affirmer que g(z) ~o L1lnx ou

L est une constante non nulle.

a) Nous pouvons paramétrer la courbe I': Y(X? + Y?) — X2 = 0 en coordonnées polaire : en posant X = rcos® et
Y = rsin 6, ’équation s’écrit :
r2(rsinf — cos? 0) = 0

cos? 6

soitr=0our=—
sin 6

. La valeur r = 0 est également obtenue avec la seconde formule, pour § = 7/2. La courbe cherchée

est donc paramétrée par :
cos® 0

" sin#
Y = cos? 6
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ce que l'on peut simplifier en posant ¢ = tan6 :

avec t € R*. Cette courbe est symétrique par rapport a Paxe (0Y) (X (—t) = X (t) et Y (—t) = =Y (¢)) et les variations de

X et Y sont évidentes. Quand ¢ tend vers +oo, le point (X,Y") tend vers lorigine qu’il atteint avec une tangente verticale :

X Tt o T

Quand t tend vers 07, X tend vers +oo et Y tend vers 1~ : la droite d’équation Y = 1 est donc asymptote. On obtient le

tracé :

b) L’équation différentielle s’écrit Y (X?+Y?) = X2 en posant X = y et Y = zy’. Nous allons chercher les courbes y = ()
avec @ solution de 1’équation différentielle sous la forme paramétrée : (x = x(¢t), y = y(t)), ¢ étant le parametre du point
(X,Y) sur la courbe T'. 1l faudra que les applications x et y soient dérivables, que t — x(¢) soit un difféomorphisme (i.e.
que 2’ ne s’annule pas) et qu’en inversant la relation x = x(t) — ¢ = t(x), Papplication p(x) = y(t(x)) soit solution de

I’équation différentielle. Si toutes ses propriétés sont vérifiées, nous aurons :

dy 1
r— =
dz %—i— 12
YTt )
d dy dt
Comme ﬁ = d—za, on obtient :
1+3t2 dt 1
o g
t2(1+t2)de 142
d 1+ 3t?
soit & —Ldt. En intégrant, on obtient :
x t2(1 +2)

1
In|z| = n —2 Arctant + K

d’ou la paramétrisation :
1 1
z=+efexp (t — 2 Arctan t) = Aexp (t — 2 Arctan t)
B 1
T EE)

54



avec A € R*.

Réciproquement, si A est un réel non nul, Papplication v : ¢ — Aexp (% — 2 Arctan t) réalise un difféomorphisme de I

sur J avec I =] — 00, 0[ ou I =|0,+o00[ et J =]0,00[ ou J =] — 00, 0] (selon le signe de A et le choix de I). Si on pose :

1

Vo e J, p(x) = a=1(z)(14 a=1(z)?)

alors ¢ est solution de I’équation différentielle.

L’idéal aurait été d’exprimer ¢ en fonction de x a ’aide des fonctions usuelles, mais cela n’est sans doute pas possible. On

se contente donc de décrire les trajectoires des solutions de ’équation sous forme paramétrique :

1
x = Aexp <t — 2Arctant>
PA - 1
LTS

L’étude de ces courbes n’est pas tres difficile a faire car x et y sont des fonctions monotones de t.
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