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Une conjecture sur les zéros d’un polynôme et de ses dérivées

Travail demandé :

Il vous est demandé d’étudier puis de présenter le(s) texte(s) joint(s) à travers un
exposé de synthèse d’une durée comprise entre 15 et 20 minutes.

Si l’étude de la totalité du dossier et la préparation d’un exposé cohérent dans la durée
impartie ne vous parâıt pas possible, vous pouvez décider de vous limiter à une partie du
dossier.

Remarques générales :

1. Les textes proposés, quelle que soit leur origine, peuvent présenter des défauts (co-
quilles typographiques, négligences ou sous-entendus de l’auteur, voire erreurs. . .) qui,
sauf exception, n’ont pas été corrigés.

2. Les textes proposés peuvent contenir des exercices qu’il n’est pas demandé de
résoudre. Néanmoins, vous pouvez vous aider des énoncés de ces exercices pour enri-
chir votre exposé.

3. Vous pouvez annoter les documents qui vous sont fournis. Vos annotations ne seront
pas regardées par l’examinateur.

Remarque particulière :

Une partie A, éventuellement vide, de C est dite convexe si pour tout couple d’éléments
a, b de A, le segment {ta+(1�t)b / t 2 [0, 1]} est inclus dans A. Une intersection de parties
convexes est convexe. Pour une partie B de C, l’intersection de toutes les parties convexes
qui contiennent B s’appelle l’enveloppe convexe de B.



UNE CONJECTURE SUR tES ZEROS D'UN POLYNOME ET DE SES
DERIVEES

1. Ln coNJECTURE

En 2001, le mathématicien Eduardo Casas-Alvero a formulé Ia conjecture suivante,
d'autant plus remarquable qu'elle n'implique que des connaissances du niveau des études
secondaires, et n'est toujours pas démontrée, douze ans après avoir été énoncée.

Conjecture L. Soi,t f e C[r] un polynôme uni,ta'ire de degré n > 0. On suppose que pour
tout entier k €. [1, r, - I], Ie polynôme f et sa dér'iuée k-i,ème f(n) ont un zéro comrnun
dans C. Alors, 'iI etiste un nombre complere a tel que f @) - (r - a,)" .

Dans Ia suite, on appellera polynôme de Casas-Alvero, ou polynôme C-A, un polynôme
satisfaisant Ia condition énoncée. On remarquera également que cette condition est
équivalente au fait que pour tout k, le PGCD des polynômes f et f(D est non con-
stant. On noten f' : 1(t) etf" - TQ).

La conjecture ne peut pas s'étendre à n'importe quel corps commutatif. En effet, pour
K - V,l7Z,le polynôme T@) : tr4 i 12 *2r est un contre-exemple à la conjecture.

La conjecture n'est pas résolue ; même le cas où I'on suppose que / est scindé sur IR.
n'est pas résolu : le fait que les zéros de /(t) et ceux de /(';+t1 soient entrelacés ne permet
pas à lui seul de démontrer la conjecture pour un degré supérieur ou égal à 5 (cf. Fig.
1 ) .

Dans cette note, on passe en revue quelques travaux menés sur la conjecture C-4. En
particulier, dans le paragraphe 6, on présentera l'abord algébrique de Graf von Bothmer,
Labs, Schicho et van de Woestijne qui démontrent la conjecture pour une infinité de
valeurs de n, en nous limitant aux cas où n est Ie double d'un nombre premier. Leur
méthode s'applique plus généralement aux entiers de la forme rL'p", où n' est un entier
petit (au plus 4) et p un nombre premier. Par essence, il est peu probable que leur
méthode permette de résoudre complètement la conjecture C-A ; pour cette raison, nous
présentons également d'autres abords plus analytiques. Dans le deuxième paragraphe,
nous indiquons quelques symétries de Ia conjecture et une voie d'attaque via I'inversion.
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Figure L Zéras potentiels de / de degré 5

Dans le troisième paragraphe, nous présentons le théorème de Gauss-Luca^s sur la locali-
sation des zéros d'un polynôme et de ses dérivées et nous en déduisons la conjecture C-A
en petit degré. Dans le paragraphe suivant, nous montrons qu'on ne peut trop relâcher
la condition de la conjecture en présentant des "contre-exemples" si on omet une des
dérivées. Dans le paragraphe 5, nous établissons que I'ensemble des zéros commun à un
polynôme C-A / et à ses dérivées ne peut être exactement 2.

2. LEs svtvtÉrnlns

L'observation élémentaire suivante décrit les s1'rnétries de I'ensemble des polynômes
C-A : leurs zéros peuvent être simultanément transformes pâr une similitude.

Lemme 1. ,5i f est un polynôme C-A de degré n, alors, pour tout a € C. et tout ô € C,
le polynôme a-n f (ar * b) est C-4.

La conjecture C-A implique que I'ensemble des polynômes C-A / de degré n donné
pour lesquels /(0) I 0 est stable pour I'inuersion f (r) -+ r"/(1 l*)lf $, et donc par
toute transformation, dite transformation de I'Iôbius, qui est produit d'un nombre fini de
similitudes et d'inversions. La proposition suivante montre que cette condition nécessaire
est également suffisante.

Proposition 1. Sz I'ensemble d,es polynames C-A de d,egré n qui ne s'annulent pas à
I'origine est stable par inuersion, alars Ia conjecture C-A est uraie en degré n.

Esqu,isse de démonstratlon S,tpposons par I'absurde que / est un polynôme C-A de
degré n avec au moins deux zéros distincts. Quitte à appliquer une transformation affine,
onpeu t  supposerque  l  es t  unzé rode / ; so i t  dsamu l t i p l i c i t é :  onâ  L  <d<n .  Onpeu t
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alors trouver une famille de transformations de Môbius, À(t), dépendant d'un paramètre
, € C* telles que

Vt :  À(t)(1) -  1,  et  Yz e a\{1} '  }g3À(t)(z) 
-  -1.

Alors, quand t tend vers 0, À(t)(/(r)) tend vers (r-l)d(r+L)n-4. Mais alors ce polynôme
devrait également être C-A, ce qu'il n'est pas. n

D'autres transformations peuvent être imaginées. Par exemple, si on sait montrer que
I'ensemble des polynômes C-A est stable par la transformation ll(" - ou) + ll(, - a7),
alors on peut en déduire la conjecture C-4. On ne sait malheureusement pas comment
exploiter ces observations.

3. Lp rHÉonÈup DE GAUSS-LucAS

On rappelle le théorème classique de Gauss-Lucas

Théorème L. Pour tout polynôme non constant f e C[r] , les zéros de sa déri,uée ft sont
s,itués dans I'enueloppe conuere des zéros d, f . PIus préc'isément, s'i a est un zéro d, f',
alors, ou b'ien c'est un zéro d, T, ou bien i,I est s'itué dans I''intém,eur relat'if de l'enueloppe
conuefre des zéros de f.

Ici,l'intér'ieur relati,f d'un point est ce point, celui d'un intervalle d'extrémité o et b est
I'intervalle ouvert d'extrémités a et b, et celui d'un polygone est ce polygone privé de ses
bords. Le théorème de Gauss-Lucas permet de montrer qu'un polynôme C-A a au moins
un de ses zéros dans l'intérieur relatif de I'enveloppe convexe, notée C, de I'ensemble de
ses zéros. Soit en effet ztt . . . ,21, les zéros de "f , distincts deux à deux, qui ne sont pas
dans I'intérieur relatif de C, et soit TTù1,. . .,Trtrtc leurs multiplicités respectives ; on pose
trL-- rnâXimi. Si rn: deg(/), alors / est la puissance m-ième d'un polynôme linéaire et
I'assertion est manifestement vraie. Sinon, on a m <n et considère le polynôme 7(m) '

tous ses zéros sont dans I'intérieur relatif de C et donc I'un des zéros de / y est.

Cette remarque permet de démontrer Ia conjecture C-A pour les degrés n I 4. Sup-
posons par exemple que / est un polynôme C-A de degré 4 et soient 21,22, zs, 24 s€s
zéros (non nécessairement distincts). Puisque f et f' ont un zéro en commun, ,f a un
zéro double et on peut, sans perte de généralité, supposer eue 21 : 22. D'après ce qui
précède, ou bien les quatre zéros sont confondus (la conjecture est vérifiée) ou bien les
trois zéros zt, zs, et z4 sont deux à deux distincts et alignés. On peut alors effectuer une
similitude qui envoie ces trois points alignés sur Ia droite réelle. II y a deux possibilités :

ou bien 21 €st entre zs et z4 ; alors f" a un zéro dans I'intervalle ouvert d'extrémités z1
et, zs et un zéro dans I'intervalle ouvert d'extrémités 21 Êt 24, êt, alors f " n'u âucun zéto
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en commun avec ï, ce qui est contradictoire,
ou bien zs est entre 21 et z4; alors, f" doit avoir un zéro êrr 23 et un zéro dans I'intervalle

ouvert d'extrémités z1 et zs; dans ce cas, .f(t) r'a pas de zéro en commun avec /, ce qui
est contradictoire.

De tels arguments sont insuffisants pour traiter Ie cas de degrés supérieurs à 4 : en
effet, des arguments de nature purement topologique ne permettent pas d'exclure une
configuration comme celle de la figure 1.

4. ..CoNTRE-EXEMPLES APPRoCHÉS', AVEC UNIQUEMENT DES ZÉROS RÉELS

Nous montrons ici que la conclusion de la conjecture n'est pas valide si on suppose seule-
ment que ,f a un zéro commun avec chacune de ses dérivées, sauf une ; plus précisément
on a le résultat suivant

Théorème 2.  Pour  toutn  t  I  e t ( ,  e  {1 , . . . ,n - l } , ' i I  e r is te  un po lynôme f  e  R. [ r ]
auec /(0) : /(1) -0 dont tous les zé,ros sont réels et' inclus dans I ' interuallel\,Ll et qui,
possèd,e un zéro cornnxun auec chacune de ses dér' iuées f$), pour k e{ 1,... ,n- 1}\{/}.

Esqu,isse de démonstrat'i,on Si / est un polynôme réel qui n'a que des zéros réels, il en
v a d e m ê m e p o u r t o u t e s s e s d é r i v é e s . P o u r 1 s k 1 n , o n n o t e d t , } 1 Q k , z 1 . . . <       
Ies zéros de /(n). Nous allons démontrer un résultat un peu plus précis. Pour k e E(q -

{1,. . . )n-1}\{/}, choisissorLs?r11, dans lL,n-k]. Pour un (n-2)-uplet 0 : (0n)nenre)r or}
note g(P) le polynôme r(r - 1) lfie,f q@ - gn). L'application O : [0, 1]"-' * [0, L]n*z
qui à B associe (on,^n) nen@ @(g)) est continue ; d'après le théorème de Brouwer (résultat
admis), elle admet un point fixe. On vérifie facilement que Ie polynôme g(P) associé à
un tel point fixe a les propriétés requises. !

Un exemple. Pout n :5 et les paires (L,2), (2,3) et (4,4), on trouve h, 0a p 0,629099
et 0z - 0,887298. Le graphe des dérivées de / est donné dans la Figure 2.

5. Dpux zÉnos NE coNVIENNENT PAS

On démontre dans ce paragraphe le résultat suivant.

Proposition 2. Soi,t f un polynôme C-A de degré n et so'it ai un zéro comrnun à f et

7Q ' ) .  on  a  card{oa  lL  < i ,  1n  -  1 }  +2 .
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Figure 2 Contre-exemple approché en degré 5

On remarquera que cet énoncé est plus fort que le fait que .f ne peut pas être de la
forme (r - o)n(r --b)n-x avec 0 < k 1 rL, établi dans la démonstration de la proposition 1.

Démonstra,ti,on. On raisonne par I'absurde, en supposant que le cardinal des ai
est 2. Quitte à effectuer une transformation affine, on peut supposer que {a; I L S I <
n-l ) : {0, 1}. On ra montrer par induction descendante sur & eue /(t) est un polynôme
totalement positif ou totalement négatif sur I'intervalle ouvert ]0, 1[. C'est vrai pour
k : n: on a 7\n) : orll. Supposons notre hypothèse satisfaite au rang ,t. Alors, il existe
un nombre compl€x€ cp-1 tel que pour tout reel r on a;(r-t)(r) - I i  tw(t)dt*cr-r ;
puisque 1tr)(t) est réel pour tout réel t et que /(fr-t) s'annule en 0 ou en 1, le nombr€ ck-r
est réel et donc le polynôme /(t-r) est à coefficients réels. Il est strictement monotone
sur I'intervalle [0, 1J et il s'annule en une des extrémités de cet intervalle. Il est donc
strictement positif ou strictement négatif sur ]0, 1[. Cette propriété est donc également
vraie pour le polynôme .f - /(0) ; mais alors le polynôme ,f ne peut pas s'annuler en 0 et
en 1 ; cette contradiction achève la démonstration de la proposition. n

6. Ln nÉnucrloN MoDULo p

Le théorème suivant est actuellement le résultat positif principal sur la conjecture de
Casas-Alvero. Moyennant deux résultats admis concernant les valuations padiques sur
C, nous en donnerons la démonstration, en nous restreignant au cas où n est le double
d'un nombre premier, cas techniquement plus simple mais qui illustre les ressorts de la
démonstration générale.
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Théorème 3. On considère un ent'ier n' e {I,2,3,4}, un nombre prem'ier p supérieur à
n' et di,fférent de7 si,n' :4, un ent' ier e à 0 et on posen:n'p". Alors Ia conjecture de
Casas-Aluero est ura'ie pour Ie degré n.

Valuat'i,on Une valuation sur un corps commutatif K est une application u : K ->
R u {oo} telle que I'on a

(1 )  , - ' ( { * } )  -  { 0 } ,
(2) u(ab) -  , (o) *  u(b),
(3) u(o + b) > min(u(a),  r(b)) ,

pour tout couple (o,b) d'éléments de K.

Valuation p-ad,ique sur C. Pour un nombre premiet p, il existe une unique valuation
?/ sur Q qui est telle que pour tout entier positif m on a u(m) - max{e f p" divise m} ;
on l'appelle la valuation padique sur Q et on Ia note uo. Nous admettons d'une part
qu'il existe une valuation u sur C qui coïncide avec up sur Q (ot continuera de la noter
uù. On note V+ * {z e C luoQ) > 0}. Nous admettons d'autre part qu'il existe un
corps commutatif K et une application surject'iue o : V+ + K telle que

(1) o(1ç) :  1x,
(2)  Va,b  eV+ :  o(a  +  b)  -  o(a)  *  o(b) ,
(3) Vo, b eV+ :  o(ab) *  o(a)o(b),
(a) Vo eV+ :  ur(a) > 0 + o(o) -  9.
Notati,on Pour a e.V+, on noterad, - o(a). Bien que F-- 0, nous suivrons I'usage

et noterons simplement a l'élément â dans le cas où a e V'. En particulier, 0 et 1 dénotent
respectivement le neutre de K pour I'addition et Ie neutre de K pour la multiplication.

Coefficients d,u b,inôme. L'image par o du coefficient binômiat (?) est nulle si et
seulement si k ( {0,p,2p}. En particulier, on a dans K["] la relation (/ + g)p - fp * gp,
dite le rêue du b'izuth.

Dériuées de Hasse. Pour un polynôme f : entn * an-1r'-1 + "'+ afi * as de
C[r] ou de K[r], et un entieri S n, on définit sa a-ème dérivée de Hasse par

Hou) :  ( î )  enr ' - i+  ( " ;  
t )  , .n - , rn-n- '+  . .+  (uo)" ,

On notera que pour un polynôme / e A[r], on a Hnff) - f(i) fi,l, maisque pour / e K[z],
on peut avoir HoU) I 0, alors eue /(t) : 0, comme le montre l'exemple du polynôme
f - r2P pouri : p.
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Condi,ti,on C-A dans K["]. Dans le cas de C[r], un polynôme est C-A s'il est unitaire
de degré positif et s'il a au moins un zéro commun avec chacune de ses dérivées de Hasse.
Dans la suite, on dira qu'un polynôme de K["] est C-A s'il est unitaire de degré positif
et s'il a au moins un zéro commun avec chacune de ses dérivées de Hasse.

Démonstrat'ion du théorème 3. Comme indiqué dans I'introduction de ce paragraphe,
nousnous l imi tons aucasoùn '  -2ete : t ,  c 'es t -à-d i re  aucas où n :2p,  avecppremier
impair. On raisonne par I'absurde en supposant que .f e C[r] est un polynôme C-A avec
au moins deux zéros distincts. En effectuant une translation, on peut supposer que I'un
de ses zéros est 0, c'est-à-dire que f @) : nh(r - ro) "' (r - rzp-n-t), où 1 3 h < n et
les ri, non nécessairement distincts deux à deux, sont tous non nuls ; on peut supposer
que parmi les ra, le zéro 16 est de valuation minimale. Une homothétie de rappoû If 16
permet de remplâc€r f,s par 1 et tous les autres /a par des complexes de valuation positive.
En bref, on s'est ramené au cas où

r(*) : ::Y.-":)1i.;!,u*. 'î - *':,-n-ù
auecVi e lt,Zp - h - L] : ur(r) 2 0.

Puisque tous les r1 ont une valuation positive, il en va de même des q et on peut
considérer le polynôme de K[r]7@: :if;#";:!. '.;T*'
Si Ie zéro 0,1 ou ri, est commun à / et Ho(T), alors le zéro 0, 1 ou îi est commun à f et
UnG). II s'ensuit que le polynôme / est C-4.

Nous montrons maintenant que 4 est nul si p ne divise pas e. Supposons d'abord qu'il
existe k elp*t,2p - 1] tel que â1, 10, et choisissons un tel k maximal. On a

HrG) : 3!\r2n-u * în - îr,.- t ç \ r  /  
\ k / _

Donc Ur(T) est un polynôme constant. Puisqu'il a un zéro commun avec /, il est nul et
donc î t  :0.
Si â > p, or peut écrire

7 @ : t 2 o * Q * o . (1 )
Si h < p, otr peut écrire f @) : tr2P *4*'*Ç1re-1 +' ' '+ înrh. Supposons maintenant
qu'il existe k e fh,p - I) tel que în f 0, et choisissons un tel k maximal. On a

n*0: ( : \ r2n-1r.  ( l )  Ç1,rk *  îx:  îk,
\ k  /  \ k /
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et on montre comme précédemment que 4 - 0.
La relation (1) est donc établie dans tous les cas.

On peut trouver un nombre complexe z, tel que (rr)' : cp ; on a alors (Vùo : îp. En
utilisant Ie rêve du bizuth, la relation (1) devient

7@ : 12' * îoP rP - (r' * lrr)e . (2)

O n a

Considérons le polynôme g(r) : tr2 * /or. Sa dérivée est le polynôme g'(r) :2r * Vr.
Puisque I et Ho(/) ont un zéro commun, il en va de même de g et g' , donc g a un z'éro
double et donc lp:0, d'où f@): t2P, ce qui contredit notre hypothèse que / a deux
zéros distincts. Cela établit le Théorème 3 dans Ie cas où n :2p, avecp premier impair.
n

7. ExnRclcBs

Ererc'ice 1 Montrer que V+ - {, e C, I uoQ) > 0} est un anneau et que V++ -

{, e C. I ur(z) > 0} est un idéal de cet anneau. Montrer qu'en outre tout idéal de V+
qui contient strictement V++ est V+. Montrer que V++ est un idéal intègre.

Ererc,ice 2 Soit p un nombre premier supérieur à 3. Montrer que la conjecture C-A
est vraie pour les polynômes de degré 3 de K[t]. En déduire que la conjecture C-A est
vraie pour les polynômes de degré 3p sur C.

Ererc,ice 3 Montrer que le polynôme ra + r e V'l7Z ne satisfait pas la conjecture
C-A, où les dérivées sont prises au sens de Hasse.

Ererc,ice 4 Démontrer la conj ecture C-A pour les polynômes de degré premier de C [r] .

Ererc'ice 5 Compléter la démonstration de la Proposition 1.

Ererc,ice 6 Démontrer l'existence de la valuation padique sur Q.

H,(7):  ( i l rp+G)r:
- 2 rp  *  îp :  (1  +  I ) re  *  îp :
- (1 + I)nrn * l, - (2r * Vr)' .
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Ererc'ice 7 Démontrer que Ie corps K du texte est algébriquement clos, c'est-à-dire
que tout polynôme non constant de K[r] a au moins un zéro dans K.


