Analyse réelle : énoncés

Exercices CCP

, 1—=
1)| Etudier, en fonction de zg, le comportement d’une suite x,+1 = f(x,) pour f: z+—

1422

2)| Etudier la suite définie par la donnée de wug, u1,us € R** et la récurrence ¥n € N, tp13 = {/Unlni1Uni2-

+oo “+oo

. -1 1
3)| Ecrire des codes Python renvoyant des valeurs approchées & 1076 des sommes S; = ; i n 7)1 1 et S2 = ,;) T
Etudier la convergence de la série de terme général u,, défini par :

1 1

in — b) —— Un _g
2) S e ) nlnnlnlnn c) e a (4n+a)
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s L. . 1
5)| Pour a € R, on consideére la série de terme général u,, = ——— (n > 2).
nin®(n)
a) Pour o < 0, donner une minoration treés simple de u,, qui prouve la divergence de la série.
1
b) Pour a > 0, étudier la convergence en utilisant la fonction f: x +—— 17&()
x In%(z
1 n
e— (1 + >

3 n

c) Etudier la convergence de la série de terme général u,, = —5—7—.
In“(n + n?)

Exercices Mines-Centrale - suites de réels

Uy +ug+ -+ Uy
- :

Soit (uy)nen+ une suite réelle et v la suite définie par : Vn > 1, v, =

a) Montrer que si u est monotone, v l'est également.
b) Montrer que si u tend vers [ € R, alors v converge également vers .

c) Etudier les réciproques des deux résultats précédents.

Montrer que si f : N — N est injective, f(n) —— +o0.

n—-4oo

8)[Soit v un irrationnel positif et (pn) une suite de rationnels convergeant vers «, avec g, > 0 pour tout n. Montrer
neN

an
que (pn) et (gn) tendent vers 400 quand n tend vers 'infini.



[9)] Soient (un)n>0 €t (vy)n>0 deux suites de réels telles que u, = o(v,). Construire (wp)n>0 telle que u, = o(wy) et
wy, = o(vp).

a
Pour a > 0, montrer que la suite définie par ug > 0 et Vn > 0, upy1 = Uy, + ) converge vers y/a. Montrer
Un

2
ensuite que la convergence est quadratique, c’est a dire qu’il existe une constante M et un entier ng tels que pour tout
n > no, |Uns1 — Val < Mlu, — /al?.

Donner les 12 premieres décimales de V2.

111)| Pour a = (an)nen+ suite de réels strictement positifs, on pose :

Vn € N*, a:n\/a1+\/a2+m

a) Montrer que x est croissante et qu’elle peut tendre vers +oo.

b) On suppose que a est la suite périodique (1,2,1,2,...). Ecrire une fonction python qui, appliquée & un entier naturel
n > 1, renvoie x,. Que peut-on conjecturer sur le comportement de la suite x 7

¢) Montrer que pour (a,) périodique, la suite z converge.

d) On suppose que a,, = n pour tout n > 1. Ecrire une fonction python qui, appliquée & un entier naturel n > 1, renvoie
le couple (2, yn), ol :

Vn e N*, y, = 1+\/2+\/---+ n—14++v2n+1

Que peut-on conjecturer 7 Démontrer votre conjecture.

n

n

On pose : a; = 1l et Vn € N*, apy1 = — et S, = Zak. Donner un équivalent de S,, au voisinage de +oo (on

Qp
k=1

utilisera ’équivalent de Stirling).

Montrer que si (a,,) est une suite de réels strictement positifs telle que a,,1/a, converge vers X € [0, +o0], alors {/a,,
converge également vers .

n

1
Soit x la suite définie par : g > 0 et Vn € N, 2,41 = 2, + —. Donner un équivalent de z, (on pourra introduire

Tpt+1 — J)%)
115)| Soient a,b € R tels que 0 < a < b. On définit les suites u et v par :

(ug,vo) = (a,b) Vn €N, (Unt1,Vnt1) = (w/unvn, un2—i—vn>

Montrer que ces deux suites sont adjacentes. Leur limite A(a, b) est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b.
Quelles relations existe-t-il entre les moyennes arithmétique, géométrique et arithmético-géométrique ?

Ecrire une fonction python qui prend en arguments des réels a,b,e, avec 0 < a < b et 0 < ¢ et qui renvoit une valeur
approchée de A(a,b) & € pres.

2 2nx

T 0
Montrer que ’équation tan — = —— a une unique solution z,, entre 0 et 1. Donner les deux premiers termes d’un
développement asymptotique de x, au voisinage de +oo.



Donner un développement asymptotique a quatre termes de la suite (
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118)| Soit f : R — R continue. Montrer que si une suite (z,,) vérifie : Vn € N, z, 11 = f(z,) et posséde une unique valeur
d’adhérence A, elle converge.

119)| Soit w la suite définie par ug €10, 7/2[ et up41 = sinw, pour tout n € N.
a) Etudier la convergence de la suite u.

b) On suppose qu’il existe un réel o et un réel strictement positif A tel que u,, ~10 An®. En considérant w,1i1 — uy,
trouver «.

¢) Démontrer que les réels a et A du b) existent bien (on pourra étudier ui/fl —ul ).

20)| Soit (un)n>o définie par ug > 0 et upt1 = uy, + pour tout n > 0. Donner un développement asymptotique a

1
VUn
deux termes de u,,.
21)|a) Pour tout n > 1, montrer que le polynéme z™ + - - - + x — 1 posséde une unique racine xz,, dans [0, +oo|.
b) Montrer que (z,) décroit vers 1/2.
¢) On pose z,, = % + &, ; montrer que &, = O(¢"™) pour tout g € ]1/2, 1] puis donner un équivalent de &,
(Centrale Python 2012) Soit (uy)n>0 la suite définie par ug = 9 et u, 41 = 4ud + 3u pour tout n > 0.

a) Calculer le nombre ¢,, de chiffres 9 qui terminent I’écriture de w,,, pour n compris entre 0 et 9.

b) Conjecturer puis déterminer la valeur de ¢,, pour n € N.

(Centrale 2012) Soit (uy)n>1 une suite de réels strictement positifs. Pour n € N*, on pose :

1 & R
E uketwn:TE kup.
nu n2u
" =1 " k=1

VUp =

a) Etudier la convergence et les limites éventuelles des suites v et w quand u, = n® avec a > 0.

k
b) On suppose que la suite v converge vers a > 0 et l'on pose, pour k € N*, S = Z up. Montrer que w,, est équivalent a
p=1
1 n
5 Z Si. Montrer que w converge et déterminer sa limite.
an®uy,

k=1

U 1
(Mines 2016) Soit (u,),>1 une suite réelle vérifiant : Vn > 1,1, = — + — - Montrer que (u,) converge vers 0 et
= n o n

donner un équivalent de u,, au voisinage de Iinfini.

Un—1
n2

25)| (Mines 2016) Donner un équivalent de u,, ot ug =1, uy =2 et ¥n > 1, ups11 = 2u, +

26)| (Mines 19) Soit (uy,)n>0 définie par la donnée de up € R et la relation de récurrence :

Yn € N) Upi1 = uy + e 47,

a) Montrer que w,, tend vers +oo quand n tend vers +oo.



b) On pose v, = e*» pour tout n > 0. Montrer que v, +1 — v, a une limite finie et en déduire un équivalent de v,, puis un
développement asymptotique a deux termes de u,,.

Soit f: [0,1] — [0, 1] continue et (uy,)nen définie par :

n

1
0,1l et Vn > 0, upqp1 = —— .
ug € [0,1] et Vn > 0, up41 nJrlkZ_Of(uk)

On note A ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (up)n>0-
a) Montrer que u,+1 — u, tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
b) Montrer que A est un intervalle.

¢) Montrer que A est un singleton, puis que (u,),>0 converge vers un point fixe de f.

28)| On note u,, = n+\/n—1+ \/-~-+\/2—|—\ﬁpourtoutentiernz1.

a) Montrer que w,, tend vers +oo.

b) Montrer que u,, < n pour tout n > 1.
c¢) Montrer que u,, = o(n), puis donner un équivalent de wu,,.

n

1
29)| (Centrale Python 2019) Pour n € N, soit u,, = Z -—
k=0 [ "
a) Ecrire une fonction qui calcule, en fonction de n, la valeur u, pour n < 100. Que peut-on conjecturer quant au
comportement de la suite u 7 Démontrer votre conjecture.

k Ny,

b) Montrer que Vn € N, —_— =
) q kzzo " 5
k
(Mines 2019) Soit (uy,)n>0 définie par up = w1 =1 et w42 = In(1 + uy) + In(1 + u,11) pour tout n > 0.
a) On suppose que (uy)nen converge. Quelle est sa limite ?
b) Montrer que (uy)n>0 €st bornée.

¢) Montrer que les suites (ap)nen et (An)nen définies par :

Vn €N, a, = inf ug et A, = supuyg
k2n keN

sont convergentes. On note a et A leurs limites respectives.
d) Montrer que a et A sont respectivement la plus petite et la plus grande valeur d’adhérence de la suite (uy,)nen.

e) Montrer que (uy)nen converge.

(Mines 2019) Etudier le comportement asymptotique d’une suite (un)n>0 définie par ug > 0 et la relation Vn >
1+ u,

24 Uy

0, Un41 = Un

Pour n € N*| on note o(n) la somme des diviseurs (dans N*) de n et S,, = Z o(k).
k=1



a) Montrer que S, = % zn: {ZJ QZJ + 1).

p=1

b) Donner un équivalent de S,, quand n tend vers U'infini.

La suite de Fibonacci (F},),>0 est définie par :

F() :0, F1 =1et V?’LZO, Fn+2 :Fn+1+Fn-

a) En utilisant cette formule de récurrence, écrire une fonction récursive fibol qui calcule F,. Quel est la complexité de
cette fonction ?

b) Ecrire une fonction £ibo2 qui fait le méme travail en temps linéaire.

c¢) Montrer la relation :
V(n,m) S NXN*7 Fn+m = n+1Fm+FnFm,1.

En déduire une fonction fibo3 qui calcule F), en temps logarithmique (on utilisera une fonction auxiliaire récursive qui
calcule (Fy,, Fj41), en différenciant les cas selon la parité de n).

Soit une suite réelle (,)n>1 vérifiant Vn > 1, x,41 = n(z, —n). Montrer que z,, = O(n) si et seulement si z; = 2e.

35)[ On fixe un réel a > 0.

a.

n
a) Montrer que pour tout n € N*, il existe un unique ,, € |n,+oo[ tel que Z prom
k=0

b) Montrer que (z,,)n>1 est strictement croissante.
c¢) Montrer que pour tout m € N*| x,, > n 4+ m a partir d’'un certain rang.

d) Calculer un équivalent de z,, quand n tend vers l'infini (on pourra poser «,, = x,, — n).

a) Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique z,, €10, 1] tel que z}! = nx,, — 1.

1
b) Montrer que (x,),>2 est décroissante, puis que z, ~ o —.
= n
l+e, 1 . . .
¢) On pose z,, = . Montrer que (1 +&,)" tend vers 1 et en déduire un développement asymptotique de z,, & deux
n

termes.

37)| Montrer que, pour tout n > 2, 'équation ™ — nx + 1 posséde une unique solution z,, dans [0, 1]. Montrer que (z,,)
est décroissante, en donner un équivalent a 'infini puis un développement asymptotique a 2 termes.

Exercices Mines-Centrale - séries a termes réels
38)| Séries commutativement convergentes

Une série a terme réel E uy, est dite commutativement convergente quand pour toute permutation ¢ de N, la série
n>0

E Ug(n) €St convergente.
n>0

a) Montrer qu'une série absolument convergente est commutativement convergente, avec :

Vo € Gy, Zug(n) = Zun

n>0 n>0



b) Soit E Uy, une série semi-convergente. On pose
n>0

vn € N u,b = max (uy, 0)
", = max (—up, 0)

Montrer que les deux séries a termes positifs > u} et Y u, divergent. En déduire que pour tout A € R, il existe une
permutation o de N telle que la série de terme général uq(,) converge vers A. Montrer qu’il existe une permutation o de
N telle que la suite des sommes partielles de la série de terme général u,(,) admette tout réel pour valeur d’adhérence.
Conclure.

an
Soit o une permutation de N. Montrer que la série E (1_’(_))2 diverge (utiliser une sommation par paquets).
n
n>0

Soit (un)n>0 une suite décroissante positive.
a) Montrer que si Y u, converge, u, est négligeable devant 1/n au voisinage de I'infini.

b) Les séries > u, et Y. nu? sont-elles de méme nature ?

+o00 +00 n
Soit S = {(uy) € (R+)N / Zun = 1}. Pour v € S, montrer que ®(u) = Z <un uk) est bien défini. Déterminer
n=0 n=0 k=0

la borne inférieure des ®(u) quand u décrit S.

42)| Régle de Raabe-Duhamel

U
Soit (un)n>0 une suite strictement positive telle que ntl

=1——4w,,ouk €R et v, est le terme général d’une série
n n
absolument convergente.

Un+1

k
a) Montrer que la série de terme général — + In est absolument convergente.
n

Un

b) Montrer qu'il existe un réel \ tel que u, ~ A\/n¥. En déduire le comportement de la série de terme général u,,.

" Ink B (Inn)?

ko 2
k=1

43)[ Pour n > 1, on pose ¢, =

a) Montrer que la suite (¢,) converge.

)
b) Trouver des réels r, s,t tels que, pour tout n > 2 :

2n n n 2n
Ink 1 Ink Ink
k —

D P IR B O O
k=2 k=1 k=1 k=1

= In k

c¢) Exprimer E (—1)* e a l'aide de la constante d’Euler.
k=2

44)| (Mines 2016) a) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique P,, € R[X] tel que :

sin(2n + 1)t

vt €]0,7/2[, P,(cotan®t) = e

sin

b) Trouver les racines de P, et calculer leur somme.



1
¢) Montrer que, pour tout ¢ €]0,7/2[, cotan®t < 2 <1+ cotan®t.

+oo
d) En déduire la valeur de {(2) = Z
n=1

1
?.

| b
(Mines 2016) On donne a,b,c € R et, pour n € N*, on pose S,, = g — + £ + — + £ Pour n > 2, on pose
k3 n? nt
k=1

n3

0n = Sp — Sn_1.
n
a) Exprimer §,, sous la forme W avec P € R[X]. Déterminer a, b, ¢ de fagon & minimiser le degré de P. On adopte
ni(n —
désormais ces valeurs de a, b et c.
K
b) Montrer qu'il existe une constante K, que on calculera, telle que Vn > 2, |6,| < W
n —

¢) En déduire une méthode de calcul approché de ¢(3).

(Centrale 2019) Soient (ay,), oy une suite de réels strictement positifs. Pour n € N*, soit S, = >, ai. On suppose
que a,S, — 1.
n——+00

a) Montrer que ai diverge.

b) Donner un équivalent de S2, puis de a,,.

(Mines 2019) Soit (an)n>1 une suite de réels strictement positifs. Pour n > 1, on pose b, = a}fl/".

a) Montrer que si E b, converge, alors E an converge.
n>1 n>1

b) On suppose réciproquement que Zan converge et on fixe A\ > 1. En introduisant X = {n € N* b, < Aa,} et

n>1
—+o0 —+oo
Y = N*\ X, montrer que ), -, b, converge. Donner une majoration de B = Z b, en fonction de A = Z Q.
n=1 n=1

cos(lnn
Quel est la nature de E g ? On pourra utiliser des paquets de termes de signe constant.
n
n>1

N

Calculer un équivalent du reste R,, de la série de terme général u,, = -
n!

[60)| Soit e € R\ Z. On pose :

VneN. a — (@) ala—1)...(a—n+1)
y Un — n - nl .

A

S N
Montrer qu'’il existe A > 0 tel que |ap| ~400 e

n -1 k—1
(Mines 2022) Déterminer la nature de la série de terme général u,, = In <tan ( (m€)1> >
=1

b



Exercices Mines-Centrale - familles sommables

1
52)| Montrer que la famille (

m2n + n?m 4+ 2mn

) est sommable et montrer que sa somme est égale a 7/4.
n,m>1

too xZn—l too "
53) Pour tout = E] - 1, 1[, établir que Z W = Z m
n=1 n=1

54)| Soient a et b deux réels strictement positifs. Montrer que la famille < est sommable si et seulement si

a™ + bn)n,mZO
a>1letb>1.

55)| (Mines 2018) Montrer que pour tout réel s > 1, {(s) = H
peP

1 —, ou P désigne I'ensemble des nombre premiers.

Exercices X-ENS

., 1 1
56)| (X) Etudier la convergence des suites réelles (u,),>o vérifiant la récurrence u,1o = % Upi1 + p Up,.
= n n
u
57)| (L) Soit (un)n>0 une suite réelle bornée telle que u,, + % v 1. Est-ce que la suite (uy,),>0 converge ?
- n—-+00 -

(L) Soient (an)n>0, (bn)n>0 €t (cn)n>0 trois suites réelles.

a) On suppose que a, + b, tend vers 0 et que e + e’ tend vers 2 quand n tend vers I'infini. Montrer que (an)n>0 €t
(bn)n>0 convergent.

b) On suppose que a, + b, + ¢, tend vers 0 et que e + ePn + e tend vers 3 quand n tend vers l'infini. Que peut-on
dire ?

59)| (X) Soit Z Uy, une série convergente & termes positifs, de somme S.
n>1
n
a) On pose w, = Z k ug. Montrer que la série de terme général W
po n(n—+1)

1/n

converge et que sa somme est égale a S.

b) On pose v, = (ug ... uy)"/™. Montrer que la série de terme général v,, converge et que sa somme est majorée par e S.

(X) Soient a,b € C et u = (a"™ + b")pen.

a) Trouver une relation de récurrence liant les u,.

b) On suppose |a| = |b] = 1. A quelle condition nécessaire et suffisante la suite u est-elle convergente ?
61)[ (X) On considére une suite strictement positive (u,)n,>1 et on note S, = S.r_, ug et Ry, = Y725 uy (en cas de
convergence).

- . Un, . .
a) On suppose que la série E u, diverge. Montrer que E <. converge si et seulement si a > 1.
n>1 n>1 """

- Un . .
b) On suppose que la série E un converge. Montrer que E ﬁ converge si et seulement si a > 1.
n>1 n>1""



62)| (X) Etudier la convergence des séries de termes généraux

siny/n  siny/n
et .
n vn

On commencera par démontrer que pour f de classe C2 sur [a, b] :

b

b —a
=252 (0 + @) - 5 [ 6- 0 - arwa

(X 2012) a) Soit (pn,j)o<j<n une famille de réels positifs telle que, pour tout n > 0, an,j = 1. Pour (s,)n>0 € RY,
j=0

n
on définit la suite t = an,jsj

J=1 neN

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) V(sn)n>0, W ER, s, — L = t, —— {;
B n—+00 n—+00

(i) Vj €N, ppj m 0.

“+o0
64)| (L) Soit ¢ €]1,2[. On note E = {0,1}N et f: E — R l'application (¢)nen — Z eng” " Que vaut f(E)? f est-elle
n=0

injective 7

65)| (X) Pour n € N*, on note D,, = {k € {1,...,n}, k|n} et d,, = Card(D,,). Montrer que S,, = de =nlnn+O0(n)
k=1

au voisinage de l'infini.

(X) Soit f : [0,1] — [0,1] continue et (uy)n,>0 une suite vérifiant u,4+1 = f(u,) pour tout n € N. Montrer que
(un)n>0 converge si et seulement si u,41 — uy, tend vers 0 quand n tend vers Uinfini. Pour le sens réciproque, on pourra
commencer par démontrer que I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite est un intervalle.

1
67)| (X 2022) Soit A une partie de N* telle que () est sommable. Montrer que A est de densité nulle, i.e. que
n

neA
ANfl,n . .
M tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
n

Pour n € N*| on note p,, le n-iéme nombre premier et 7(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ot égaux a n.
JUR . n

On admet le théoréme des nombres premiers : m(n) ~4o0 o

nn

1
Donner un équivalent de p,, et en déduire la nature de la série E —.
Pn
n>1



Analyse réelle : corrigés

Exercices CCP

2 —2x—1

f est de classe C! sur R et f/'(z) = T2 Le polynéme z2 — 2z — 1 a pour racines r; = 1 — 2 et 1o = 1 4+ /2,
x

ce qui donne le tableau de variation :

x —o0 T1 T2 —+00

~1,2

f(x) - T /’0’
o+ ~—0,2

L’intervalle [r1, 73] est stable par f et f(R) = [f(r2), f(r1)] C [r1,72]. Quitte & commencer la suite & 'indice 1, on peut
donc supposer que g € [rg,r1]. Nous devons donc étudier une suite définie par une fonction décroissante sur un segment :
nous savons que les suites (z2y)n> €t (T2n4+1)n>0 sont monotones, de monotonies opposées et convergentes (car bornées).

f posséde un unique point fixe, car f(x) = z est équivalent & z3 + 2x — 1 = 0. Ce polyndome de degré 3 est strictement
croissant, donc il posséde une unique racine «, qui est I'unique point fixe de f. Par dichotomie, on montre que 0,553 <
a < 0,554.

Les plus courageux peuvent étudier les points fixes de f o f, puisque les limites des suites (22, )nen €t (X2p41)nen sont des
points fixes de f o f. On obtient :

x(r — 1) (2 + 22 — 1)
f o f({,E) — 4= 4 2
x? 4+ 3z% — 2x + 2
Comme le dénominateur ne s’annule pas, il est de signe constant (strictement positif), ce qui nous donne le signe de

fof(z)—u:

fof(x)—x — 0 + 0 — 0 +

Il n’y a maintenant plus de difficulté, puisque le comportement de (z,,)r,en va uniquement dépendre de la position de zg
par rapport a 0, a et 1 :

e sir; <z <0,onaxs, <0 pour tout n (par croissance de f o f) et (z2,)n>0 converge en croissant vers 0. La suite
(T2n+1)n>0 converge en décroissant vers 1 = f(0);

esi0 <2y <aonal <z, < apour tout n et (x2,),>0 converge en décroissant vers 0. La suite (Zap+1)n>0
converge en croissant vers 1;

e si g = «, la suite est constante égale a «;
o si o < g <1, (Ton)n>0 converge en croissant vers 1 et (T2,+1)n>0 converge en décroissant vers 0;
o si 1 < xora, (x2,)n>0 converge en croissant vers 1 et (ap41)n>0 converge en décroissant vers 0;

Si on souhaite revenir au cas zy € R, on peut dire que les deux suites (2, )nen €t (Z25,41)nen convergent vers deux limites
différentes (0 et 1), sauf si zy = «a. L’équation f(xg) = a posséde deux racines (voir les variations de f). La premiére
racine est « et la seconde est une valeur 8 < r;. On peut calculer 8 en remarquant que f(8) est racine du polynéme
X3 42X — 1, ce qui donne aprés calculs, 83 4+ 232 — 8+ 2 = 0. L’unique racine réelle de ce polyndme est environ égale a
—2,66. On en conclut que la suite (z,,)nen oscille entre 0 et 1 sauf si 29 € {«, 8}, auquel cas la suite stationne a la valeur
« & partir de n = 1.

10



[2)] Comme les u, sont strictement positifs, on peut définir la suite (vy)n>0 = (In(un)))nen. Cette suite vérifie la relation

de récurrence linéaire homogene :
Un + Un+1 + Un+2

3

On introduit le polynéme X3 — X2+3X+1 = (Xg_l) (3X2 42X + 1), qui a trois racines distinctes :

—1+iV2
3

VneN, v,43 =

7’1:1, To = et’l’giﬁ.

On en déduit qu’il existe 3 constantes complexes a, b, ¢ (que 'on peut calculer en fonction de wug, u et us) telles que :

~1+iv2\" —1—iv2\"
vnaer(W) +C<M) .
3 3
Comme |r1| = |rq| = 3 < 1, v, converge vers a quand n tend vers 'infini. On a d’autre part :
a+b+c=1v (1)

a+brotcrs=v1 (2)
a+bri+cri=uvy (3)

En se souvenant que 72 et r3 sont les racines de 3X2 42X + 1, on peut penser & calculer (1) +2 x (2) + 3 x (3), qui donne

6a = vg + 2v1 + 3, v, soit a = {/uguiu3.

On peut utiliser le résultat sur le théoreme des séries alternées : comme ﬁ décroit vers 0, la premiere série est
convergente et :

[~}
(i
L

2n

(-1)* (-1
<8 < §

4 — — 4

Pt 1+k P 1+k

En choisissant n = 16, la largeur de cet intervalle est strictement plus petite que 10~%. Nous obtenons :

31
(_
0,549427 <
» 549 *kZ:O1+k4 14 k4

1 k 32 -1 k
) <SSy (=1) < 0,549429
k=0

et donc S} ~ 0,549420 + 1076.

Pour Sy, on utilise une comparaison intégrale-série (la fonction ¢t — est déxroissante sur [0, +00]) :

1+t4
. +o0 +oo +oo
1 1 1 1 1
0352_5274: E:ﬁg/ ﬁdtg/ T 3.3
k:01+k k::n+11+k " 1+¢ n t 3n
Avec n = 70, nous obtenons :
70

1 1
0< Sy — < <9,7210°".
=2 ];1+k4_1029000_ ’

En s’assurant que le calcul de cette somme de 71 termes se fait avec une erreur plus petite que 21078, nous obtenons :

Sy ~ 1,5784766 + 107°.

a) La série converge car u, est équivalent & 1/n?, terme général d’un série & terme positif convergente (série de
Riemann).
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b) On utilise une comparaison avec une intégrale : comme la fonction f: ¢ — est positive et décroissante
“+o0

sur e, +ool, la série étudiée est de méme nature que f(t)dt; f admet pour primitive ¢ — Inlnlnt qui tend vers

tlInnlnlnt

3
400 quand t tend vers l'infini, donc I'intégrale et la série divergent.

¢) Il suffit de faire un développement asymptotique, en s’arrétant dés que le reste donne une série absolument convergente,

ce qui demande peu de calculs :
" — Ta+8 L0 1
" 8n n?2

donc si 7« + 8 est non nul, u, est équivalent & un terme général positif de série divergente : la série diverge. Par contre,

. 1 .
sia=——,u, =0 (2 est un terme général de série absolument convergente.
T n

d) L’astuce consiste ici & calculer un équivalent de la somme, par comparaison avec une intégrale (la fonction In est
croissante sur [1, +00]) :

n n n n+1
nlnn~+oonlnn—n+1=/ 1ntdt§21nk221nk§/ Intdt=(n+1)Ilnn+1)—n~inlnn
! k=2 k=1 !

Inn

On a donc u, ~io — = Un. Ces termes généraux étant positifs, la série étudiée est de méme nature que la série de
n

Bertrand >, - vn : elle est donc convergente si et seulement si o > 1.

Les séries de Bertrand n’étant pas explicitement au programme, on peut rappeler la méthode (on est dans un cas simple
car Inm est au numérateur) :

. nn 1 (o . . - .
e sia<l, v, >— > — pour tout n > 3 : la série est divergente, par comparaison avec la série harmonique.
n n

. 1 . . -
e si @ < 1, on peut fixer § €la,1] et v, = 0 (6) et la série est convergente, par comparaison avec une série de
n

Riemann convergente.

—n? ln<7ln("+l) ) .

Inn

e) On calcule facilement un équivalent de u,, = e

In(n +1) _ In(n) +In(1 + 1/n) 14 L0 1
Inn Inn nlnn n?lnn
w (oD L (L - o2
Inn nlnn n2lnn nlnn n?lnn

n 1 —n nn
= eXp(‘m+O(m>)~+ooe /inn =y,

puisque O (ﬁ) tend vers 0 quand n tend vers l'infini. Comme les séries étudiées sont & termes positifs, > u,, est de méme

1 ) : la série est donc convergente.

nature que Y v,. Comme n > 2 In? n & partir d’un certain rang, on a v, = O (772

1 « 3 B a?\1 1
HOnau, = (-2 Sl Y)Y 2 h0(=).
) Onau (2 3>+(8 3+9>n+ <n2>
NOuS avons dOnC 3 cas:

e sia# 2 la série diverge grossierement (son terme général a une limite non nulle) ;

3 15 5 1
e sia= 3 et B # 3 Uy, ~ oo <8 — g) — et la série diverge, par comparaison avec la série harmonique.
n
3 15 1
e si a == et f = —, la série converge, car u,, = O | — |.
2 8 n?2
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g) Par comparaison avec une intégrale, nous avons :

VneN* 1+Ilnn gz
k=1

In(n+1)

?r'M—‘

ce qui donne u,, = O(a®") et a!™™ = O(u,,). Par théoréme de comparaison des séries & termes positifs, >_ a,, est de méme
nature que > am".

ln n

Comparons v, = a un terme général de la forme n% avec a > 0, pour n > 2 :

1
ln"< <= Innlha< —-alnn<= —Ina > «
ne

Ainsi, si —Ina > 1, on peut fixer a tel que 1 < a < —Ina et la série étudiée converge (u,, = O(1/n%) avec a > 1).

Sinon, on peut choisir « =1 et on a v,, > % pour tout n > 1 : la série est divergente.

. . . . 1
Nous avons donc montré que la série était convergente si et seulement si a < —.
e

N
h) Nous avons ici un terme général téléscopique : Z tup, = /In(N +1) ——— 400 et la série diverge.
N—+o00

n=1

a) Quand a < 0, on a u, < % donc la série diverge, par théoréme de comparaison des séries & termes positifs (la série
harmonique est divergente).

b) Quand a > 0, la fonction f est continue, positive et décroissante sur |1, +oo[. Par théoréme de comparaison série-
intégrale, on en déduit que ), ., u, est de méme nature que f;oo f@)da. Si @« =1,  — In(lnz) est une primitive de

f, donc l'intégrale est divergente; sinon, f s’intégre en x —— : intégrale est divergente pour a €]0,1] et

(1—a)ze—!
convergente pour a > 1. La série est donc convergente si et seulement si o > 1.

c) D’une part, on a : In’(n +n?) = (In(n?) + In(1 + 1/n))2 ~ oo IN?(n?) = 41n?n.

1 n
D’autre part, e — (1 + ) —¢ (1 _ 6n1n(1+1/n)71) —e (1 _ 6*271%4“0(1/77,2)) ~ oo £
n 2n

e
2

8n1n”(n)

comparaison des séries a termes positifs, la série étudiée est convergente.

On en déduit donc que u, ~ 400 , qui est un terme général de série convergente d’apres le b). Par théoréme de

Exercices Mines-Centrale - suites de réels

@ a) Notons U, la somme partielle uy + - - - + u,. Nous avons :

3

Ln Un+1 Ln NUnp+41 Z'Jn 1
Vn > 17 n n—— 5T - — — = = n
" Unt1 =¥ n+1 n nin+1) nn+1) : l(u 1)

donc si u est monotone, v 'est également, de méme monotonie.

b) Supposons dans un premier temps que £ € R. Pour € > 0, il existe un rang ng > 1 tel que |u,, —£| < & pour tout n > ny.
On a alors, pour n > ng :

| { 1 | 0 1”°*| [+ n0+1 <1 *‘ fq+
vy, — | = — E — - E uy, — - g Uy — e.
n n |& U, o k =a L k
’ngfl n(]fl
Comme — E |ur — €| tend vers 0 quand n tend vers l'infini, il existe ny > 1 tel que — E |ug — £ < e pour tout n > ny.
n n
k=1 k=1

On en déduit donc :
Vn > max(ng,n1), |vn — €| < 2¢
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ce qui traduit que v, converge vers £ quand n tend vers 'infini.

Si £ = +oco (la preuve est identique si £ = —o0), pour A € RT il existe ng > 1 tel que u, > A pour tout n > ng. On a
alors, pour n > ng :
1 (no—l > n—mng 1 <n0—1 )
n > — uy | + A> = [ > w | + A
" \i= " " \i=

no—1 no—1
Comme — Z uy tend vers 0 quand n tend vers 'infini, il existe n; > 1 tel que — (Z uk> > —1pourn >ni. On a
n n

k=1 k=1
alors :

Vn > max(ng,n1), v, > A—1
et v, tend vers +oo quand n tend vers l'infini.
¢) Les réciproque sont fausses. Pour le a), on peut remarquer que 'application (un)n>1 — (vn)n>1 est une bijection de
RY" sur lui-méme, l'inverse de la suite (v,),>1 étant la suite (u,),>1 définie par :

up = vy et Vn > 2, u, =nv, — (n— 1)v,—1.

En posant v1 =1 et Vn > 2, v, = %, la suite v est monotone mais son antécédent u ne ’est pas, puisque uy = 1, ug = 2

et U3:%.

Pour le b), la suite définie par u = ((—1)"), -, n’a pas de limite dans R alors que la suite v associée converge vers 0.

Si A€R,]— 00, A]NN est un ensemble fini; par injectivité de f, f~1 (] — oo, AN N) est également fini et il existe N
tel que :
vnz N7 f(’ﬂ) g] _OO,A}

Nous avons donc démontré :
VAeR, INeN, Vn> N, f(n) > A

ce qui traduit que f(n) tend vers +oo quand n tend vers +oo.

Si (gn) ne tend pas vers 'infini, on peut en extraire une sous-suite (%(n)) constante (on peut commencer par en

n>0
extraire une sous-suite majorée, puis cette sous-suite étant une suite majorée de N, elle posséde une sous-suite constante).
£ 1os _ Pyp(n) N . . _ .
On en déduit que py(n) = == X Gy (n) CONVErge vers ag, ol ¢ = g, (o). Comme les p,,(,,) sont des entiers, p = aq est aussi
4eo(n)

un entier, ce qui prouve que o = = est rationnel : c’est absurde.
q

On en déduit que ¢, tend vers 400, puis p, = Pr o qn tend vers 400, car P tend vers a > 0.
n qn

@ Remarque : la « bonne » définition de u,, = o(v,) est :

Ve >0, In., Vn > ne, |uy| < eloy).

En particulier, il existe ng tel que Vn > ng, v, = 0 = u,, = 0. La suite (e,,), >0 définie par :

‘unl
siwv 0
Vn >0, e, =4 " 7" 7
0 sinon

converge vers 0 et |u,| = &, |v,| pour n > ng. La suite w = (,/an v") est alors solution évidente du probléme car pour

n>0
e > 0, il existe n. > 0 tel que |¢,,| < &2 pour tout n > n., ce qui donne :

Y > ne, |wy] < elvy| et ¥n > max(ng,ne.), |un] = enlvn] = Ven|wn| < €lwsy|.
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1 a
La fonction f: x+—— 3 (:1: + —) est définie sur |0, +o00[, continue, strictement décroissante sur ]0, \/a] et strictement
x

croissante sur [y/a,+oo[. Comme f(y/a) = v/a, Uintervalle I = [\/a, +0o0o][ est stable par f. On montre facilement que /a
est le seul point fixe de f, avec f(z) > x pour tout > y/a. Comme u; > \/a, la suite (u,),>1 est décroissante et minorée :
elle converge donc et sa limite £ est un élément de I qui est fixe par f. On en déduit que u,, converge vers /a.

Nous avons ensuite, pour n € N* :

ul 4 a—2up/a 1
2uy, " 2uy,

0%t va= g (w+ ) - Vi (i — V/a)? < M{u, — /a)?

2 n

ot M = ﬁ, puisque u, > v/a dés que n > 1 (ot méme n > 0 si ug > v/a).
En choisissant a = 2 et ug = 1,5, nous avons (en minorant v/2 par 1,4) :

1
Vn €N, OSUnJrl—\/iS ﬁ(un—\/if
)
Avec ug — /2 < 1071, nous avons grossiérement (en minorant 2,8 par 1) :
up — V2 <1072,

ainsi, n = 4 suffit & atteindre 1072, un calcul plus précis donne 0 < ug — V2<810712 et 0 < uy —v2<21072,

On obtient ainsi :
1,414213562373 < V2 < 1,414213562374

et méme

V2 = 1,4142135623730950488017 + 1022

On peut confirmer I'exactitude de ce résultat en remarquant que I'on a bien :

(1,4142135623730950488016)% < 2 < (1,4142135623730950488018)>

a) Pour n € N, a,, < a,, + \/ant1, donc an—1 + /an < ap—1+ \/an + \/ant1, puis par itération x,, < x,q1.

Si cette preuve par itération n’est pas jugée assez précise, on peut reformuler, en donnant une bonne définition de z,,.
Il faut pour cela définir des fonctions : pour toute suite finie (aq,...,a,) de réels strictement positifs, nous définissons
far.a, : RT — RY par récurrence sur n :

1yeeesdn

esin=1let x>0, fo,(x) = Va1 +z;
e sin > 2etx > 07 fal,...,an(m) = fal,...,an_l(\/ an + CL’)

Cela donne bien une définition précise correspondant a 1’écriture :

falw..,an(x) = \/a'l + \/Clg + ﬁ

Chacune de ces fonctions est croissante sur RT (récurrence évidente, car  — +/a,, + = est croissante), ce qui donne :

Tn = fal,...,an (O) < fal,.“,an (\/ an-{—l) = Tp+41-

On peut choisir une suite (ay)n>1 telle que (z,,)nen tende vers 'infini. Le plus simple est de construire les a,, par récurrence :
on commence par choisir a; = 1 pour avoir 1 > 1. On remarque ensuite que f,, (z) tend vers I'infini quand = tend vers
+00 : on peut donc choisir as > 0 tel que 1 = f,, (1/az) > 2. On continue ensuite par récurrence : si on suppose construits
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ai,...,an tels que x, > n, on choisit an41 tel que p41 = fa,.... .0, (y/@nt1) > n+ 1. On obtient ainsi une suite (x,) qui
tend vers l'infini.

n

On peut d lus simple, si A > al/? inorant 0. On peut
n peut donner une preuve plus simple, si on pense a remarquer que & > @'~ , en minorant as, ..., a,—1 par 0. On peu
alors choisir a,, = n?" pour tout n € N*, et (z,,) tendra vers +oo puisque x, > n.

b) On peut remarquer que x,y2 = /1 + /2 + x,, pour tout n > 0, d’ou I'écriture d’une fonction récursive :

def x(n):
if n == 1:
return 1
elif n = = 2:
return (1+2**x0.5) **x0.5
else:

return ((1+(2 + x(n-2))*%x0.5) **x0.5)

A partir de n = 30, il semble que I'on obtienne toujours le méme résultat arrondi : 1,710644095045033. La suite semble
donc converger.

c¢) Comme la suite (a,)n>1 est périodique, elle est majorée par un réel M > 0. On a alors
VneN, z, <y

ol (yn) est la suite associée a la suite constante (M),>1. En posant yo = 0, on a Y41 = M + y,, pour tout n > 0 et
cette suite s’étudie tres facilement : la fonction y — /M + y est croissante et continue sur l'intervalle stable [0, +oo[
et posséde un unique point fixe £, qui est la racine positive de I’équation M + y = y2. On en déduit que vy, converge
vers ce point fixe (la suite est croissante et majorée par ¢). Ainsi, (y,) est majorée, donc (z,,) également : comme elle est
croissante, (z,) posséde une limite (finie).

d) T faut ici faire le calcul en commengant par la droite de ’expression :
def xy(n):
X, y = n**x0.5, (2*xn+1)**0.5
for k¥ in range(n-1, 0, -1):
x,y = (k + x)*x0.5, (k + y)**0.5
return(x,y)

Quelques calculs semblent montrer que les suites (x,,) et (y,) sont adjacentes a partir du rang 2 (on a y; < y2) : démontrons
cette propriété.

e on sait déja que (x,) est croisante ;

e pour tout n > 2, on a Ypt1 = fio, n—1(vVn+vV2n+3) et y, = fia,  n-1(v2n+1). Comme f1o  ,_1 est
strictement croissante, nous avons y,11 < ¥, si et seulement si \/n + +/2n + 3 < v/2n + 1, propriété équivalente a
2 < n?. Ainsi, (y,) décroit a partir du rang n = 2.

e il reste & montrer que y,, — x,, tend vers 0 quand n tend vers l'infini, ce qui se fait en majorant (avec introduction
de la quantité conjuguée) :

0<yn—20 = V14 fornrs(WITF D) =14 o aa (V)
fo,.n-1(v2n+1) — f2,...,n—1(\/ﬁ)

Tn + Yn

fo,m—1(V2n+1) = fo . n-1(v/n)
2

IN

car T + Yy, > 14+ 1 =2. On a ensuite :

f3,...,n—1(\/ 2n + ]-) - f3,...,n—1(\/ﬁ)
2 x 2/2

OSyW*InS
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en remarquant que fo ., 1(v2n + 1) + fo. no1(v/n) > V2 +2 = 2V2.

En itérant ce calcul, nous obtenons :

V2n+1—+/n 0
2X 22X -+ x 2/n —1 notoo

N 1

——— je.de — 8.
on—1/(n —1)! on—1./(n — 2)!

OSyn*JEnﬁ

puisque ce majorant est de I'ordre de grandeur de

112)| On commence par calculer une expression, puis un équivalent de a,,. On a facilement :

o @2n-1)x@2n-3)x---x1  (2n—1)!
Yz 1, azn = (2n—2)x (2n—4) X ---x2xar  (27-1(p — 1))

puis I’équivalent de Stirling donne

2n—1

G2n

N Viamne 21 (2n — 1)2n-1 2yn (1- =
4n=127(n — 1)e=2(0=D(n — 1)2(0=D e/ \1-1

On aensuite (2n—1) (In (1 - 55) —=In (1= 1)) =@2n—1) (-5 + L + O(1/n?)) =1+ 0(1/n) —— 1. On en déduit :

2 n—-+o0o

2
a2n ~4oco ﬁ \/ﬁ

2n

G2nt1 = —— ~oo Vr/n
2n

On peut ensuite écrire Sy, = ZZ:1 uj, en posant up = asr_1 + agr pour tout k > 1. Nous avons :

Uk ~ oo <2\>/§+\/ﬂ> Vk = vy,

et vg est le terme général d’une série divergente a termes positifs : nous en déduisons 1’équivalent :

Son ~ oo \/5(\2/;@ i VE.
k=1

On conclut grace a une comparaison “série-intégrale” usuelle :

\/5(2 +7) [
SQn ~Ntoo T — \/%dt
- VT =1
- \/5(2 + ) 2n3/2
+oo ﬁ 3

24 3
~ia  ——— (2n)3/2

Nous avons ensuite :

247 24
STL :Sn n ~+oo 2 3/2’\’0072 13/23
2n+1 on t Qont1 ~4 3ﬁ(”) + 3\/77(n+)
=o0(n3/2)
ce qui donne :
Sh 2+7rn3/2.

e B

113)| Supposons dans un premier temps que A > 0. Pour € €]0, A[, il existe ng tel que :

anJrl
27

< A+te.

Yn>ng, 0<A—e<
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On en déduit par récurrence immédiate :
Y >ng, 0 <ap,(A—¢e)"" < ap < apy,(A+e)" ",

ce qui donne, en prenant la racine n-iéme :

Vnzno, L ()\a_%(kfé‘)ﬁ Van < 1"&&%()\4’5).

=My =M,

Quand n tend vers +oo, le minorant m,tend vers A\ — ¢ et le majorant M — n tend vers A + . Il existe donc un rang
ny > ng tel que :
Yn>ny, A—2e<m, < Ya, < M, <A+ 2¢

ce qui traduit que {/a,, converge vers A quand n tend vers +oo.
Dans le cas ot A = 0, il suffit de reprendre la preuve en ne regardant que la majoration : pour € > 0, il existe ng tel que

an+1

Vn > ng, 0 < <&,

n

ce qui donne par récurrence :

a
Yn >ng, 0< ¥a, < ¢/ —2¢

6”0
et il existe une nouvelle fois ny; > ng tel que :
Vn >n, 0< Ya, <2¢

ce qui traduit que {/a,, converge vers A = 0.

1

La suite (x,,) est strictement croissante et diverge vers +oo (sinon, sa limite £ vérifierait £ = £ + Z)

2
i 1 2 P N
On a ensuite u,, =2, — 22 = (2, + — | —a2 =2+ — ——— 2. Le théoreme de Cesaro donne alors :
n xn n—-4oo
—1
2 —a 1%
- = E up ——— 2
n n =0 n—-+oo

ce qui donne facilement que z,, est équivalent & +/2n quand n tend vers l'infini.

115)| Remarquons tout d’abord que les deux suites sont bien définies et qu’elles sont strictement positives (récurrence
évidente). Montrons ensuite par récurrence la propriété :

Pn L Un S Un+1 S Un+1 S Un

2 b—a
e Initialisation : nous avons ug = a < b = vy, — = >0etvg—v, = > 0.

u
(N 2 2

Y@ o, WA

e Hérédité : soit n > 0 et supposons que u, < tUpt1 < Vpt1 < v,. Comme précédemment (en remplacant a et b par
Unp+1 €6 Upg1, NOUS AVONS Up41 < Upy2 < Upt2 < Uptl.

(un) est donc croissante majorée par vg, (v,) décroissante minorée par ug : on en déduit que les deux suites convergent.
en notant U et V leurs limites respectives, nous obtenons V = % en faisant tendre n vers infini dans la relation

Up + v
Unt1 = %, soit U =V : les deux suites sont adjacentes. On a en particulier :
a+b
vab:ulgx\(a,b)gvlz 5

L’écriture de la fonction ne pose pas de probléme :
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from math import sqrt

def Lambda(a,b,eps):
u,v = a,b
while (v-u>eps):
u,v = sqrt(u*xv),(u+v)/2
return (u)

T T
Notons f:xz+— tan7 et, pour tout n > 1, g, : * —> o
nw
f — gn est continue et strictement croissante sur |0, 1] et tend vers —oo en 0 et vers +oo en 1. Elle réalise donc une bijection
de ]0,1[ sur R et il existe un unique z,, €]0,1] tel que f(z,) = gn(zn). On a d’autre part f(x) < gn(z) sur 0, z,[ et
f(x) > gn(z) sur |z, 1].

, définies sur I =]0, 1[. Pour tout n > 1, la fonction

Toujours pour tout n > 1, nous avons :

T ™
MTpy1 2(n+ Dazpia

gn(zn-&-l) = = gn+1(mn+1) = f(xn+1)

donc zp41 < @y, @ la suite (zy)n>1 est strictement décroissante. Comme est la minorée par 0, elle converge vers une limite

s
£. Si ¢ était non nulle, on aurait tan — = 0, en faisant tendre n vers I'infini dans la relation f(x,) = gn(z,), ce qui serait

absurde. On en déduit que ¢ = 0.

On trouve ensuite facilement un équivalent de x,, :

T o T T
— ~tan — =
2 2 2nx,,
L 1 e
et x, est équivalent & — quand n tend vers I'infini.

3

On peut donc écrire x,, = (14+¢&,) avec (g,)nen suite qui tend vers 0 quand n tend vers U'infini. On peut alors faire

1
Vn
des développements asymptotiques de f(z,) et de g,(x,), en écrivant tous les termes pour bien regarder les ordres de
grandeurs :

B T(l4ey) m(+e) 1 (m1+e))° m(1+en)\’
o = o = H T (M) +O<(m>>

m TEn 3 me,  we2  wied 1
+ + + + + +ol|—=75
2y/n - 2y/n 24n3/2  8p3/2  8n3/2  24n3/2 n3/2
() T 1 T TeEp n En
n(Tn = = - o\ —=
g 2ynl+e, 2yn 2yn Vn

ce qui donne (en simplifiant et en changeant un terme de coté) :

73 e 71'3531 71'352 1 _ TeEy en
20032 T Rws2 T T YO\ ) T T m Yo\
B 1
=\ 32

2 7 Y
, OU €NCOTe €y ~ oo — 54— Cela donne le développement de z,, a deux termes :

T TER

S Vn

1 a1 1
= T e T\ )
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Quand k décrit [1,n], k/n® est compris entre 0 et 1/n? : toutes ces valeurs sont donc proches de 0 quand n est
suffisamment grand. Nous allons donc pouvoir utiliser le DL de In(1 + x) au voisinage de 0, en veillant & donner au reste
une forme assez précise pour pouvoir manipuler la somme. Nous écrivons donc :

2

Ve €[0,1], n(1+2) =2 — % + 23p(x)

ol ¢ est une fonction bornée sur [0, 1]. On en déduit :

Vn e N*, Zln <1+:3)

n

1 — 1 &, 1 3 3
k=1 k=1

k=1 k=1
=Ry
n+l (n+1)2n+1)
= — Rn
2n? 12nb +
1 1 1 1 1
= _ _— = — — + n

En notant M un majorant de |p(x)| sur [0, 1], nous avons ensuite :
1 ¢ M < M
|Rn| < ) Zk3|@(k/n3)| S5 an =5
k=1

Nous obtenons donc :

Il existe une extractive ¢ telle que ,,) converge vers A. Comme f est continue, on en déduit que =, ()41 = f(Zy(n))
converge vers f(A). Ainsi, f(A) est une valeur d’adhérence de (z,,)n>0, donc f(A) = A : Punique valeur d’adhérence de
(Zn)n>0 est un point fixe de f.

Supposons que (Z,)n>0 ne converge pas vers A. Il existe alors g9 > 0 tels que :

VneN, Ip>n, |z, — Al > & (7)

La continuité de f en A prouve ensuite qu'il existe n > 0 tel que :

Ve eR, |z = A <n=|f(z) =\ <eo (i)

Fixons N € N. Comme A est une valeur d’adhérence de (z,)n>0, il existe p > N tel que |z, — A| < n. Si 'on avait
|Zptr — Al < n pour tout k € N, on aurait |x,4r+1 — A| < €0 pour tout k, ce qui contredirait (7). On peut donc définir
ko =min{k € N, 2,1 — A >n}. Ona ko > 1 (car |z, — A| <) et |Tpsr,—1 — A| < 1 par minimalisé de k¢. En utilisant
(i), nous obtenons :

Ui < |93p+k0 — >\| < &g.

Nous avons donc démontré :
YN eN, In>N, n< |z, — A <eo

Il existe ainsi une extractrice ¢ telle que 7 < |zy(m) — Al < o pour tout n € N. La suite extraite (zy(n)), 5, est alors une

suite bornée : elle possede une valeur d’adhérence p, qui est aussi une valeur d’adhérence de (x,,)n>0 : on doit donc avoir
A = p, ce qui est absurde car 0 < n < |u— A| < .

Nous avons donc démontré (preuve par I’absurde) que (z,)n>0 convergeait vers A.

19)|a) L’intervalle I = [0,7/2] est stable par f: x — sinz et f est continue et croissante sur 7. On en déduit que la
suite (up)nen est monotone. Comme uy; = sinug < ug, la suite est décroissante et minorée par 0 : elle a donc une limite
£, puis ¢ = 0, seul point fixe de f sur [I.
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b) Supposons que a et « existent. Comme u,, tend vers 0, nous avons :

ud A3 3
* n «
QU = Upt1 — Uy = sin(uy,) — uy, Foduir-aliodtrs n°® =,

Comme «,, est un terme général de série convergente (u,, converge), le théoréme sur la sommation des équivalents de
termes généraux de séries & termes de signe constant (les S8, sont négatifs) donne :

“+o0

—+o0 —+o0 A3
—Up = E ag ~ E Br=— E k3>
+oo
k=n k=n

La convergence de cette derniére série impose que 3o < —1 et par comparaison série-intégrale, on a :

+oo +o00 1
Z E3e ~ / 234y = — p3atl
+oo J,, 3a+1

k=n
On en déduit : .
A3 X A3
—An® ~ — ~ 3(x 3a+1
" +o00 tn +o0 Z 006(3()é+1)n
AB
ce qui donne a =3a+1et —A = m, ie.a=—1/2et A=+/3.

¢) Nous avouns :

IR
W

)
1 1
wt =t = (- gk o))~ = (1 ko) - 1)

puisque (1+ x)~2 — 1~ —2x. On peut ensuite appliquer le théoréme de Césaro :

—2
Up ™ — U’O _

— 1
’LL — Uy, —) =
Z k+1 k n—>+oo 3

3\>—‘

2 n . \/g

ce qui donne u_“ ~ —, puis u,, ~ ——.
q n +0037p TL+

oV

La suite u est trivialement croissante et diverge vers +oo (la fonction x — x + 1/4/z définie sur ]0, +oo[ n’a pas de
point fixe). On utilise alors une méthode usuelle : on cherche a € R tel que uf ,; — uft posséde une limite non nulle A : le

s s . 1
théoréme de Cesaro donnera alors uf ~ An, soit w, ~ (An) /e,

Nous avons :

1\ o
Un:U%_;,_l—U% |:(1+ 3/2) —1:| ~ oo U%XW.
Un
Ainsi, avec o = 3/2, nous avons v,, — 3/2 ot n 10 Z Uk T 3/2. Nous avons donc démontré que u,
n—oo n—-+4o0o

était équivalent a (37”)2/ 3,

On peut ensuite affiner le calcul précédent en utilisant cet équivalent :
Un, u3/2 Sx—l —|—§><1+0 L —§+a
27 32 8 ud)) 2 "

. 3 1 1 31 1
ouan=§xﬁ+o N N+oo§ﬁw+oo%-

On en déduit (théoréme de sommation pour des séries a termes positifs divergentes) :

3n 1
ul/? = +Z ug* = 5+ == +o(lnn)
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Il reste a élever a la puissance 2/3 :

21)[ a) La fonction f, : o — 2™ +--- 4+ 2 — 1 est continue et strictement croissante sur [0, +oo[, avec f,(0) = —1 et

fn(x) = +00. On en déduit que f,, est une bijection de [0, +oo[ sur [—1, +00[ : f, possede une unique racine positive
Tr—r+00

x

ne

b) Comme f,, < f,41 sur [0,4+00[, on a fr(nt1) < fnt1(@pg1) = 0. Ceci prouve que x, 41 < x, (car f, est négative sur
[0, z,,] et positive sur [z, +0oo.

La suite est donc décroissante et minorée par 0 : elle admet une limite £. On a ensuite, pour n > 2 (z, < 1) :

1
On a In(z,) —+> In¢ <0, donc 1 — a7 *? —+> 1. On en déduit que 1 = 2(1 — ¢), soit £ = 7
n—-+00 n—-+0oo

¢) Soit ¢ €]1/2,1[. Comme z,, tend vers 1/2, il existe un rang ng a partir duquel x,, < ¢q. On a ensuite, pour n > ng :
1-26,=2(1/2—¢,) =21 —2,) =1 — 2"t >1-¢"*

d’0ﬁ0§£n§§q”:£n est un O de ¢".

On en déduit :

+

n+1
mn

n+1

O(qn)) "

<q”>>)n“

e(n+1) In(1+0(¢™))

+

_
+
S

n+1

n+1
(O(n+1)g™)

n+1

N~ N~ N~ N R N~ N

Il I
7~/ N 77 N -7 N -7 N 7N 7N

car (n+ 1)¢™ tend vers 0 quand n tend vers I'infini (0 < ¢

+2
€ :11:"+1~ 1 '
g n 2 ’

Nous avons ainsi obtenu le développement asymptotique :
11\ 1\"
xn:2+(2) +0(2) -
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22)[a) On utilise python pour calculer les premiers termes de la suite :

def u(n):
if n ==
return 9
else:
v = u(n-1)

return (4*v**3+3*xv*x*x4)

On peut s’amuser ensuite a écrire une fonction qui renvoie le nombre de 9 qui termine ’écriture d’un entier :

def nb_neuf(n):
if n % 10 '= 9:
return 0
else:
return 1+nb_neuf (n//10)

On obtient :
In : [nb_neuf(u(n)) for n in range(10)]
Out : [1,2,4,8,16,32,64,128,256,512]
On peut donc conjecturer que u, se termine par 2™ chiffres 9.

b) Pour tout n, nous pouvons écrire d’une unique fagon u,, = 10¥»q,, — 1 avec k, € N et a,, non divisible par 10 (ky, est
le nombre de 9 terminant I’écriture de w,, en base 10). Nous avons :

Un1 = 4(10Fa, — 1)® + 3(10F"a,, — 1)* = (34} 10%» — 8a3 10" + 642) 10%» — 1

Si nous pouvons montrer que 3 a2 10%%» — 843 10¥» + 6 a2 n’est pas divisible par 10, nous pourrons donc affirmer que
kn41 = 2k, et conclure que k,, = 2", puisque ko = 1. Nous avons :

3a} 10 — 8a3 10F" + 642 = 642 mod10

donc il faut avoir une propriété supplémentaire sur a,, pour pouvoir conclure. On voit que le passage de a,, & 6a2 n’introduit
pas de facteur 5 : on peut donc maintenant démontrer par récurrence la propriété plus forte :
(Pn) : up sécrit 102" a, — 1 avec a,, # 0 mod 5.

La propriété est vraie pour n = 0, avec ag = 1; soit n € N et supposons que P,, est vérifié. On a alors :
Up41 = 102n+1an+1 — 1 avec ant1 =3 102n+1ai -8 102nai +6a2 = a2 #0 mod 5

ce qui acheve la preuve.

Nous avons donc démontré que pour tout n, les 2" derniers chiffres de u,, sont des 9 et que le chiffre suivant n’est ni un
9, ni un 4. On peut calculer ce chiffre en étudiant modulo 10 la suite définie par ag =1 et Vn € N, a1 = 6ai : comime
a1 = 6, as = 63 = 6 mod 10, puis a,, = 6 mod 10 pour tout n > 1. Pour n > 1, écriture en base 10 de a,, se termine donc
par un chiffre 6 suivi de 2™ chiffres 9.

23)|a) Quand wu,, = n®, la série de terme général u,, diverge et par comparaison avec une intégrale, on a

n n na+1
[

E U ~ z%dx ~ .

+oo /g +oo v+ 1

1 1
On en déduit que v,, ~ , donc v, tend vers T quand n tend vers I'infini.
e

+oo x4 1

De la méme manieére, on a
a+2

n n n
E kuy, ~ zthde ~
Pt +o0 /g +oo v+ 2

quand n tend vers 'infini.

puis v, tend vers
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b) Comme a est non nul, on peut écrire S,, ~1 o anu, ; Sy, est strictement croissante et strictement positive, donc la série
de terme général S,, est donc grossierement divergente (son terme général ne tend pas vers 0) et le théoréme de sommation
des équivalents, pour des séries a termes positifs, donne :

n

zn: Sk —0—,20 Z akuk.
k=1

k=1

Par produit, on obtient :
n

1
Wn 5 an2u Z Sk-
" k=1

On peut écrire ensuite :

n

iSk = Z(n+ 1—9)u; = (n+1) iul - izuZ = (n+1)S, — n*upw,.
k=1 i=1 i=1

i=1
On en déduit :
(n+ v, w,
Wy, ~ —————— — —
+oo an a

Le premier terme de cette somme tend vers 1 quand n tend vers l'infini et il faut étre un peu prudent en manipulant les
équivalents (on ne fait pas de somme d’équivalents) : on peut par exemple écrire

1 n n
(n+ )v w :wn+0(wn)
an a

ce qui donne

n—+1)v 1 1+4+a
an a a
pour enfin obtenir
a (n+ v, a
Wy, ~ ~
TR 41 an T+l
ce qui traduit que w,, converge vers :LL T

v 1
Notons (v, )n>1 la suite définie par v7 =0 et Vn > 1, v,41 = AL —. La suite w = u — v vérifie :
= n o on

w
wy =uy et Vn > 1w,y = —.
n

Uy

(n—1)V

On en déduit que Vn > 1, w, = ce qui donne :

Ui

(n—1)1"

Yn eN, u, =v, +

Comme v; = 0, v9 = 2, puis une récurrence élémentaire montre que 0 < v, <2 pour tout n > 1 :

e vy, vy € [0,2] donc la propriété est initialisée au rang n =1 et n = 2;

1 2 1 1
osoitn22etsupposonsque()§vn§2;0na0§v—n+—2§7+—2§1+7§2,d0n00§vn+1§2.
n n n n 4
On en déduit : 5 )
Vn>1, 0< vy < - + —
n o n

donc v, tend vers 0 quand n tend vers l'infini. On en déduit :
1 1 1\ . 1
ovn+1:—2—|—o — ) =o0o|—),1e.v,=0(—);
n n n n
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1 v, 1 1 1
.Un+1:ﬁ+;:ﬁ+0 3 7doncvn_s_m(;oﬁ.

. 1 ..
Nous en concluons que u,, = v, + ' est équivalent & — au voisinage de +oc.
n

U1
(n—1)! 2
Le terme u,,_1/n? est sans doute négligeable devant 2u,,, ce qui conduit & comparer u & la suite v définie par vg = 1 et
Un
on
pour tout n > 1. La suite w est trivialement croissante, ce qui permet d’écrire :

Un41 = 20, pour tout n, i.e. a la suite (27),>0. Il est donc naturel d’étudier (wy, )n>0 = ( ) o Nous avons wg = wy = 1
n
Wn—1 B

4n?

et Wpt1 = Wy +

1
Vn>1, wppr Swy |1+ —
n=>1, wyp1 <w ( +4n2>

ce qui donne :

n—1
1
Vn > 1, wngwlg:[1<1+4k2)an.

1 1
La série Z In <1 + 42> est convergente car son terme général est équivalent a F) : cela prouve que («,) est conver-
n n
n>1
gente, donc majorée. On en déduit que v,, a une limite finie A > 1 (elle est croissante et majorée). On a donc w,, ~4o0 A
et Up ~yoo A27.

Je ne pense pas qu’il soit possible de calculer la valeur de .

a) La suite est strictement croissante et n’a pas de limite finie (si elle convergeait vers ¢, on aurait £ = ¢ +e¢~*). On
en déduit donc que u,, tend vers +o0o quand n tend vers l'infini.

b) On a v,q1 = vpet/vn . Comme 1/v,, tend vers 0 quand n tend vers Uinfini, on a :
1 1
Upy1=0Up (1+— 40| — =v,+1+0(1)
Un n

Ainsi, v,41 — vy —+> 1 et, par le théoreme de Cesaro :
n——+0o0o

3
|
—

O(Uk+1 — Ug) o 1

S
o>~
Il

ce qui donne v, ol n.

On peut ensuite améliorer le développement de vy, 41 :

N TR Y ) T
Unt1 = Un U 202 © v2 = n 20, © Uy,

1 1 1
Upgl —Up—1 ~ — ~ —
nt " +oo 20U, +o0 2n

On a donc :

Le théoréme de sommation des équivalents pour des séries divergentes & termes positifs donne :

n—1 n—1
1 1
vn7v1+(n71):2(vk+17vk71) ~ioo Zﬂ ~5 Inn
k=1 k=1

qui donne le développement v, = n + % Inn + o(Inn), puis :
Inn Inn Inn Inn
Up, =Inv, =Inn+n(l+—+0 — =Inn+—+o| —
2n n 2n n

25



27)|a) On a upiy = . (Z fuk) + f(un)> =

n+1 P

n + 1
Up
n+1 n—+1

f(uy), et donc

f(un) — Un

n-+1 n—+oo

Upt1 — Uy =
car |f(un) — un| < 2.
b) Un réel a est valeur d’adhérence de (up)nen si et seulement si :

Ve >0, YNeN, In>N, |u, —a| <e.

Supposons donc que a,b € A et ¢ € R avec a < ¢ < b : montrons que ¢ € A. Soient € > 0 et N € N. Quitte a diminuer ¢
et a augmenter N, on peut supposer :

e a<c—e<cH+e<b;
e Vn >N, |upt1 —uy| <e.

En appliquant ’hypothése a € A au couple (¢ — e — a, N), on obtient un entier n; tel que n; > N et u,, < ¢ —¢;
I'hypothese b € A appliquée au couple (b — ¢ — e,n;) donne ensuite ny > ny tel que u,, > ¢+ e. La suite up,, ..., Un,
passe donc d’une valeur < ¢ — ¢ a une valeur > ¢+ ¢ en faisant des sauts majorés par € en valeur absolue : il existe ainsi n

compris entre ny et ny tel que ¢ — e < u,, < ¢+ ¢, ce qui donne un entier n > N tel que |c — u,| < € : ¢ est bien élément
de A.

¢) Supposons que a soit un point intérieur & A. Si f(a) > a, on a également f(x)— 2 > 0 sur un voisinage I =]a—¢,a+¢]|

flun) —u

) " > 0 : la suite va donc étre strictement croissante tant quelle
n

ne sort pas de I. Comme elle ne converge pas, elle va donc nécessairement sortir de I : on va alors utiliser ’hypothese
que Unp4+1 — U, tend vers 0 pour montrer que la suite ne peut plus s’approcher de a. Il existe en effet N € N tel que

de a. Si u,, appartient a cet intervalle, u,+1 —u, =

€ . . . . .
[tnt1 — upn| < 3 pour n > N. On peut ensuite choisir ny > N tel que u,, € I. Il existera ensuite m; > n; tel que
Upy < Upyg1 <+ < Umy—1 < Umy, Umq—1 € I €t Uy, > a+e. Comme a est valeur d’adhérence, la suite doit revenir dans
. . .. € .
Pintervalle I, mais la condition |w,+1 —u,| < 3 pour n > N prouve l'existence d’un ny > my tel que Uy, ..., Up,—1 > a+€

et a + % < Up, < a+ €. Le méme argument prouve ensuite que u, > a + % pour tout n > ng, ce qui contredit le fait que
a € A.

Nous avons ainsi prouvé que f(a) < a, et par symétrie que f(a) > a. Ainsi, pour tout point intérieur & A, f(a) = a. Si
A nétait pas réduit & un singleton, il existerait a et € > 0 tels que Ja — g,a + ¢[C A. Il existerait alors ng € N tel que
Uny €la —€,a + €[ : cette valeur étant intérieure & A, on aurait f(up,) = Ungy, PUIS Unyt1 = Un, : la suite u serait dons

stationnaire a partir du rang ng, donc convergente, ce qui est exclu car A n’est pas un singleton.

Ainsi, A est un singleton et comme la suite (u,),>0 est bornée, elle converge vers 'unique élément a de A (sinon, il
existerait ¢ > 0 et une extractrice ¢ telle que |u,,) —a| > € pour tout n : la suite extraite aurait alors une valeur
d’adhérence b (théoreme de Stone-Weierstrass) différente de a, avec b € A = {a}).

Enfin, comme u,, tend vers a et que f est continue, f(u,) tend vers f(a) et le théoréme de Cesaro donne que u,11 =

1 n
= E f(ux) tend vers f(a), d’ott a = f(a) : la suite (un)n>0 converge vers un point fixe de f.
" >

k=0

28)[a) On a u, > /0, donc u,, —— +o0.
n—-4o00

b) Montrons cette propriété par récurrence :

e u;p=1<1;
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e soit n > 1 et supposons que u,, < n. On a alors :

U1 =vVn+1+u, <V2n+1<n+1

car 2n+ 1 < (n+1)2

¢) On a donc, pour n > 2 :

Up = \/n+u,—1 < V2n—1=o(n)

puis

Up = /N +Up_1 =/ +0(n)=vny\/1+0(l) ~1 Vn.

29)|a) On commence par écrire une fonction récursive binomial qui, appliquée & un entier n, renvoie la suite k ,
0<k<n

puis la fonction u n’a plus qu’a additionner les inverses des éléments calculés par binomial :

def binomial(n): def u(n):
if n == 0: 1 = binomial(n)
return [1] s =0
else: for i in range(n+1):
1 = binomial(n-1) s += 1/1[i]
for i in range(n-1): return(s)

1[n-i-1] = 1[n-i-1]1+1[n-i-2]
1.append (1)
return 1

On obtient ainsi les valeurs approchées de u,, :

Int[3]: u(10), u(100), u(1000)
Out [3]: (2.2746031746031745, 2.0204169474120084, 2.004016129428053)

On peut donc conjecturer que u,, converge vers 2 quand n tend vers l'infini. La preuve utilise la méme astuce que pour
montrer que n! est équivalent a Y ;_, k! quand n tend vers linfini :

n n—2
dkl=nl+@m-Dl+ D K =nl+0((n-1))~n
k=0 k=0
N——
<(n—-1)(n—2)!

Dans notre cas, nous avons, pour n > 4 :
1 =1
un:1+7+g —— +—=+1
n n n

=21 _n-3 2(n-3)
et Z < = 0 : cela donne bien que u,, converge vers 2.

30)|a) La suite u est clairement positive. Supposons qu’elle converge et notons ¢ > 0 sa limite. Par continuité de la fonction
In, nous avons ¢ = 2In(1 + £). Une étude élémentaire de la fonction f: z — x — 2In(1 + z) sur lintervalle R*™ montre
qu’elle posséde deux racines, 0 et o > 0, et que 'on a f(x) < 0 pour z €10, et f(z) > 0 pour z > .

On montre facilement par récurrence que u, > 1 pour tout n (la propriété est vraie pour n = 0 et n = 1, et si elle est
vraie pour n — 2 et n — 1, alors u, > 2In2 > 1), donc ¢ = «.
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Si la suite (u,) converge, elle converge vers la racine a > 0 de I’équation z = 2In(1 + z). On trouve facilement 2,512 <
a < 2,513.

b) On a ug < « et u3 < a. Pour n > 2, si on suppose que u,_o < @ et u,_1 < @, on a
U =In(1+up—1) + In(1 +up—2) <2In(l +a) = a.

La suite u est donc bornée, avec 0 < u,, < o pour tout n € N.
c) Les suites a et A sont respectivement croissante et décroissante. Comme elles sont bornées, elles convergent.

d) Si A est une valeur d’adhérence de wu, il existe une extractrice ¢ telle que u,(,) converge vers A. On a alors :
Vn €N, apmn) < Up(n) < Ap(n)

et donc a < A < A en faisant tendre n vers 'infini.

Pour € > 0 et n € N, il existe N > n tel que |ay — a|] < e. On a donc en particulier ay < a + €; comme ay est le plus
grand des minorants de {ug, k > N}, il existe k > N tel que u, < a+ ¢, ce qui donne a < uy, < a + . Nous avons donc
démontré :

Ve>0,VneN, Ik>n, |up —a| <e

ce qui traduit que a est une valeur d’adhérence de u (la preuve est identique pour A).

e) En choisissant une extractrice ¢ telle que u,(,) converge vers a, la suite (g (n)—1,Up(n)—2) est bornée, donc il existe une
extractrice ¢ telle que Uy (yn))—1 €t Uy(y(n))—2 convergent vers respectivement ¢1 et £5. En faisant tendre n vers l'infini
dans I’égalité :

Up(ap(n)) = (L + U (p(n))—2) + (1 + Ug(y(n)) 1),
on obtient a = In(1 + ¢1) + In(1 + ¢3). Comme ¢; et ¢5 sont des valeurs d’adhérence de u, on a ¢ > a et {5 > a, ce qui
donne f(a) =a—2In(1 + a) > 0 par croissante de la fonction In. Ceci prouve que a < a.

De méme, on montre que o > A, ce qui donne A < a < a, soit a = a = A puisque a < A. Comme a,, < u, < A,, la suite
(uy,) converge vers a.

1
L’intervalle ]0,4o00[ est stable par lapplication continue f : z +— x T donc la suite u est bien définie et

2+«
strictement positive. Elle est trivialement décroissante : elle converge donc vers un réel a > 0 et un passage a la limite

1
donnea:aﬂ, soit a = 0.
2+4+a

En posant v,, = Inwu,, nous avons :
1+ u,

24+ u, n—o+oo

—1In2.

Uny1l —Vp =1n

Le théoreme de Cesaro donne donc v, ~;. —nln2, mais cet équivalent ne suffit pas pour en déduire un équivalent de
Uy. Nous allons donc affiner le développement :

Upt1 — Up 102 =In(1 + uy,) — In(1 + wy, /2) ~100 7%

U 1+u . - N
Comme —FL = o — < 1, u, est un terme général de série convergente (critére de d’Alembert pour
Uy, 24+u, n—otoo 2

les séries & termes strictement positifs). Par théoréme de comparaison des séries de signe constant, on en déduit que
Enzo Un+1 — Un + In 2 est convergente. En notant S sa somme, nous avons :

n—1

Uy, — Vo +nln2 = Z(”nﬂ —v,+1In2)=S+0(1)
k=0

Nous pouvons donc maintenant revenir a u,, :

L e—nln2+S+vo+o(1) S+wvo

K
~ — en posant K =e

Uy = €
" +oo 27

Il y a peu de chance que I'on soit capable de donner une expression précise de K, qui dépend de ug, comme un calcul
numérique le met en évidence.
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32)a) Ona S, =3 [ Sa| =S =3 (>q :%

k=1 \ a¢=N* p,g=1 p=1 \¢=1 p=

p=1 p=1
2 n n 2 n n
n 1 n 1 n 1 n 1
)DETRL DL PERELS DERES it
2 =n = 2
2 pzlp 2 pzlp 2 pzlp 2 pzlp
. ]. 7T2TL2 n 1 71_2
Comme nZ — ~nlnn = o(n?), on obtient S, ~ . En remarquant que Z — = — + O(1/n), on a un résultat
= 12 = P2 6
n2n?
un peu meilleur : S,, = 5 + O(nlun).

33)|a) On a directement :

def fibol n:
if n < 2:
return a
else:
return fibol(n-1)+fibol(n-2)

En notant T}, le temps de calcul pour 'appel fibol n, nous avons :
T()ZTl =1 etVnZO, Tn+2 :Tn+1 +Tn+1

Cette récurrence a pour solution particuliére la suite contante égale a —1 et la solution générale de la congruence homogene
associée est z, = A" + BP" avec ® = HT\/‘?’ (nombre d’or) et & = # On en déduit, en utilisant les conditions

initiales :
5 5 5—v5=n
++/5 o 4 V5

VneN, T, = -1
e T 5

) )

l o
5

b) 11 suffit d’utiliser une fonction auxiliaire récursive couple qui renvoie le couple (F,, Fj11) :

Ainsi, T, = " — 1+ 0(1), puisque |®| < 1 : le temps de calcul est exponentiel.

def fibo2(n)
def couple(n):
if n ==
return 0,1
else:
u,v = couple(n-1)
return v,u+v
return couple (n) [0]

¢) Montrons par récurrence sur n la propriété :

Pn : Vm € N*, Fn+m = Fn+1Fm + FnFm—l-

e pour n=0et m > 1, on a bien Fy4,, = F,, = F1F,, + FoF,,,_1 puisque F; =1 et Fy =0;
e soit n > 0 et supposons que P, est vérifiée. Pour m = 1, nous avons bien :

Fn+1+m = Ln42 = Fn+2F1 + Fn+1F0 = Fn+2Fm + Fn+1Fm—1-
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Pour m > 2, nous avons (en utilisant deux fois ’hypotheése de récurrence au rang n) :

Foiivm = Foym + Fogm—a

FopnFn +FFp i+ o B+ B2
FoipiF+ Eppi B + Fro(Fne1 + Fineo)
= FonFn+ P+ EEFy

(Frg1+ Fo)Fop + Frp1 Fry

= FupeFn+FoaFna

La propriété P,,+1 est donc démontrée.

On en déduit, pour tout k € N* :

Fo, = Fyp(Fr—1+ Frq)
Fouyr = FiL+F
Foryo = FipoFip1 + Fog1 Fie = (Fio + Fp1) Frop1 + Fop1 Fie

On peut donc calculer (Fog, For41) & partir de (F—1, Fx) et (Fopt1, For) & partir de (Fy, Fit1). Cela donne :

def fibo3(n)
def couple(n):
if n ==
return 0,1
elif n % 2 ==
u,v = couple(n//2-1)
W o= utv
return vx(u+w) ,vk*x2+wx*x2
else:
u,v = couple(n//2)
W o= u+v
return u**2+v**2, vk (u+w)
return couple(n) [0]

Le temps de calcul T'(n) vérifie :
T(0)=1etVn>0, T(2n+2) =T(2n+1) =1+ T(n),

ce qui donne bien un temps de calcul logarithmique.

34)| L’ensemble S des suites vérifiant cette récurrence est un espace affine de dimension 1, de direction Sy, espace des
solutions de I’équation homogeéne : z,11 = nz,. Comme Sy est engendré par la suite ((n — 1)!),,>1, on peut appliquer la
méthode de variation de la constante : en posant x,, = ,,(n — 1)!, la relation x,,,1 = nx, — n? devient :

Vn > 1, 0n+1 = en

C(n=1)"
On en déduit :

n—3 1 n—2 1
Vn > 1, enzelfzgfzﬁ
k=0 k=0

Ainsi, 0,, tend vers 61 — 2e quand n tend vers l'infini et si 61 # 2e, z,, ~4o0 (01 — 2€)(n — 1)! > n : il est donc nécessaire
d’avoir 6, = 2e, i.e. 1 = 2e, pour avoir x,, = O(n).

Réciproquement, supposons que z; = 2e. On a alors :

Vn > 2, wn:<zk' Zk') n—l'—<(ni2)! e +2Zk'> n—l':n+1+2271)!

k=n
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(n—1)! 1 1 1

Pour k > = < = id :
Our =T, oA T nnt1).. k- 1x2 - x(k—ntl) (k_ntpp Camdonne
+001
Vn>1,0<2, <n+142) S =n—1+2¢
lq'
o

et z,, est un O(n).

1
xz—k
tend vers +o00 en n et vers 0 en +00, f,, réalise une bijection de |n, +o00[ sur ]0, 400 : il existe donc un unique x,, vérifiant

fulzn) = a.

b) Soit n > 1. On a fr(zps1) < far1(Tns1) = a et 1 est strictement décroissante, donc @, 11 > f, (a) = z, : la suite
(zn)n>1 est strictement croissante.

c)Ona:

n
35)|a) Pour n > 1, la fonction f, : = — Z est continue et strictement décroissante sur |n,+oo[; comme elle
k=0

n 1 n+m

n = — = -—
f(n+m) ];)n—l—m—k q:mq n— 400

—+00.

Il existe donc un rang ng > 1 tel que :
Yn > ng, fn(n+m)>a

et, par décroissance de f,, n +m < xz,, dés que n > ng.
d) Pour tout n > 1, posons x, = n + «, ; d’apres la question précédente, o, tend vers 400 quand n tend vers l'infini.

Nous avons :
n n

1 1
a:ZnA—an—k:Zan—i—q'

k=0 q=0
Des que «,, > 1, on peut écrire :
ntq o1 |
/ dt <y < / dt
0 an+t q:0q+an _1Ozn+t
ce qui donne :
1 1 1
In 1+n+ :lnan+n+ gaglnan+nzln 1+ nt
Qp Qp, a, —1 a, —1
puis en prenant I’exponentielle :
1 1
n —+ <t 1< n+
o, o, — 1

a
. Comme

«a 1 x e
Comme «,, tend vers I'infini, on en déduit que — tend vers ———, i.e. que — tend vers 1 + —— =

n et —1 n er—1 er—1
cette limite est non nulle, cela donne :

ea

Ty ~Mpoo — M.
e —1

a) La fonction f,, : © — 2™ — nx + 1 est strictement décroissante sur [0,1] et f(0) =1>0>2—n = f(1) : d’apres
le théoréme de la bijection, il existe un unique z,, € [0, 1] tel que f,(x,) = 0.

b) On montre facilement que f,, > fr41 sur [0,1]; on a donc 0 = fr41(2nt1) > fu(@nt1), ce qui prouve que z,41 < Xy,
par décroissance de f,.

On en déduit que (z,,)n>2 admet une limite A € [0, 1] (suite décroissante minorée par 0, avec xo < 1). Si A était non nul,
nz, — 1 tendrait vers +oco alors que z" = ™" tendrait vers 0 : ce serait absurde; on en déduit que ¢ = 0, puis que
nz, — 1 = e""%n tend vers 0, i.e. que z,, est équivalent a 1/n.
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n (T4en)"

¢)Onae,=nx,—1=2a = . Comme &, tend vers 0, £,, < 1 & partir d’un certain rang ng, puis (1 +¢,)" < 2"

nn
pour n > ng. On en déduit que ¢, < (%)n, toujours pour n > ng. Ceci permet d’écrire, en remarquant que &, > 0 :

) n\ " "
Wn >, 1< (142" < (1 + () ) _onm(H(2))
n

n—+oo

(I+e,)

1
Ceci prouve que (1 + &,)™ tend vers 1, puis que &, = ———— est équivalent a —; ceci donne le développement :
n n

1 1 1
Tp=—+ n—1 +o n—1 |~
n n n

37)| Pour n > 2, notons f,, : x —— z" —nx + 1. Un calcul élémentaire prouve que f, est strictement décroissante sur
[0,1] : comme f,(0) =1 et f,(1) =2 —n <0, le théoréme de la bijection monotone (f, est continue) prouve l’existence
et I'unicité de x,,. On utilisera dans la suite les propriétés :

Ve € [0,1], fo(z) > 0=z <zp et fr(z) <0 <= x>,

Pour z €]0, 1], un nouveau calcul élémentaire prouve que t — x* — tz + 1 est décroissante sur [2, +o00[. On en déduit :
Vz €]0,1], Vn 22, foi1(z) < fulz)

ce qui donne;
Vn > 27 0= fn-i—l(xn-&-l) < fn(xn-i-l)
ce qui prouve que x,4+1 < x, pour tout n > 2. La suite (z,) est donc décroissante. Comme elle est minorée, elle a une

limite £ > 0. On a ensuite nx, — 1 = "™ — 0, donc x, ~40 —-
n—-+oo n

(Aten)”

nmn

1 ¢
En posant z, = — + — avec &, —— 0, on a ensuite = &,. Il faut donc étudier le comportement de (1 +&,)",
n o n

n—-+oo
i.e. de nln(1+¢,). La division par n™ nous permet de conjecturer que €, tend trés vite vers 0. Si c’est le cas, nln(1+¢,),
qui est équivalent a ne,, va tendre vers 0 et on aura €, ~4o n% Il reste donc & obtenir une majoration de |e,| suffisante

pour démontrer que ne, tend vers 0. Il suffit par exemple de démontrer que 0 < g, < n% (au moins pour n assez grand),
ce qui se fait facilement en calculant les signes de f,(1/n) et de f,(1/n+1/n3) :

1 5 6n1n(1+1/n3)n 1 1
fa(l/n) = nn >0et fo(l/n+1/n ):# Y ~+oo 2 <0
—_————
~tool/n™

1

1
o5, soit 0 < &, < —;. Nous avons alors, avec les arguments donnés ci-dessus,
n

1 1

donc pour n assez grand, % < xp < % +

1 it
Enp ~ ﬁ, SO1tU

Exercices Mines-Centrale - séries a termes réels

a) Soit o une permutation de N et ), u, une série absolument convergente. Pour tout N € N, posons My =

macha(n). Nous avons (tous les termes de la premiére somme sont contenus dans la deuxiéme somme) :
0<n<

N Mn “+oo
Z |u0'(n)| < Z |um| < Z |um|
n=0 m=0 m=0
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donc ) - Us(n) €st absolument convergente.

Toujours pour N € N, notons Ay = [0, Mn] \ {o(n), 0 <n < N}. Nous avons :

N My —+oo
Dotom = D Um| =] D tew| < Y el < Y fun|
n=0 m=0 ne€oc~1(AnN) ne€oc~1(AnN) n=N+1
+oo +oo
car 0 Y(An) C [N + 1, +oo[. Nous obtenons alors Z Ug(n) = Z U, en faisant tendre N vers linfini.
n=0 m=0

Une autre fagon de faire consiste & commencer par le cas des séries convergentes a termes positifs :

N My “+o0
D Uo S Y Um S Y um =S
n=0 m=0 m=0

prouve que la série de terme général (positif) u,(,) est convergente et que sa somme S, est inférieure ou égale a S : par
symétrie (en considérant o—1), on a aussi S < S,, d’ou I'égalité des deux sommes.

On passe ensuite au cas général : si ano uy, est une série absolument convergente, on pose u,; = max(uy,0) et u, =

max(—uy,0), de sorte que u, = u;f — u, et [u,| = w} + u, . Les deux séries a termes positifs -, ,ut et >0 qu
+

o(
> n>0 Uo(n) st absolument convergente (comme diférence de deux séries absolument convergentes) et que :

+oo “+o0 “+o0 “+o0 “+oo +oo

_ + - — + -
ZUUW - Z“cr(n) - Z“am) - Z“n - Z Un = Z“n
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

n

sont convergentes, donc les séries ano Up () € ano Uy () le sont également et ont mémes sommes. On en déduit que

b) Comme |u,| = u,} + u,, est le terme général d'une série divergente, 'une des deux séries de termes positifs généraux

ut et u, est divergente; ensuite, u, = u,} — u;, étant le terme général d’une série convergente, les deux séries doivent

diverger (car la somme d’une série divergente et d’une série convergente est convergente). On en déduit, les séries étant a
N N

termes positifs, que Z ul et Z u,, tendent vers +o0o quand N tend vers +oo.

n=0 n=0

Notons A+ = {TL S N7 Unp Z O} = {p()apla <oy Pk - } et A = {TL S Na Up < 0} = {Q1a cees QR }HOﬁ (pk)kzo et (Qk)kZI
sont deux suites strictement croissante. Les ensembles {pr, k& > 0} et {qr, k > 1} forment une partition de N et les deux
séries > oo Up, €t Yy~ Ug, divergent respectivement vers +o0o et —oo.

Soit A est un réel quelconque. Nous allons construire par récurrence une permutation (o(0),0(1),...,0(n),...) de N. Des
n

que cela aura un sens, nous noterons, pour n > 0, 3,, = E Ug(k)-
k=0

n n
Pour commencer, il existe un entier n > 0 tel que Zupi > A (car la somme Zul’k tend vers +oo quand n tend vers
i=0 k=0
linfini). Soit ng le plus petit entier vérifiant cette inégalité. On pose :
Vi € [0,n0], o(i) = p;.
n n
La suite (X)o<k<n, st croisante et X, > A. Il existe ensuite n > 1 tel que X,,, + Z Ug;, < A (car la somme Z ugq, tend
i=1 k=0

vers —oo quand n tend vers 'infini). Soit mg le plus petit de ces entiers n. On pose :

Vi € [1,mo], o(ng +1) = ¢.

1. Nous numérotons les ¢; a partir de 1 pour simplifier la définition de o.
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La suite (g )no<k<ng+m, €St décroissante et Xy rmy < A < Tpgtmo—1-

ni
On définit de méme n; > 1, valeur minimale donnant ¥, 4, + Z Up,,ori > Aet:
i=1
Vi € [[].,711}], O'(’no + mg + Z) = Pno+i

my
puis m; > 1, valeur minimale donnant X, {mq+n, + E Ugp i < Aet:
i=1

Vi € [[l,ml]]7 0(710 +mo +n1 + Z) = Qmo+i-
On construit ainsi par itération une bijection ¢ de N sur N. De facon plus imagée, on met les éléments de N a la queue
leu leu en mettant les ng + 1 premiers éléments de AT d’abord, puis les mq premiers éléments de A, puis les n; éléments
suivants de A", puis les m; éléments suivants de A, et ainsi de suite.
Pour prouver la convergence de ¥, vers A, notons Ny = ng, N1 = ng + mg, No = ng +mgo +nq, ...

Tout d’abord, Xy, converge vers A car, pour k > 1, Xn,, — up, —1 < A < Xn,, et up, —1 tend vers 0 quand k tend vers
I'infini (la série ) ., u, converge, donc son terme général tend vers 0).

De méme, Xy, , converge vers A et X, converge vers A quand k tend vers I'infini.

Pour n € N, on peut encadrer n entre deux valeurs consécutives de la suite Ny, : il existe k(n) tel que
Ny <n < Niny41-
Comme les termes du paquet (Un, ., +1;- - UN,,,,) Sont de signe constant, on a, suivant la parité de & :
LNy S Bn S BNy 1 O BNy gy S 2 < BNy, -

Comme k(n) tend vers U'infini quand n tend vers infini, le théoréme d’encadrement prouve que 3, tend vers A quand
n tend vers l'infini. On a donc pu changer 'ordre des terme de la série pour la faire converger vers la valeur A, réel
quelconque.

Si A = 400 (on adapte facilement la preuve au cas A = —oc0), on utilise le méme type d’argument, avec tous les m; égaux
a 1 (on fait des paquets de termes négatifs de taille 1) et en imposant X, > k pour tout k € N. Ainsi, ¥, PR +o0
—+o0

et Shopprs = SNap + Ugpos m +o0o, puisque ug,,, m 0. On conclut, de la méme facon qu'avec A € R, que

¥, — +o0.

n—-+o0o
Enfin, on peut faire osciller (¥,,),en entre +o0o et —oo : il suffit de choisir les n; et m; tels que :
VkeN, Xy, < —(2k+1) et Xn,, > 2k.

Les sous-suites (ZNZkJrl)keN et (XN, )pey vont diverger respectivement vers —oo et +00, mais comme uq () tend vers 0
quand n tend vers U'infini, tous les réels sont valeurs d’adhérence de (2,,),>0. En effet, soit A € R, e > 0 et N € N. Il faut
montrer qu’il existe n tel que n > N et |¥,, — A| < . Pour commencer, il existe n. > N tel que |uq(,)| < € pour n > n..
Nous pouvons ensuite fixer k tel que :

o Nop > ng;
° EN% >At+eet ZNZkJrl <A—c¢

car les suites (Xn,, )x>0 et (Xn,,., )k>0 tendent respectivement vers 400 et vers —oo. La suite (finie) (£,,) ny, <n<Nopy, €t
décroisante et I’écart entre deux termes consécutifs est strictement inférieur a € : un de ses termes est donc dans I'intervalle
JA—e, A +¢[ (on ne peut pas traverser une flaque de diametre 2¢ en faisant des pas de longueurs inférieures & € sans mettre
un pied dans la flaque). Ainsi, il existe n, strictement compris entre Noy et Nogi1, tel que |2, — A| < e. Ce n étant plus
grand que N, nous avons montré que \ était valeur d’adhérence de (X, ),en-
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39)| L’idée consiste a remarquer que si on prend un paquet de N termes consécutifs, les o(k) qui interviennent dans la

somme de ces termes seront dans le pire des cas égaux a 0, 1, ..., N — 1. On écrit donc, pour M € Net N € N* :
M%‘l o(n) 1 M%‘la(n) N 1 Nz‘:ln  (N-1)N
= (1+n)? = (M+N-1)2 T(M+N-1?2 &= 2AM+N-1)

En choisissant M = N, on obtient :
2N-1

o(n) (N —-1)N
2 (+n)? = 22N —1)2°

n=N

Comme cette quantité tend vers 1/8 # 0 quand N tend vers l'infini, la série diverge. En effet, dans le cas contraire, on
aurait :

2N-1 000
D W~ 5ot =St 0

a) Comme ) -, uy, converge, on a :

2n
0 < nug, < Z u, —— 0
n—-+oo
k=n-+1
De méme :
2n+1
0 < nugpy1 < Z up — 0
n—-+oo
k=n+2

ce qui traduit que nu,, tend vers 0 quand n tend vers I'infini.
1
(n+2)In(n+2)
convergente (série de Bertrand : le terme général est

est bien décroissante et

b) Elles ne sont pas de méme nature en général : la suite définie par u, =

positive, avec E u, divergente et E nu% = g
n>0 n>0 n>0

(n+2)21In%(n + 2)

équivalent a dont la convergence s’obtient par comparaison & une intégrale).

nin?n

41)| Remarquons que pour v € S, on a :
n
Vn €N, Ogunzuk < up
k=0

donc u,, ZZ:O uy, est le terme général d’une série convergente (comparaison des séries & termes positifs). On a ensuite, en
échangeant I'ordre de sommation (c’est possible le théoréme de Fubini discret s’applique) :

4o n +oo 400
@(u)zg E Uy U, E E Up U
n=0 k=0 k=0n=k

+oo k—1

Zuk <1—Zun>

k=0 n=0

+oo k
Zuk (1+uk—2un>
k=0 n=0

+oo
1+ uf — ®(u)
k=0
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Cela donne :

1 1%
k=0

On en déduit que % est un minorant de ® ; pour montrer que c’est le plus grand, il suffit de construire des éléments u de
S tels que Z;ﬁ% u? soit arbitrairement proche de 0. Pour m € N*, on pose :

L o sio<n<m-—1
VvneN, u,=4¢™
0 sin>m
On a: L )
M(y) = = + —
(W=5+5,

ce qui montre que % est bien la borne inférieure de .

42)[a) Comme v, tend vers 0 (c’est le terme général d’une série convergente), on peut utiliser un DL de In au voisinage

2
an:k—i—lnwzk—i—ln(l—k—i—vn) :k—k—l—vn—&—O((—k—i-vn) ) = v, + O(wy,)
n u n n non n

2
& ) » . A
avecwy, = | —— + v, | = — —2— v, + v,. S, est un terme général de série convergente (série de Riemann) et ¢, = o(vy,)
n n n
~NN—
=Sn =tn
est un terme général de série absolument convergente : le théoreme de comparaison des séries a termes positifs permet
donc d’affirmer que a,, est le terme général d’une série absolument convergente.

b) Nous devons démontrer que x,, = n*u, a une limite non nulle A\ quand n tend vers I'infini, ce qui revient & dire
yn = In(z,) a une limite quand n tend vers 'infini. Par comparaison avec une série, cela revient a dire que la série de
erme général b, = y,+1 — Yy, converge. Nous avons, en faisant un u logarithme :

t 1b T N , en f t DL du 1 th

1 1
bp =kln(n+1)+Inuy41 —klnn—Inwu, =kln <1+ n) +lnM =0 (n2> +an

Un

donc b,, est un terme général de série absolument convergente (somme de deux termes généraux de séries absolument
convergentes).

43)|a) On transforme la suite (c,) en série, en étudiant la série de terme général u,, = ¢;, — ¢p—1 :

Inn  (Inn)?2  (In(n—1))?

Unp, = T — 5 + 5
_ lnTn n (Inn + In(n — 1))2(1n(n —1)—1Inn)
~ Inn (2In(n)+In(1 —1/n)) In(1 —1/n)
~Inn | (2lnn+0O(1/n))(=1/n+O(1/n?))

_ o L o o (I
n 2 n n2
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1
Comme 3/2 > 1, 37 est un terme général de série convergente : par comparaison des séries a termes positifs, on en
n

déduit que Z uy, est absolument convergente : la suite (¢, ),>1 est convergente.
n>2

b) On sépare les termes pairs des termes impairs :

doncr=1n2, s =1et ¢t =—1 conviennent.

c) En notant c la limite de la suite (¢,,) et 7y la constante d’Euler, nous avons :

il 2 n(2n))?
Z(—l)k% = In2(Inn+vy+o0(1))+ (ln2n) +c+o(1) - (O(22)) +c+ 0(1))
k=2

(Inn)? (In(2n))?

= In2(lnn+~v+o0(1)) +

5 +c+ou)—< 5

(Inn)? — (In2 +1nn)?

+c+dD>

= In2nn+vyIn2+ 5 +o(1)
In 2)2
= 'yln2—(n2) +o(1)
+oo 2
Ink In2
ce qui donne Z(—l)kn— =vIn2- (In2) en faisant tendre n vers 'infini.
k=2

44)|a) On a, pour n € N :

2n+1
Vt € R, !V = (cost +isint)*" ! = Z (271]3_ 1) i* cos? 1k ¢ sink ¢

d’oti, en prenant la partie imaginaire

sin2n+ Dt~ (2g+1 2n—a) s 20a-m) ; _ N~ (2041 2 \n—q
VteR\wZ,W *qgo <2n+1> (=1)7 cos*" D ¢ s5in*\ tfq;) o+ 1 (=1)7 (cotan®t) " " .

R (2041 avng :
Le polynéme P, = ZO <2n n 1> (=1)9X"™ 7 est donc une solution.
q:

Cette solution est unique, car si () est une autre solution, on a P,(z) = Q(x) pour tout 2 > 0 (cotan?(t) décrit R* quand
t décrit ]0,7/2]) et donc P, = @ (le polyndéme P, — @ est nul car il a une infinité de racine).

k
b) Pour k € {1,2,...,n}, posons rj = cotan® (an— 1). Ona:

in k
Vk e {1,2,...,n}, P,(rg) = ST =0

s 2n+1 km
s ( (2n+1)m )
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Comme cotan? est injective sur |0, 7/2], r1,..., 7, sont des racines distinctes de P, ; le degré de P, étant égal & n, ce sont
exactement les n racines de P,.

n
En écrivant P, = E aka, ona:
k=0

T1+...+rn:_ _ —

¢) On montre facilement les inégalités classiques :
Vt €]0,7/2], 0 <sint <t < tant

ce qui donne, en élevant au carré et en prenant ’inverse :

1 1
Yt €]0,7/2], cotan®t < — < )
10,m/2], cotan™t < 5 < S5
d) On appli iat i ke {1,2 }, et k
n applique ceci & t = —, pour ...,n}, et on somme sur k :
pp q (2n + 1)’ p ) K K )
T r
IS o < k
k=1 k=1 k=1
ce qui donne :
72 n2n-—1) "1 2 n(2n —1)
<) 3 S n+
(2n + 1)2 3 — kT (2n+1)? 3
+oo 7_‘_2
et on obtient ; 2= en faisant tendre n vers l'infini.

a) On obtient facilement P = (—2a+1) X5+ (5a—3b—4) X4+ (—4a+6b—4c+6) X>+(a—4b+6c—4) X2+ (b—4c+1) X +c,

donc il faut choisir a = 1/2, b = —1/2 et ¢ = 1/4 pour annuler les trois coefficients de plus haut degré. On a ici un coup
X 1
de chance : le terme de degré 2 s’élimine également et on obtient P(X) = 3 + 1

b) On en déduit :
2n -1 2n -1

dnt(n —1)% ~ 4(n —1)8°

Yn > 2, |0,] <

Comme % décroit avec n, on a % < 3, ce qui donne :

3
> 2, (6] < .
22 10l < Ty

¢) S, a pour limite ((3) et on peut écrire (comparaison intégrale-série, avec la fonction décroissante t — 1/t7) :

+oo
>

k=n-+1

+001

3+<><>1 3 1 1
> 12 — Sn| = ST 2SSy 7Y T8 o1
vn 212, 1((3) — Sil =7 ,;’“7 =1 /n_l 7 U=5 moe

1
Pour € > 0 fixé, on peut calculer ng > 2 tel que -

1
8 (n—1)8

< ¢ : la valeur S, est alors une valeur approchée de ((3) a ¢

pres.
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. - 1 1 1 173128758451
Exemple : si ¢ = 1075, on peut prendre ng = 9 et Z 3 + 27”(2) - ﬁ + m = 144027072000
k=1

de ¢(3) & 107° pres. En reprenant I'inégalité démontrée, on a I’encadrement :

11 1
12020565 < Shy = 5 o35 < C(3) < Sy +
-

est une valeur approchée

0—

a) Si ). ,~, ai convergeait, a, tendrait vers 0 a I'infini et S,, aurait une limite finie : la suite (a,S,) tendrait vers 0,
contrairement & I’hypotheése.

b) L’idée consiste & utiliser le théoréme de Césaro en travaillant sur S3 — S2_, :
S = Sno1 = (S0 = S0m1)(S7 + SnSnoy + S5 1) = ap (S + SnSno1 + 57 1),
Comme 0 < S,,_1 <5, on en déduit ’encadrement :
30252 | <8383 | <3d252.

Comme a, S, tend vers 1, ceci prouve que S3 — S3_, tend vers 3, ce qui donne S3 ~ ., 3n grace au théoreme de Césaro.
: 1 1
On a ensuite a,, ~ — ~ ——

Sn \3/ 3n '

1
47)|a) Comme b,, tend vers 0 & l'infini, on a Inb,, = (1 — ) Ina,, —— —oo0, puis a,, —— 0.
n n—-+400 n—-+oo

1 . . PPN
Pour n assez grand, Ina,, < 0 et (1 — ) Ina, > Ina,, dou b, > a, et g a, converge, par comparaison des séries a
n

N—_—— n>1
<1
termes positifs.

b) Pour n € X, 0 < b, < Aay,, qui est un terme général de série convergente : la somme Z b, est donc convergente avec

nex
D b <A) an <AA

neX neX
PourneY onaail/n>)\ donc a,, < A™". On en déduit ue(l—l)lna <(1—l)lni ce qui d :
) n ) n . q - n < p x> ce qui donne :
—(n—1)1n 1
VnGY, bnge (n=1)1 A:F.

1
Comme P est un terme général de série convergente, E b, est convergente avec

ney
“+o0
1 1 A
PR BEv= D P v’
ney ney AT n=1 A" A-1
Ceci prouve que Z b,, converge avec :
n>1
+00 A
B = bp < NA+ ——.
Z O
n=1
Une étude élémentaire de la fonction A — A A+ o1 sur l'intervalle |1, +o0o[ montre qu’elle atteint son minimum quand

VA+1

A=A

. Avec cette valeur de A, on obtient :

B < (VA+1)2
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48)| Premiére méthode : nous allons montrer que cette série diverge, en groupant les termes par paquets. Il y a en effets
“trop” de termes de signes constants consécutifs (Inn tend lentement vers l'infini). Nous allons construire a(k) et b(k) tels
que :

o 1 <a(k) <bk);

e aj —> +00;
k—+o00

e pour tout n € [a(k),b(k)], un > 0;

o P = Z u, ne tend pas vers 0 quand k tend vers 'infini.
a(k)<n<b(k)

Ceci prouvera la divergence de la série puisqu’en cas de convergence, Py = Sy(x) — Sq(r)—1 convergerait vers 0, en notant
(Sn) la suite des sommes partielles. La somme Py, va étre minorée en minorant chaque In(cos(n)); il est donc naturel de

2
poser a(k) = [e2F™=/4] et b(k) = |e*#7*t7/4], puisqu’on aura alors u, > 3, pourn compris entre a(k) et b(k), puis :
n

(k) b(k)+1
1 ﬂ 1 V2 b(k)+1
vk > 1, P > — - > — —dt = In ———.
K Z k 2 t T 2 M ak)
a(k)
Comme z —1 < |z] et [x] <z+1,0ona:
b(k)+1 et/
a(k) - 62k7r77r/4_|_ 1
d’ou : f Skmt/d
2 e T+
Vk Z 17 Pk Z 7 ln m
. V2 . cos(Inn)
et le minorant tend vers > 0 quand k tend vers +o0o : Py ne tend donc pas vers 0 et la série E ———= diverge.
n

n>1

Seconde méthode : il est possible de comparer cette série a une intégrale. L’application F' : ¢ —— sin(Ilnt)) est une
- cos(In(t))

. . D’apreés I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée & F, qui est de classe C? sur [1,+o0],

primitive de f: t
nous avons :

1 Int in(Int 1
Va1, [Fn4 1)~ Fn)— f(n)| <+ sup |- sUnt) tsin(in )’ <—.
2 p<aw<nti t n
On en déduit que la série de terme général F(n + 1) — F(n) — f(n) est convergente. En notant S sa somme, nous avons
donc :

anp k+1) — F(k) — f(k) = S+ o(1)
k=1

soit

3

f(k)=F(n+1)—FQ1)—-S+o0(1) =sin(In(n+1)) — S+ 0o(1)
k=1

et la série est divergente puisque sin(In(n + 1)) n’a pas de limite quand n tend vers +oo.

49)| L’idée consiste a utiliser le théoréme sur la sommation de termes équivalent, en cherchant un terme v, équivalent &
u, dont le reste se calcule. La suite u,, tend tres vite vers 0, dans le sens ou u,11 est négligeable devant u,, :
1 (1)
Upt1 = Up——=——= =100 O(U

On en déduit que u, est équivalent a u, — u,+1 : comme ces termes sont positifs et sont ils termes généraux de séries
convergentes, on a :

1
§ Uk ~+oco E Uk — uk+1 = Un+1 ~+oo .

k=n-+1 k=n-+1
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a n—a-—1
Comme | 2] | = a partir d'un certain rang ng > 1, il est naturel d’étudier la somme partielle de la série
Ap—1 n

|an|

|an—1y

Nous avouns :

1 1 1
szno,uk:ln<1—a2 ):_az +O<)

de terme général u,, = In

En sommant, nous obtenons :

Infan| =0 lan, 1|+ D ug =Infan, | —(a@+1) Y ++ >0 (k)

k:’l’bo kZ:’I’LQ k:no

=T,

n
1
En utilisant le développement usuel Z 7= Inn + v+ o(1) (v est la constante d’Euler) et en remarquant que T;, a une
k=1

limite T', nous avons :

’nofl
1
I |ap| =10 |apn, 1| + (@+1) Y =~ (@) (Inn+y+01)+T+o(1)=—(a+1)Inn+K+o(l)
k=1
’I’Lofl
avec K =1In|a,,—1| — (o + 1) (7 - Z k) En prenant ’exponentielle, nous obtenons :
k=1
K+o(1) A
lan| = ¢ avec A = &

na+1 ~+oo na+1 .

too (71)k+1
2k —1

donne, au voisinage de 0 :

pour tout n > 1, de sorte que u, = In (tan (% - Rn)) Un calcul élémentaire de DL

In (tan (g - x)) =In <1+tziz> =In(l —2+0(z*)) —In(1 + 2 + O(z?*)) = —22 + O(2®)

donc
Up = —2R,, + O(R3).

Nous allons maintenant étudier précisément le reste R, ; tout d’abord, nous savons que R,, est du signe de (—1)" et que

|R,| < #ﬂ (théoreme spécial des séries alternées, qui s’applique car 51— décroit vers 0). On en déduit qu'un O(R2) est

aussi un O (1/n%) : > n>1 Un est donc de méme nature que >, - Ry,

Comme (R,) est une suite de signe alternée, un équivalent de R,, ne suffira pas a priori pour conclure sur la nature
de la série >, ., R, et il faudra en faire une développement plus précis. Nous utiliserons plusieurs la propriété évidente
que pour tous polynémes P et @ tels que P(n)/Q(n) est équivalent & a/n au voisinage de l'infini (ot a # 0), on a le
développement plus précis :

LA % +O(1/n?).

Nous avons, quand n est impair avec n = 2m + 1 (on groupe les termes par paquets de deux, sauf le premier) :

P S *Z“ 1 1
T T Y 3 L k1 4k +3
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On peut ensuite utiliser une petite astuce en faisant apparaitre un terme téléscopique :

1 1 1
- = O(1/k3
Trl s sk TOWE)
. 1 1 ;. . . , ,
dongc, en utilisant que ——— = — — —— et le théoreme de sommation des relations de prépondérance :

k(k+1) k k+1

= 1 1 1
_ — 1/m?).
k§+l<4k+1 4k+3) smr ) oW/

Ainsi :
1 1 1 (=™

n = — 1 2 = — — 1 2 e
R 4m+3+8(m+1)+0( /m) 8m+0( /m’) 4n

+0(1/n?).

On montre de la méme fagcon que ce développement est également valide quand n est pair. On en déduit que R, est la
somme de deux termes généraux de séries convergentes (le premier par le théoréme spécial des séries alternées, le second
par convergence absolue). La série étudiée est donc convergente.

Exercices Mines-Centrale - familles sommables

1
52)| Pour n > 1 fixé, la famille est sommable (le terme général est équivalent a 1/(nm?) quand
m2n+n?m+2mn ), <,
m tend vers U'infini) avec :
Q. = e = _—— = _
" —mPntnPm+2mn n A= m(m+tn+2) nn+2) S \m m+n+?2 n(n+2) = m

Inn
Ce terme est équivalent a —-, qui est un O(n=3/2) : on en déduit que la famille (a,),>1 est sommable, ce qui prouve
" >

que la famille étudiée est sommable et que sa somme S est égale a la somme des «,,. Nous avons ensuite :

n+2

szmz z mXnt Y ey

1<m<n
n>3
—+oo
Posons T,,, = g ﬁ ; par télescopage, nous avons
n(n —

“+oo “+o0
1 1 1 1 1 1 1
M= am Zn(n—2) 27;171—2 n 2(m—2+m—1)

n=m

On peut alors échanger 'ordre de sommation dans I’expression de S, ce qui donne :

1 1
S:Zm: B, o+ 5T +Z Tom <1+ +>T3+Z.

1<m<n m=4
n>3 quand m=1

Nous avons enfin :

T, 1| 1 R 1
- = +
=om 2 Tnz::él m(m — 2) 7;1 m(m — 1)
=Ty _1
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3 5
Comme T3 = — et Ty = oL nous obtenons enfin :

4
1 1\3 1/5 1 7
S <+2+3>4+2<12+3> 1

2n—1 too
Fixons x €] — 1,1[; pour n > 1, ﬁ = Z 2™~ Posons donc :
-
m=1

Vn>1,Ym>1, apm, = 2m(2n—1)

Si nous montrons que la famille (an’m)n,my est sommable, nous pourrons écrire :
+oo 2n—1 +oo [ +o0 +o0o /+o0 +oo +o0 +oo m
€T _ _ _ m 2km _ €z
1 — Anm | = Apom | = x x = _—
1 — g2n—1 1 — p2m
n=1 n=1 \m=1 m=1 \n=1 m=1 k=0 m=1
Pour cela, il suffit de remarquer que :
|x|2n—1
1—|z2n—1°

e pour tout 7 > 1, 37~ [ m| converge (car [z[*"~! < 1) et a pour somme 3, =

® Bn~ioo |21 qui est un terme général de série convergente (car |z|? < 1).

Si la famille est sommable, la sous-famille (ﬁ) est sommable, donc

m>0
1

) am41

a%ﬂ est un terme général de série

convergente : ceci impose a > 1 (si0 <a <1 ne tend pas vers 0). Par symétrie, il faut également avoir b > 1.
1
Supposons réciproquement que a > 1 et b > 1. Pour tout n > 0, la série (& termes positifs) E prosrye est convergente
a
m>0

(le terme général est équivalent a (é)m qui est un terme géométrique de raison < 1) ; la fonction ¢ — ——- est continue
a

+b

et décroissante sur [0, +o00[, donc on peut écrire :

L ! +/+ooldt
am™+bm T 1+ bm 0 at + bm
[ —

m=0

=an

Le changement de variable u = a* donne :

1 too 1 1 v 17 (14
btlna Jy U u+b" b"Ina u+b"], b"Ina

—+oo
1
Comme In(145") = nlnb+In (1 + b%) ~4oonInbd, on en déduit que mZ:O P

n
=0 (b—n) : ¢’est donc un terme général
de série convergente et la famille étudiée est sommable.

Notons (pn)n>1 la suite strictement croissante des nombres premiers et ¥ I’ensemble des suites o = (0;);>1 d’entiers
naturels qui sont nulles a partir d’'un certain rang. Posons ensuite :

—S
Yo e, x, = (H pfl>
ieN*

(le produit est en fait un produit fini, puisqu’il n’y a qu'un nombre fini d’exposants o; non nuls). Chaque entier n > 1
possédant une unique factorisation en produit de facteurs premiers, I'application o — x, est une bijection de X sur
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1
—, n € N* 5. Comme la série de terme général — est convergente, la famille (Z5)oex est sommable et sa somme est
n
égale a ((s).

En notant ¥,, = {(04)i>1 € X, 0., = 0 pour tout m > n}, nous avons :

2 To oy C0)
oEYX,

en appliquant le théoréme de Fubini, nous pouvons écrire :

1 1 1
Z Lo Z sSO01 802 *°° __SOp

oEX, 01,...,0nEN Py P2 Dn
+00 400 4o
(S ) (Se) (S o)
o1=0 o2=0 on=0
-
puir il

1

Ceci prouve que le produit infini I I == couverge et a pour valeur ((s).
—-p

peEP

Exercices X-ENS
En posant a = ug et b = uy, on peut écrire :

VYneN, u, =(1—ay)a+ ayb
ot (ap)nen est I'élément de [0, 1] défini par :

n+1 1

=0, =1letVneN, = — —— Qip.
Qo Qaj et vn Qpt2 n+2an+l+n+2an

Pour tout n € N, ay42 € [an41, @] puisqu’on reconnait un barycentre & masses positives. Comme apg =0 < 1 = a3, on a
ag < ag < aq, puis ap < as < az < aj. Une récurrence immédiate prouve :

VneN, ap <as < <agy <agppr <o <az <ag.

La suite (on)nen (resp. (Qont1)nen) est croissante et majorée (resp. décroisante et minorée) : ces deux suites sont done
convergentes, de limite £ et ¢'. On a ensuite :

2n+1

Vn €N, agpig = T2
" Q2 =5 7

Qont1 + YD) Q2n

donc £ = ¢ en faisant tendre n vers Uinfini. Ceci prouve que les suites (ag,) et (ag,+1) sont adjacentes et que (o)
converge vers £. On en déduit que wu,, converge vers (1 — £)ug + fu; quand n tend vers Pinfini.

On obtient I’encadrement : 0,6321205 < a9 < £ < aq; < 0,6321206.
Soit A un valeur d’adhérence de (u,), limite de la sous-suite (uy (). On a :

Up(n) T 5 U2p(n) -1

donc ugy(n) —= 2(1 — ). Ainsi, 2(1 — \) est aussi valeur d’adhérence de la suite (u,). En posant A\g = X et A1 =
n—r—+00

2(1 — \,) pour tout n > 0, on définit une suite arithmético-géométrique de valeurs d’adhérence de (u,,). Comme (u,) est
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2
bornée, cette suite ()\,) Pest également, ce qui impose que l'on ait A = 3 La suite (u,) est donc convergente (suite réelle

bornée possédant une unique valeur d’adhérence). On peut rappeler la preuve du résultat : si (uy,)nen est une suite d’un
compact K possédant une unique valeur d’adhérence A, alors u,, tend vers A. Par 'absurde : sinon, il existerait g > 0 et
¢ : N — N strictement croissante telle que [|u,(,,) — A[| > €0 pour tout n € N. La suite (u,(,)) étant une suite du compact
K, elle aurait une valeur d’adhérence p, ce qui serait absurde car p serait une valeur d’adhérence de (u,,) distincte de A,
puisque [|A — p|| > &o.

a) Posons A4,, = e~ et B, = et de sorte que o, = A, + B,, et 8, = A, B, tendent respectivement vers 2 et 1.
Comme A,, et B, sont les deux racines du polynémes X2 — a,, X + B, il existe une suite (en)n>0 € {—1, l}N telle que :

VneN, A, = % (an+20y/Z —15,) et 4, = % (an —2uv/aZ —15,).

On en déduit que A,, et B, tendent vers 1, puis que a,, = In A,, et b,, = In B,, tendent vers 0.
b) Posons cette fois A, = e, B, = e, C,, = e, ap, = A, + By, + Cy, Bn = AnBy + BoCy + Cr A, et v, = A, B, Ch.

A,, B, et C,, sont les racines du polynéme P, = X3 —a, X2+ 8, X —7n €t nous savons que «,, et vy, tendent respectivement
vers 3 et 1. On pourrait penser qu’il est possible de trouver un cas particulier ou 3, ne converge pas, mais nous allons
voir que ce n'est pas le cas. L’argument essentiel est que P, est scindé sur RT, ce qui va permettre de démontrer que 3
est la seule valeur d’adhérence de (5,,)n>0-

Remarquons tout d’abord que 0 < A4,, < ay,, donc (A, )n>0 est bornée, de méme que B,, et Cy,. On en déduit que (8, )n>0
est également bornée : nous allons montrer qu’elle converge 3 en montrant que 3 est sa seule valeur d’adhérence (une

suite réelle bornée qui n’a qu'un valeur d’adhérence converge). Soit donc une extractive ¢ telle que B, () —+> 5. Le
n—-+0oo

polynéme P,,) tend donc “terme a terme” vers le polynome P = X 3 —3X?% + BX — 1. Nous allons montrer que ce
polynéme n’a pas de racine dans C\ R : fixons pour cela z € C\ R. Comme A, ), Byn) et Cy(y) sont réels, nous avons :

Py (2)] = (2 = Apn)) (2 = Bon)) (2 = Cypiny)| = [m(2)/*

mais P,,)(z) tend vers P(z) quand n tend vers l'infini : on en déduit que |P(z)| > [Im(z)]* > 0 : z n’est donc pas racine
de P et P est scindé sur R.

Avec le méme argument, P n’a pas de racines dans | — oo, 0[ : si z < 0, |P(x)| > |z|? car Ap(n), Bon) €t Cy(n) sont positifs.

Le polynéme P’ a pour discriminant 12(3 — /3) et il est scindé sur R (car P ’est) : ceci impose § < 3 et les racines de P’
sont qy =1—+/1—3/3 et rg =1+ +/1— 8/3. Comme P a trois racines réelles, on a r; > 0 et P(r1) > 0 (faire un dessin
20/9—33 28/9-38
3+ -
3 9
=9(8)

du graphe de P), ce qui donne 8 > 0 et —

+ 3> 0. En posant u = /1 — 3/3, on obtient :

0<g(B) =2u*(u—3/2) avec 0 < u < 1.

Ceci impose v = 0, soit § = 3, et cela achéve de démontrer que 3,, tend vers 3 quand n tend vers I'infini.

Pour finir, nous pouvons démontrer que A,, tend vers 1 : cette suite est bornée, donc il suffit de montrer que 1 est sa seule
valeur d’adhérence ; soit donc une extractrice ¢ telle que A, (,) converge vers un réel A. On a :

0= Pw(n)(An) e — P(A) = (A — 1)3

n—-+o0o

donc A = 1. On en déduit que a,, tend vers 0, ainsi que b, et ¢, par symétrie.

k
59)| a) Considérons la famille de réels positifs _ Uk . Pour k£ > 1 fixé, la famille ( k“kl ) est sommable
n(n+1) konen: n(nt1) />
1<k<n

(série télescopique), avec :

+oo +oo

k uy, 1 1
— =k — - = ug.
Zn(n+1) ukZ(n n+1> b
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Comme (ug)r>1 est sommable, on en déduit que la famille Nk est sommable et que :
= ’I'L(’fl + 1) k,neN*

1<k<n

ku
> Wt Z“’“_

1<k<n

On peut ensuite inverser I'ordre de sommation : pour tout n > 1, la famille ( ) est sommable et sa somme,
1<k<n

nn+1)

1.e. ﬁ est le terme général d’une série convergente, avec :
n(n

=X w ku
P el Dl e Z u
= e
n=1 n(n + 1) 1<k<n (
b) L’idée consiste a utiliser I'inégalité entre la moyenne géométrique et la moyenne arithmétique :

Vei,...,xn, €ER, Vri... 2, <

Pour faire apparaitre les wy, il est naturel de choisir x; = ku. Cela donne :

n

vn>1, Y/ (1u)2uz) .. (nun) < Zkuk

ce qui peut s’écrire :
Wn,

Vn>1, v, < —

nvn!
n+1

Si nous pouvons prouver que vn! > , nous aurons majoré v, par e : la série de terme général v, sera

Wn,
n(n+1)
convergente de somme majorée par eS.

1 n
i.e. que - Z Ink > In(n + 1) — 1. Pour cela, la fonction In étant croissante et
=1
continue sur [1,n], nous avons (comparaison Série—intkégrale) :

n n+1
Il reste donc & vérifier que vVn! > * ,

Vn > 1, ZlnkzZlnkZ/ Intdt=nlnn —n -+ 1.
- 1

On en déduit :

1 ¢ 1 1
—E lnn+1)+1>lnn+——ln(n+) —ln(l—l—)ZO.
n n
k=1

3

Remarque : la constante e qui apparait dans I'inégalité démontrée est optimale ; en effet, soit M une constante vérifiant :
—+o0 —+oo
Z Yup.oouy <M Zun
n=1 n=1

pour toute série convergente a termes positifs ) - u,. Pour s’approcher du cas d’égalité, nous pouvons penser a choisir
qui R it vexité -
des u,, qui donnent le cas d’égalité dans I'inégalité de convexité

Vn>1, V/(1u)(2us)...(nuy,) < Zkzuk

par exemple nu,, = 1; ce choix étant interdit (la série doit converger), on peut penser a tronquer cette « suite idéale » :
pour N > 1, on choisit la suite (uy,)n,>1 définie par u,, = % sil<n<N etu, =0 sinon. Nous avons alors :

sil<n<N
Wy, = n!
0 sinon
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ce qui donne :

|
> <M (1)

Vnl ~

-
S|

Comme n! ~ v2mne "n", on a V/n! ~ \/V2rne—mn" (si a,, —— 1, a, = et/nlnan 1).
400 “+o00o n—+oo n—-4oo

. .on n n . n 1 L. 1
Ainsi, Vn! ~ {/V2rne="n" ~ = puisque X/27n = ez 2™ 4 1 On en déduit que ——
+o0 +oco e n—-+oo vn!

de série divergente et par sommation de la relation d’équivalence (les séries sont & termes positifs) :

est un terme général

=

N
> ;
~ R
n | 400 n
n=1 n: n=1

N
1
En divisant (1) par g — et en faisant tendre N vers l'infini, nous obtenons e < M : e est bien la plus petite constante
n

n=1
vérifiant I'inégalité.
a) sia=b, on a u,y1 = auy,, dont la solution générale; sinon, (u,,) vérifie :
Vn €N, Upy2 — (@ + b)upyr + abu, =0 (1)

puisque a et b sont les racines de 1’équation caractéristique X2 — (a +b)X + ab = 0 (cette relation est encore valable dans
le cas o1 a = b).

b) On suppose que |a| = |b] = 1 et que la suite (u,) converge vers un complexe £, on obtient, en faisant tendre n vers
I'infini dans (1) :
L—(a+b)l+abl=0

On en déduit que £ =0 ou 1 — (a+b) + ab = 0; cette seconde condition s’écrit aussi (1 —a)(1 —b) = 0. Nous avons ainsi
trois cas :

e ¢ =1 : on en déduit que b" converge, ce qui impose b =1;

e b =1:on asymétriquement a = 1;

n

b\" b
ea#l etb#A1:u,=a" (1 + () ) tend vers 0; comme |a| = 1, ceci signifie que 1+ <> tend vers 0, et donc :
a a

b n
() Y
a n—-+oo

, ceci donne cos(nf) —— —1 et sin(nfd) —— 0. En faisant tendre n vers Uinfini dans I’égalité :
n—+00 n—-+o00

En écrivant g = ¢

sin(n + 1)0 = sinnf cos + cosnbsin 4,

on obtient 0 = —sin#, d’ou § = 0 ou m modulo 27, ce qui est absurde (dans les deux cas, cosnf ne tend pas vers
—1).

Le seul cas possible est donc a =b = 1.

Réciproquement, la suite converge quand a =b = 1.

a) Comme ) -, u, est a terme strictement positif et divergente, (.S,,) est strictement croissante et diverge vers +oc.
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Up,
e Soit « < 1;o0na 3 = =0 SO‘> donc il suffit de montrer que 1'on a divergence pour o = 1 et on aura divergence
n n
pour tout a < 1 grace au théoreme de comparaison des séries & termes positifs.

U
L’idée est d’étudier un paquet de terme de la série de terme général S—n :pour p,qg € N* telsque 1 <p<gqg,ona:
n

qn q S,— S
2525 Z =5,

q

u
Quand ¢ tend vers +o00, ce quotient tend vers 1. On en déduit que si la série de terme général S—" convergeait, on
n

aurait :
+oo u
Vp > 1, 2 >1
p>1, ) g 2
n=p
00 ”
ce qui serait absurde, puisque le reste Z S—n devrait tendre vers 0 quand p tend vers l'infini. On en déduit que
n
n=p
Un .
Z 3 est divergente.
n>1 n
e Soit a > 1. Nous avons s )
Un n — On—1
0 —=——-""—X Sp—dt = ay,.
- Sg Sa - /Sn Lt "
Comme «a > 1, «a;, est le terme général d’une série convergente, avec ZIS an = St o & L dt, et la série étudiée est

convergente, par application du théoreme de comparaison des séries a termes positifs.
b) Les preuves sont presque identiques, en remarquant que R,, décroit vers 0 :

e Soit > 1;o0na Z— =0 <R0‘> donc il suffit de montrer la divergence pour o« = 1. Pour p,q € N* tels que
n n

p<gqona:

RIS SP. £
= B =

Ry
Si la série convergeait, on pourrait faire tendre ¢ vers l'infini et obtenir :

+oo

Un

Vp > 1, >
Pzl Y p-z
n=p
+o0 u
ce qui serait absurde, puisque Z — tend vers 0 quand p tend vers I'infini.
n
n=p

U U
e Soit a < 1. Sia <0, R—Z = 0o(uy,) donc la série de terme général R—Z converge. Si a > 0, on peut écrire :

n n
u, R,—R R g
R A T
n n Rn+1 t
00 Ry
Comme «a < 1, 3, est le terme général d’une série convergente, avec Z Bn = / o dt, et la série étudiée
n=1 0

converge, toujours par comparaison des séries a termes positifs.

62)| La formule proposée se démontre par intégrations par parties :
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N | =

b
[o-oe-arwa -

DN | =

S N

= 2t um)+ /f

i t
S et a, = f(n) pour tout n € N*. En appliquant la formule précédente avec a = ket b =k + 1

Notons f: ¢

(pour k € N*), nous obtenons :

k+1 1 k+1
Vk > 1, /k ft)dt = 5 (@41 +ax) — §/k (k+1—t)(t—k)f"(t)dt.
=a
En sommant ces égalités, nous obtenons :
" —1 1 &
Vn > 1, /1 f)de = 2 3 (ag+1 +ag) — 3 ;ak

ce qui donne :
" a1 +a "
vneN, A, = =1 / t)dt

Nous avons :

e a, tend vers 0 quand n tend vers I'infini;
k+1 k+1
o Vk e N*, |ay| < / (k+1—-t)(t—k)|f")|dt < / |7 ()] dt et
k k

5 cos(v/t) B sin(v/t)  2sin(vt)

At At B

f(t) = - O(1/t%).

On en déduit que f” est intégrable au voisinage de +oo et que «aj est le terme général d’une série absolument
convergente ;

e le changement de variable © = v/t donne :

/f dt_2/ S G,
u

—+oo
et cette expression a une limite quand n tend vers 'infini, puisque / —— du est une intégrale convergente bien
0 u

connue.

est convergente.

sin(y/n
On en déduit donc que A,, converge quand n tend vers U'infini : la série de terme général (vn)
n
sin v/t
Vit

En posant g : ¢t — et b, = g(n) pour tout n € N*| nous obtenons de la méme fagon :

¥n €N, B, Zb b”Lb /n )dt+ Zﬁk
1
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en posant
k+1
Vk>1, Bk = / (k+1—t)(t—k)g"(t)dt.
k

Une nouvelle fois, b,, tend vers 0 et 5 est le terme général d’une série convergente :

3cos(Vt)  sin(vt) N SSin(;ﬁ) o O(1/8/?),

1!
t =
g 4¢2 4t3 4¢3

n v
Par contre, / g(t)dt =2 / sinudu = 2(cos 1 — cos v/n) n’a pas de limite quand n tend vers I'infini. On en déduit que
1 1
n(y/n)

si
B,, n’a pas de limite : la série de terme général n est divergente.
n

n
63)| a) Supposons que (i) est vérifié. Pour jo € N, la suite s = (d,, j,)nen tend vers 0, donc ¢, = an,j5n,j0 = Pnjo
j=1

converge vers 0 et (ii) est vérifié.

b) Supposons réciproquement que (ii) est vérifié et soit (s, ) une suite réelle convergeant vers £ € R. Si £ = 0, fixons ¢ > 0;
il existe j. € N tel que |s;| < e pour tout j > j.. On a alors :

Je—1 n
V> e, [tal <D Pugsi|+e Y Pa-
Jj=1 J=Je
N————
=R, <1

D’apreés (ii), R, tend vers 0 quand n tend vers Uinfini, donc il existe n. > j. tel que R, <& pour n > n.. On en déduit :
Y > ne, |tn| < 2e

donc t,, converge vers 0 = /.

Si ¢ est non nul, on pose s’ = (s, — £)nen et on est dans le cas précédent : la suite ¢’ associée a s’ converge vers 0, ce qui
donne directement que ¢, converge vers £.

—+o0 —+o0
_ _ q q
64) P E < n< "=——d E — | =1
our € € ,onaO_E Enq _E q 1 onc f( )C[O, }

n=0 n=0 q— 1

Soit € I. Nous allons définir par récurrence une suite (g,,)n>0 € E telle que f(¢) = x. Nous utilisons pour cela une
propriété élémentaire :
Vy eI, Ja € {0,1}, qly — ) € 1.

1 1
En effet, siy € [0,J,onposeaOetonabienogq(ya)qygql. Sinon, on a 7 <y < q1 et on
q— q— - -
pose o =1; on a alors :
(2 —q) 1 q q
<1 q(q_l Sqay-a)=qly-Y<q|{—3 1

Dans tous les cas, on a g(y — «a) € I.
On peut ensuite définir les €, par récurrence :
o Il existe gy € {0,1} tel que g(a —&g) € 1.

e Soit n € N et supposons que l'on ait défini (gx)o<r<n € {0,1}""! tels que

n
gt (x — Zskq_k> el
k=0

50



n
1l existe alors e,41 € {0, 1} tel que ¢ (q”“ <x — Zsqu> - €n+1> € I, c’est-a-dire tel que :
k=0

n+1
gttt (x — Z Ekq_k> el
k=0

n+1
1
La suite € € F étant ainsi définie, on a 0 < x — Z erg "
k=0

< 0, donc f(e) = x : f est surjective de E
q*(g—1) notoo (2)

sur 1.

1
f n’est pas injective car dans la preuve précédente, les intervalles [ = {0, J et Iy = [1, qJ ne sont pas disjoints

et si y € I1 N Iz, on peut choisir indifféremment o = 0 ou a = 1 pour avoir ¢(y — «) € I. Pour donner un exemple précis,
on peut remarquer que g € I, donc il existe € € E telle que ¢ = f(¢), ce qui donne 1 = f(¢’), en posant &’ = (0,&9,¢1,- .. ).
D’autre part, 1 = f(1,0,0,...), donc f n’est pas injective.

" . 1 sid divise k,
65) OnaS":Z Z]ld““ ou Lajx = 0 sinon
d=1 '

k=1

On peut ensuite échanger les deux sommes :

car les multiples de d compris entre 1 et n sont les entiers d, 2d, ... ,[%] d.

n n n
En utilisant ’encadrement i 1< {EJ < 7 on obtient ensuite :

n

nH, —n= E—1 SSngnﬁ:an
> (G-1) <525

et donc S, =n Inn + O(n), puisque H, =Inn+v+o(1) =Inn+ O(1).

Le sens direct est évident. Supposons réciproquement que u,4; — u, tende vers 0. Si o et 8 sont deux valeurs
d’adhérence distinctes et si a < v < g, fixons g9 > 0 tel que

ateg<y—eo<y+eo<pP—ep.

Soit £ €]0, g9[; il existe ng € N tel que |up4+1 —un| < € pour tout n > ng. Pour N € N, il existe alors p, ¢ > max(ng, N) tels
que |u, —a| < € et |ug— B| < . En supposant que p < ¢ (mais la preuve serait pratiquement identique avec p > ¢), la suite
(Up, Up+1, - - ., Uq) part de la valeur u, < v —¢ et arrive a la valeur u, > v+ ¢ en faisant des sauts up41 —up, ..., Ug — Ug—1
strictement plus petits que €. On en déduit qu'il existe ¢ € Jp+1, g —1[ tel que u; €]y —¢,v+¢[. Nous avons ainsi démontré
que pour £ > 0 assez petit et pour tout N € N, il existe ¢ > N tel que |u; — | < € : cela traduit que «y est une valeur
d’adhérence de (un)n>0-

Remarquons ensuite que si « est une valeur d’adhérence de (u,, ), o est un point fixe de f : il existe en effet une extractrice ¢
telle que uy () converge vers a. On en déduit que f(ug(n)) = Upn)+1 = Up(n)+1 — Yp(n) Flp(n) m «, avec également

—0

f(gp(ny) P f(a) car f est continue en « : on a bien a = f(a).

Si la suite (un)n>0 ne convergeait pas, elle aurait au moins deux valeurs d’adhérence distinctes o < [ (une suite réelle
bornée converge si et seulement si elle posséde une unique valeur d’adhérence). Fixons 7 € |a, 8] ; comme 7y est une valeur
d’adhérence de (uy,) et que Jo, B[ est un voisinage de =, il existe ng tel que uy, € Ja, B[. Ainsi, uy, est un point fixe de f (c’est
une valeur d’adhérence de la suite et toute valeur d’adhérence est un point fixe de f). On a donc uyy 1 = f(tng) = Un,
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et par récurrence immédiate u, = u,, pour tout n > ng. Ainsi, la suite (uy),>0 €st stationnaire, ce qui est absurde car
elle est divergente.

1 PN R ri+--+r
Le reste r,, = Z — tend vers 0, donc le théoréme de Cesaro donne o,, = ! ~ 0.
—— n n—+oo
;EA
Nous avons, en notant 1y la fonction indicatrice d’un partie X :
n  +oo 1 +00 +00
A(J
Y > FD 9D BRTSI(
=1 j=1 =1 j=1

Comme tous les termes sont positifs, nous pouvons échanger les deux sommes et écrire :

1 & J 1
- E > =
n _( — T >_n

3~ L4 ilﬂln(i): AN [1,n]|

= ) E— "

=1
—_——
=7

n

ce qui donne le résultat demandé.

Remarque : la réciproque de ce résultat est fausse; un contre-exemple est donné par ’ensemble P des nombres pre-
miers. Le théoreme des nombres premiers, prouvé indépendamment par Hadamard et La Vallée Poussin, affirme que
[P A1, nf|

1 1
" oo T P est donc de densité nulle, bien que Z - =400 .

pEP

. En prenant le logarithme, nous obtenons :

Nous avons n = 7(p,) = n pour tout n > 1, donc n ~ lpn

N Pn

Inp, —In(lnp,) =In(n +o(n)) =Inn +In(1l + o(1)) = lnn + o(1)
— ———

~Inp, ~Inn

Pn
In p,

ce qui donne Inp,, ~ Inn. On obtient donc p,, = Inp, ~nlnn.

1 1 1
Ainsi, — ~ et Z — diverge.
pn  nlnn =
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