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? ? ?
Problème 2 : Bilan thermique dans une lampe à incandescence

? ? ?

On s’intéresse dans ce problème à la température dans le filament de tungstène d’une lampe à
incandescence. Il est modélisé par un cylindre de rayon r= 0,03 mm et de longueur L= 4 cm.
On supposera que la résistivité ρ du tungstène ne dépend pas de la température. Le filament
est parcouru par un courant d’intensité I. Sa température normale de fonctionnement est T0 =
2600 K.
On admettra que les transferts thermiques par rayonnement sont donnés par la loi de Stefan,
relative ici à un corps gris : la puissance surfacique émise par le filament à une température T
est :

ϕ = σ1T
4

où σ1=10−8 W.m−2.K−4.
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ua(t) =
a0
2

+
∞∑

n=1

an cos(nωt) +
∞∑

n=1

bn sin(nωt)

Que vaut a0 ?
Justifier que les bn sont tous nuls.
On admet que les coefficients de Fourier an sont donnés par

an =
2U

nπ
sin(nαπ)

Représenter le spectre de ce signal rectangulaire dans le cas α = 1/3.
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Physique I, année 2021 — filière MP

et l’hypothèse atomique
Les études théoriques sur le mouvement brownien, proposées par Albert Einstein en 1905 et
complétées par celles de Paul Langevin en 1908, ont été spectaculairement confirmées par une
série d’une dizaine d’expériences réalisées entre 1907 et 1909 par Jean Perrin dont nous fêtons le
150e anniversaire de naissance. Ces études sont les piliers de l’acceptation de l’existence des atomes
par la communauté scientifique. Elles ont clos la ⌧ controverse atomiste � ouverte par les Grecs 6
siècles avant notre ère !
Après avoir pris connaissance des résultats de Perrin, en 1908, l’un des derniers farouches anti-
atomistes, Wilhelm Ostwald, déclare ⌧ Je suis désormais convaincu que nous sommes entrés en
possession de preuves expérimentales du caractère discret ou granulaire de la nature, que l’hypothèse
atomique avait cherchées en vain depuis des millénaires �.

Les expériences de Perrin et le modèle de Langevin reposent entièrement sur les modèles micro-
scopiques de Ludwig Boltzmann, fondateur dans la seconde moitié du xixe siècle de la physique
statistique. Les travaux expérimentaux de Perrin lui permirent notamment de mesurer la constante
de Boltzmann kB. En 1906, donc peu de temps avant la publication de ces travaux, Boltzmann se
suicida, las des critiques et des attaques des disciples d’Ostwald...
En 1926, Perrin obtint le prix Nobel pour ses expériences !

Dans ce sujet, nous proposons de revenir sur
quelques points de ce moment fameux de l’his-
toire de la physique en étudiant quelques as-
pects de la théorie de Langevin et de cer-
taines des expériences réalisées par Perrin.
Sur la photo ci-contre, prise lors du Congrès
Solvay de 1911, on retrouve les trois acteurs
de cette histoire, entourés de prestigieux collè-
gues. Pour réaliser ses expériences, Jean Per-
rin utilise des grains de gomme-gutte. Ecou-

tons le décrire son procédé d’obtention de ses grains : ⌧ La gomme-gutte, qu’on utilise pour l’aquarelle,
provient de la dessiccation du latex. Un morceau de cette substance, frotté avec la main sous un mince
filet d’eau distillée se dissout peu à peu en donnant une belle émulsion opaque d’un jaune vif, où le mi-
croscope révèle un fourmillement de grains jaunes de diverses tailles parfaitement sphériques. On peut
calibrer ces grains jaunes et les séparer du liquide où ils baignent par une centrifugation énergique. �

Dans tout ce problème, ces grains seront donc supposés identiques, de forme sphérique, de rayon
Rb = 0,2 µm, de volume Vb = 3,4 ⇥ 10�20 m3 et de masse volumique µb = 1,2 ⇥ 103 kg · m�3. On note
mb = 4,1 ⇥ 10�17 kg la masse d’un grain. Dans ses expériences, Jean Perrin fabrique une émulsion
en introduisant ces grains dans de l’eau légèrement sucrée. Ce liquide possède une masse volumique
assimilable à celle de l’eau pure µe = 1,0⇥ 103 kg · m�3. Le peu de sucre dissous dans l’eau lui confère
tout de même un caractère visqueux. De ce fait, l’eau exerce sur les grains en mouvement lent deux
forces :

— la résultante des forces de pression, peu modifiée par rapport à une situation d’équilibre, est
donnée par la loi d’Archimède : cette force ~⇧ = �µeVb ~g est exactement opposée au poids du
liquide déplacé par chaque grain ;

— la résultante des forces de frottement visqueux se traduit par une force ~f = �↵~v où ↵ > 0 et
~v désigne la vitesse des grains. La formule de Stokes précise que, pour un grain sphérique,
↵ = 6⇡⌘Rb dans laquelle ⌘ = 1,2⇥10�3 Pa · s représente le coe�cient de viscosité dynamique
de l’eau légèrement sucrée. Avec ces valeurs numériques, on trouve ici ↵ = 4,5⇥10�9 kg · s�1.

En dehors de ces données, aucune connaissance relative à la viscosité n’est nécessaire à cette étude.
Ce problème est décomposé en 4 parties relativement indépendantes : la partie I est consacrée au
modèle du gaz parfait ; la partie II est dédiée aux expériences de sédimentation pratiquées sur les
émulsions ; la partie III présente le modèle théorique du mouvement brownien de Langevin complété
par les expériences de di↵usion de Perrin ; la partie IV étudie les moyens optiques mis en œuvre par
Jean Perrin pour réaliser ses mesures.
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Dans ce qui suit on utilisera la fonction A(z) = exp (�z/H). Les vecteurs sont surmontés d’une flèche ~f ,
sauf s’ils sont unitaires et sont alors repérés par un chapeau (kbexk = 1). Les applications numériques
seront données avec un chi↵re significatif. La valeur moyenne temporelle d’une fonction '(t) sera notée
h'i. Toute réponse, même qualitative, se doit d’être justifiée. Les a�rmations, même justes, mais
non justifiées ne seront pas prises en compte.

I Équilibre vertical d’un gaz à la température ambiante

On considère un gaz parfait constitué de molécules identiques, de masse molaire M = 30 g · mol�1,
en équilibre thermique à la température ambiante T0. Le gaz, soumis à la pesanteur, est au repos
dans un récipient de volume V , de hauteur h de l’ordre de quelques mètres, et de section S = 1 m2.
L’encombrement caractéristique d’une molécule constituant ce gaz est une sphère de rayon Rm de
l’ordre de la centaine de picomètres.

On rappelle les valeurs de l’accélération de la pesanteur g = 9,8 m·s�2, de la constante de Boltzmann,
kB = 1,4 ⇥ 10�23 J · K�1, de la constante d’Avogadro, NA = 6,0 ⇥ 1023 mol�1 et éventuellement de
leur produit R = kBNA = 8,3 J · K�1 · mol�1.

o – 1. En précisant les valeurs choisies de température T0 et de pression (supposée provisoirement
uniforme) P0, estimer le volume molaire du gaz. En déduire une estimation du rapport entre le
volume occupé par l’ensemble des sphères associé aux molécules et le volume du récipient.

o – 2. Rappeler la définition d’un gaz parfait. Les ordres de grandeur établis à la question précédente
justifient-ils d’adopter ce modèle dans la suite ?

o – 3. Donner l’expression de l’énergie cinétique Ecm et de l’énergie potentielle Epm d’une particule
de masse mm de ce gaz. Pourquoi observe-t-on qu’à température ambiante ces molécules ne se
regroupent pas au fond du récipient ?

La loi de la statique des fluides montre que, sous l’action de la pesanteur, la pression P (z) n’est pas
uniforme verticalement et dépend de l’altitude z.

o – 4. En déduire que la masse volumique ⇢ du gaz dépend aussi de z et l’exprimer en fonction de
P (z). Ecrire la condition d’équilibre mécanique pour une tranche de gaz comprise entre les
altitudes z et z + dz pour laquelle on supposera l’équilibre thermodynamique local réalisé. En
déduire une équation di↵érentielle vérifiée par P (z).

o – 5. En notant P0 = P (z = 0), montrer que
P (z)

P0
s’exprime simplement grâce à la fonction A(z).

Exprimer la distance caractéristique H en fonction de kB, g, T0 et mm. Calculer la valeur
numérique de H. La variation de pression est-elle détectable, avec un manomètre usuel, dans
le récipient considéré ? En serait-il de même si le récipient était rempli d’eau liquide ?

o – 6. Préciser la fonction E(z) telle que A(z) = exp


� E(z)

kBT0

�
. Que représente la fonction E(z) ?

Interpréter physiquement cette expression dont la généralisation est due à Boltzmann.

o – 7. Montrer que la concentration cg (z) du gaz, rapport du nombre de moles sur le volume, suit
une loi du même type, et qu’on peut écrire cg(z) = cg0A(z), où cg0 représente la concentration
au niveau du sol (z = 0) dont on précisera l’expression.

II Étude d’un équilibre de sédimentation

Dans une première expérience, Jean Perrin lâche, sans vitesse initiale, à la surface d’un récipient,
un grand nombre (N = 13 000) de grains dans de l’eau légèrement sucrée. Le récipient a une section
S et une hauteur h1 su�sante pour être considérée comme infinie.

o – 8. Faire le bilan des forces exercées sur un des grains lors de sa chute dans l’eau sucrée.
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o – 9. On note ~v(t) = �v(t)bez la vitesse de chute du grain, êz étant l’axe vertical ascendant, et
v(t) > 0. Établir l’équation di↵érentielle vérifiée par v(t) puis donner sa solution.

Montrer qu’une fois le régime permanent établi, les grains possèdent une vitesse limite v` =
m⇤g/↵.

Exprimer le paramètre m⇤ en fonction de Vb et des masses volumiques µb et µe. Justifier qu’on
nomme cette quantité ⌧ masse apparente �.

Exprimer la durée caractéristique ⌧ du régime transitoire en fonction de mb et ↵. Evaluer un
ordre de grandeur de v` et de ⌧ .

Même au bout d’une longue durée, les grains ne se tassent pas au fond du récipient. On observe un
phénomène de sédimentation : les grains se répartissent sur l’ensemble de la hauteur et la densité de
grains, notée c(z) et exprimée en m�3, n’est pas uniforme.
Afin d’interpréter ce phénomène, on introduit deux vecteurs, appelés ⌧ densité de flux de particules �

et qui s’expriment dans les mêmes unités mais par des lois distinctes :

• Un premier vecteur densité de flux, ~jc, est associé au mouvement de chute des grains. Il est à
l’origine d’un phénomène de convection et défini par la relation ~jc(z) = �c(z) v`bez ;

• Un deuxième vecteur densité de flux est associé au gradient de densité, ici sur l’axe z. L’inho-
mogénéité crée un courant de particules dont l’expression est donnée par la loi de Fick qui

s’écrit ici ~jn(z) = �dc

dz
Dbez. Le coe�cient D se nomme coe�cient de di↵usion. Il dépend de la

nature du milieu et des particules étudiées. Aucune connaissance relative à la loi de Fick n’est
nécessaire à l’étude du problème.

o – 10. Donner les unités (ou dimensions) communes aux vecteurs ~jc et ~jn, ainsi que l’unité de D. À
l’état d’équilibre macroscopique, caractérisé par une température uniforme T0 et une répartition
de concentration c(z) indépendante du temps, quelle est la relation entre ~jc et ~jn ? En déduire
une équation di↵érentielle du premier ordre vérifiée par c(z).

En posant c(z = 0) = c0, exprimer c(z) en fonction de A(z), on déterminera la distance
caractéristique Hb apparaissant dans A(z) en fonction de Rb, D, ⌘, m⇤, et g.

o – 11. Compte tenu des forces conservatives s’exerçant sur un grain, quelle est l’expression de l’énergie
potentielle E⇤

p(z) correspondant au poids de la masse apparente m⇤ du grain à l’altitude z ?
En déduire l’expression de D en fonction de kB, T0, ⌘ et Rb permettant d’écrire A(z) =

exp


�

E⇤
p(z)

kBT0

�
.

o – 12. Sachant que le nombre N de grains est conservé sur la hauteur h1 du récipient, su�samment
grande pour être supposée infinie, exprimer la concentration c0 en fonction de N , de la section S,
et de la distance caractéristique Hb.

Une fois la température de l’émulsion stabilisée à une valeur
uniforme T0 = 20�C, Jean Perrin a compté le nombre
moyen n(z) de grains dans des petites tranches régulièrement
réparties en hauteur et d’épaisseur e constante. Il publie les
résultats que nous avons synthétisés sur la figure 1 (Annales
de Chimie et de Physique, Mouvement brownien et réalité
moléculaire, 8e série, sept. 1909).

o – 13. En exprimant c(z) en fonction de n(z), déduire de ces
données une estimation de la hauteur caractéristique
Hb associée ici au phénomène. La hauteur du récipient
utilisé par Jean Perrin, h1 = 100 µm, était-elle suf-
fisante au regard des hypothèses faites ici ?

Figure 1 – Sédimentation de grains

o – 14. Estimer la valeur de kB qu’a pu déduire Jean Perrin de cette expérience. Identifier des causes
d’erreurs expérimentales.
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