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? ? ?
Problème 1 : Bilan thermique dans une lampe à incandescence

? ? ?

I.C - Evolution de la température au voisinage des points de fixation
I.C.1) La tige métallique est un très bon conducteur thermique (λ élevé), ce qui explique que
la température y est quasiment uniforme.
On peut remarquer par ailleurs que la section étant beaucoup plus large que celle du filament
l’effet Joule y a un effet bien moindre et la température y est donc beaucoup plus faible.
I.C.2) En régime permanent, l’énergie contenue entre les sections x et x+ dx est constante : la
somme des puissances reçues est nulle.

j(x)S − j(x+ dx)S + ρ
dx

S
I2 − σ1T 4(x)2πrdx = 0

Avec S = πr2, en utilisant la loi de Fourier et en supposant λ indépendant de la température,
on aboutit à :

d2T

dx2
=

1

λ

(
2

r
σ1T

4 − ρ

(πr2)2
I2
)

I.C.3) On a bien :
d2T

dx2
− T 4 − T 4

0

δ2T 3
0

= 0

où

T 4
0 =

ρI2r

2σ(πr2)2

On constate bien sûr que la température du filament est une fonction croissante du courant qui
le traverse et une fonction décroissante du rayon du filament, ce qui explique que l’on choisit
un filament fin pour fabriquer une lampe (ou un grille pain).

2σ1
λr

=
1

δ2T 3
0

On a donc :

δ =

(
λr

2σ1T 3
0

)1/2

A.N. : δ = 2,8 mm

I.C.4) En multipliant par dT/dx l’équation vérifiée par T on a :

dT

dx

d2T

dx2
− dT

dx

T 4

δ2T 3
0

+
dT

dx

T 4
0

δ2T 3
0

= 0

On intègre cette équation entre x = 0 (où T = TV ) et x→∞ (où T = T0 et dT/dx = 0) :

−1

2

(
dT

dx

)2

x=0

=
T 5
0 − T 5

V

5δ2T 3
0

− T 4
0

δ2T 3
0

(T0 − TV )

En tenant compte du fait que TV � T0, on aboutit à :(
dT

dx

)2

x=0

≈ 8T 2
0

5δ2
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(
dT

dx

)
x=0

≈ γ
T0
δ

avec γ = 2
√
2/5= 1,26.

La température passe de TV à T0 sur une longueur de l’ordre de d ≈ δ/γ ≈ 2 mm � L. On
peut donc considérer avec une bonne approximation que la température du filament est T0 sur
toute sa longueur.

I.C.5) La puissance thermique cédée par le filament à la tige support par conduction au
niveau de la section x = 0 est donnée par :

Pther = −πr2j(x = 0) = πr2λ

(
dT

dx

)
x=0

≈ πr2λγ
T0
δ

et la puissance totale rayonnée par le filament dans les conditions normales est à peu près :

Pr ≈ σ1T
4
0 × 2πrL

ce qui conduit à :
Pther
Pr
≈ γδ

L

A.N. : Pther

Pr
≈ 9 %, ce qui n’est tout de même pas négligeable (d’autant qu’il y a les mêmes

pertes en x = L). La puissance fournie à l’ampoule est donc en grande partie perdue par
conduction au niveau des contacts avec le support. Le reste est rayonné, mais malheureusement
en grande partie dans l’infrarouge et donc encore inutile ! Une ampoule à filament est (comme
un grille pain), un bon système de chauffage mais un mauvais éclairage en terme de rendement.

I.C.6) Pour augmenter la puissance à température et rayon du filament constant, il faut
augmenter la longueur du filament. On constate effectivement que le rapport Pther

Pr
diminue

quand L augmente.

Partie II : Lampe à incandescence en régime sinusoïdal forcé à
basse fréquence

II.A - Etude théorique de l’évolution périodique de la température

II.A.1) Equation d’évolution de la température

1. dH = mcpdT

2. dH = Pe(t)dt − Pr(t)dt avec Pe = ua(t)i(t) et ua(t) = R0i(t), on a Pe = u2a(t)/R0. On
écrit T = T0 + θ et on aboutit à :

mcp
dθ

dt
=
u2a
R0

− 2πrLσ1 (T0 + θ)4 (1)

II.A.2) < θ >= 0
On prend la valeur moyenne de l’équation précédente pour obtenir :

mcp <
dθ

dt
>=

< u2a >

R0

− 2πrLσ1 < (T0 + θ)4 >
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or (T0 + θ)4 = T 4
0 + 4T 3

0 (θ + o(θ)) car θ � T0. A l’ordre 1 en θ on a donc < (T0 + θ)4 >≈ T 4
0 .

De plus :

<
dθ

dt
>=

1

τ

∫ τ

0

dθ

dt
dt =

1

τ
(θ(τ)− θ(0)) = 0

On a donc finalement :
0 =

u2aRMS

R0

− 2πrLσ1T
4
0

T 4
0 =

u2aRMS

R0(2πrLσ1)

On trouve, fort heureusement, une température du filament qui croît avec la valeur efficace de
la tension.

II.A.3) Filament alimenté par une tension sinusoïdale

1. Pe = u2a(t)
R0

= U2
a

R0
(cosωt+ 1)

2. L’équation (1) peut être linéarisée. La linéarité implique le fait que l’excitation à la pul-
sation ω conduit à des oscillations de température à la même pulsation.

3. L’équation (1) linéarisée en tenant compte de θ � T0 conduit à :

mcp
dθ

dt
=
u2a
R0

− 2πrLσ1
(
T 4
0 + 4T 3

0 θ
)

(2)

On passe en notation complexe avec θ(t) = Re(θ exp(iωt)) pour obtenir :

mcpiωθ exp(iωt) =
U2
a

R0

(1 + exp(iωt))− 2πrLσ1T
4
0 − 8πrLσ1T

3
0 θ exp(iωt)

On retrouve pour le terme constant :

T 4
0 =

U2
a

R0(2πrLσ1)

et pour le terme en exp(iωt) on aboutit à :

θ =
θ0

1 + i ω
ωC

avec
θ0 =

U2
a

T 3
0R08πrLσ1

=
T0
4

et

ωC =
8σT 3

0

rµcp

4. Il s’agit d’un filtre passe-bas d’ordre 1. On constate effectivement que ωC ne dépend pas
de la longueur du filament. On a

θm =
T0/4√

1 + (ω/ωC)2

La condition θm < T0/10 conduit à ω > ωC
√
21/2 .
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5. A.N. : νC=2,45 Hz. Cette fréquence très basse implique qu’à la fréquence de 50 Hz les
oscillations de température du filament sont tout à fait négligeables, le filament est donc
à la fois à température uniforme sur toute sa longueur et à température constante au
cours du temps. La température moyenne du filament est déterminée par la puissance
électrique moyenne fournie.

II.B - Modulation de l’intensité lumineuse par largeur d’impulsion

II.B.1) Une variation de α produit une variation de la puissance moyenne fournie, donc de
la température moyenne et donc de l’intensité lumineuse émise.

II.B.2) a0/2 est la valeur moyenne de ua(t). On a donc a0/2 = αU

La fonction ua(t) est paire : tous ses coefficients bn sont nuls.

On constate que pour α = 1/3, tous les a3p sont nuls. On peut remarquer que la formule pro-
posée pour les an est également valable pour n = 0.

II.B.3) La fonction Pe(t) est, comme ua(t), périodique de période τ et définie entre −τ/2 et
τ/2 par :{

Pe(t) =
U2

R0
pour |t|<ατ

2

Pe(t) = 0 sinon
Pe(t) a donc exactement la même décomposition en série de Fourier que ua(t), en remplaçant

U par U2/R0. Soit

P0 = α
U2

R0

et Pn =
2U2

nπR0

sin(nαπ)

II.B.4) D’après l’équation (1) linéarisée dans le cas de faibles écarts de température par
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rapport à la température moyenne, on a :

mcp
dθ

dt
= Pe(t)− 2πrLσ1

(
T 4
0 + 4T 3

0 θ
)

(3)

On passe en notation complexe et on injecte les décompositions en série de Fourier de Pe(t) et
de θ(t) pour obtenir :

mcp

∞∑
n=1

inωθn exp(inωt) = P0 +
∞∑
n=1

Pn exp(inωt)− 2πrLσ1T
4
0 − 8πrLσ1T

3
0

∞∑
n=1

θn exp(inωt)

(2πrLσ1T
4
0 − P0) +

∞∑
n=1

[
(mcpinω + 8πrLσ1T

3
0 )θn − Pn

]
exp(inωt) = 0

On en déduit par unicité de la décomposition en sérié de Fourier (de la fonction identiquement
nulle) que :

P0 = 2πrLσ1T
4
0 et θn =

Pn
(mcpinω + 8πrLσ1T 3

0 )
∀n ≥ 1

En remplaçant Pn par son expression on obtient :

θn =
Pn

8πrLσ1T 3
0

1

1 + in ω
ωc

=
T0 sin(nαπ)

2nαπ

1

1 + in ω
ωc

Et comme νc est très faible, on a pour toutes les harmoniques du signal nω � ωc, donc :

θn ≈ −i
ωc
nω

T0
2

sin(nαπ)

nαπ

II.B.5) L’égalité de Parseval s’écrit

< θ2 >=
∞∑
n=1

c2n/2

on a ici cn = |θn|

θ2RMS =
1

2

T 2
0

4

∞∑
n=1

sin2(nαπ)/(nαπ)2

1 + (nω/ωc)2

D’où le taux d’ondulation :

δ0 =
θRMS

T0
=

1√
8

√√√√ ∞∑
n=1

sin2(nαπ)/(nαπ)2

1 + (nω/ωc)2

Lorsque la fréquence augmente, il est clair que le taux d’ondulation tend vers 0. La tempé-
rature du filament ne suit pas les variations rapides de Pe(t).

Le filtre étant un passe-bas d’ordre 1 on peut remarquer que celui-ci agit comme un pseudo
intégrateur. On aura donc une température qui oscille très peu autour de sa valeur moyenne,
et les oscillations, de faible amplitude, seront triangulaires puisque l’excitation est carrée.

DS n◦3



Lycée Henri IV MP* 2023-2024

II.C. Vérification expérimentale
II.C. 1) a) Il faut orienter la photodiode vers le filament !
II.C. 1) b) La puissance absorbée par la photodiode est proportionnelle à la puissance émise
par rayonnement par le filament. On suppose la puissance rayonnée de façon isotrope et on a
donc, en notant Pe la puissance émise par rayonnement :

Pincidente =
S

4πD2
Pe

II.C. 1) c) La réponse n’est pas us = KT 4 car le capteur n’absorbe pas tout le rayonnement
mais seulement la fraction entre λ=0,45 µm et 1,1 µm. Une fraction importante du rayonnement
émis n’est pas absorbé, or c’est la puissance totale qui est proportionnelle à T 4. De plus il se
peut que la réponse du capteur ne soit pas plate mais dépende de λ.
II.C. 1) d) On sait que us = KT 7,5 soit avec T = T0 + θ :

uS = K(T0 + θ)7,5 = KT 7,5
0

(
1 +

θ

T0

)7,5

L’amplitude des oscillations, liée à θ vaut 0,84×
√
2 V et la valeur moyenne est 7,1 V. On peut

considérer que θ � T0, et on a alors uS = KT 7,5
0 (1 + 7, 5 θ

T0
+ o( θ

T0
)) :{

KT 7,5
0 = 7, 1

KT 7,5
0 × 7, 5 θm

T0
= 0, 84

√
2

Soit θm=58,0 K pour l’amplitude des oscillations de température.
A la question II.A.3) on avait θm = θ0/

√
1 + (f/fc)2, avec θ0 = T0/4 et fC= 2,45 Hz. Avec f=

40 Hz, on obtient θm= 39,7 K. L’ordre de grandeur est en bon accord mais c’est tout.

II.C. 2) On constate tout d’abord sur le graphe que les fréquences utilisées pour l’étude sont
élevées, puisqu’on a ln f > 2 soit f � fC . On peut donc écrire θm ≈ θ0

fC
f

donc :

US ≈ KT 6,5
0

7, 5√
2
θ0
fC
f

lnUS = ln

(
KT 6,5

0

7, 5√
2
θ0fC

)
− ln f

On constate effectivement sur le graphe que les droites ont bien une pente de -1, ce qui
confirme le caractère passe-bas d’ordre 1 de l’expression de θ.

II.C. 3) L’ordonnée à l’origine est décalée car la température moyenne T0 est différente dans
les deux expériences. On a θ0 = T0/4 et fC =

4σ1T 3
0

πµrcp
à remplacer dans l’expression ci-dessus de

lnUS. L’écart entre les deux droites est donc donné par :

10, 5 ln

(
T0(6V )

T0(4V )

)
= 1, 3

soit
T0(6V )

T0(4V )
= exp(1, 3/10, 5) = 1, 13

Lorsque le filament est alimenté sous 6 V, on avait T0= 2000 K, on a donc sous 4V, T0= 1770
K.
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