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DIAMÈTRE TRANSFINI D'UNE PARTIE DU PLAN

Soit Π un espace a�ne euclidien orienté de dimension 2. Il sera appelé brièvement plan Π.
La distance de deux points A et B de Π est notée d(A,B).

Une partie de Π désignée par la lettre E, avec ou sans indice, est un sous-ensemble de Π
contenant une in�nité de points. Les di�érentes �gures géométriques considérées � segment,
cercle � sont supposées posséder elles aussi cette propriété.

Soit un entier n ≥ 2, et une partie E du plan Π ; pour toute suite �nie de points de la partie
E : P1, P2, ..., Pn , on note gn(P1, P2, ..., Pn) la moyenne géométrique des distances mutuelles de
ces points, c'est-à-dire :

gn(P1, P2, . . . , Pn) =

( ∏
i=1,...,n,j=1,...,n,i 6=j

d(Pi, Pj)

) 1
n(n−1)

=

( ∏
1≤i<j≤n

d(Pi, Pj)

) 2
n(n−1)

Considérons maintenant l'ensemble des réels gn(P1, P2, ..., Pn) dé�nis pour toute suite de
points P1, P2, ..., Pn ; si cet ensemble est borné, la borne supérieure de ces réels sera designée
par δn(E) :

δn(E) = sup{gn(P1, P2, ..., Pn)|Pi ∈ E, 1 ≤ i ≤ n} ;

si au contraire cet ensemble de réels n'est pas borné, on convient que δn(E) est égal à +∞.

Préliminaires

Nous allons démontrer un résultat utile dans la suite. Soit (un)n∈N∗ une suite de réel. On

dé�nit la suite (vn)n∈N∗ , par :

vn =
1u1 + 2u2 + · · ·+ nun

n2
,

pour tout entier n ≥ 1.
On suppose que la suite la suite (un)n∈N∗ converge vers `. Montrer que la suite (vn)n∈N∗

converge vers `
2
.

Partie I

Quelques propriétés générales et exemples

1. (a) Montrer que si E est une partie bornée du plan δ2(E) = sup{d(A,B)|A ∈ E,B ∈
E}.
Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 2, δn(E) est �ni et majoré
par δ2(E).

(b) Soient deux parties E1 et E2 du plan telles que E1 soit contenue dans E2. Etablir
pour tout entier n ≥ 2, l'inégalité :

δn(E1) ≤ δn(E2).
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(c) Démontrer que si un sous-ensemble E de Π n'est pas borné, il existe pour tout réel
ρ > 0 et tout entier k ≥ 2, une suite �nie de points (P1, P2, ...Pk) de Π telle que
pour tout couple (i, j) d'élément de {1 . . . k} distincts, la distance de Pi à Pj soit
supérieure ou égale à ρ : d(Pi, Pj) ≥ ρ. En déduire que si E est non borné, alors ;
pour tout entier n supérieur ou égal à 2, δn(E) est in�ni.

(d) On dit qu'une suite (Qn)n∈N de points de Π converge vers un point Q de Π si par
dé�nition :

d(Qn, Q) →
n→+∞

0.

Soit une partie E du plan Π. On note Ē l'ensemble des points qui sont limites
d'une suite de point de E. Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 2

δn(E) = δn(Ē).

2. Soient A et B des points de Π distincts. On désigne par I le segment [A,B] et par a la
longueur de I.

Soient P1 et P3 des points de I. Montrer qu'il existe un point P2 de [P1, P3] tel que
g3(P1, P2, P3) = max{g3(P1, P, P3)}, P ∈ [P1, P3]}.
En déduire δ3(I).

3. Soient O un point de Π et CR un cercle de centre O et de rayon R. Soit un repère ortho-
normé et direct (O; (~i,~j)) et trois points du cercle CR, dé�nis par leurs angles polaires,
égaux respectivement à 0, θ et φ. :

0 = (~i,
−→
0P1) θ = (~i,

−→
0P2) ϕ = (~i,

−→
0P3) , 0 < θ < φ < 2π.

(a) Montrer que ϕ étant �xé, g3(P1, P2, P3) est maximum pour θ = ϕ
2
.

(b) Pour quelles valeurs de ϕ et de θ, g3(P1, P2, P3) est-il maximum .

(c) Déduire des sous-questions précédente δ3(CR).

Partie II

Étude de la suite (δn(E))n≥2

1. Soient E une partie bornée de Π et un entier n ≥ 2.

(a) Soit une suite de n+ 1 points de E, (P1, P2, ..., Pn+1). Démontrer la relation :

(gn+1(P1, P2, . . . , Pn+1))
n+1 =

n+1∏
i=1

gn(P1, . . . Pi/ . . . , Pn+1),

où pour i = 1, . . . , n+1, gn(P1, . . . Pi/ . . . , Pn+1) désigne gn(P1, P2, . . . Pi−1, Pi+1, . . . , Pn+1).

(b) En déduire que δn+1(E) ≤ δn(E), puis montrer que la suite (δk(E))k≥2 converge.
On notera ∆(E) sa limite.

2. Soit un entier n ≥ 2.

(a) Soient zi, i = 0, 1, ..., n − 1 les n racines ne de l'unité. Démontrer que pour tout :
élément k de {0, 1, . . . , n− 1}∏

j=0,...,n−1, j 6=k

(zk − zj) = n(zk)
n−1.

(b) Calculer, lorsque les points P1, P2, . . . , ..., Pn sont les sommets d'un polygone ré-
gulier inscrit dans un cercle CR de rayon R, la valeur de gn(P1, P2, ..., Pn).
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(c) En déduire pour E = CR, que la limite ∆(E) de la suite (δk(E))k≥2 est di�érente
de 0.

Montrer que :
R ≤ ∆(E) ≤

√
3R.

Partie III

Étude de la suite (δn(E))n≥2

L'objet de cette partie et de relier ∆(E) à un réel µ(E) dé�ni à l'aide de valeurs prises par

des polynômes.

On considère un repère orthonormé direct (O; (~i,~j)) du plan Π. A chacun des points P du
plan Π on peut alors associé un nombre complexe : l'a�xe de P .

Soit E une partie bornée de Π. On note E , l'ensemble des a�xes des points de E.
Pour tout entier n ≥ 1, soit Un l'ensemble des polynômes complexes unitaires U de degré n.

1. (a) Justi�er, pour tout polynôme complexe unitaire U , l'existence de la quantité

S(E,U) = sup{|U(z)|, z ∈ E}.

Justi�er pour tout entier n ≥ 1 l'existence de la quentité

σn(E) = inf{S(E,U), U ∈ Un}.

(b) On admet que σn(E) ne dépend pas du choix du repère (O; (~i,~j)). Oon pose

µn(E) = σn
1
n (E).

Déterminer deux réels a et b strictement positifs tels que :

aσ1(E) ≤ δ2(E) ≤ bσ1(E).

2. Cas d'un segment

Soit I le segment fermé joignant les points A et B de coordonnées respectives (−1, 0) et
(1, 0). L'intervalle [−1, 1] sera identi�é à [A,B] et également désigné par I.

Pour tout entier n ≥ 1, on note Tn l'application

Tn : I → R ; x 7→ 1

2n−1
cos(n arccos(x)).

(a) Montrer que pour tout x ∈ I,

Tn+2(x) = xTn+1(x)− 1

4
Tn(x).

Indication : on pourra calculer 2n+1Tn+2 + 2n−1Tn.

(b) En déduire que pour tout entier n ≥ 1, Tn est une application polynômiale sur I,
on note encore Tn le polynôme associé.

Démontrer que pour tout entier n ≥ 1, le polynôme Tn est unitaire de degré n.

Déterminer le maximum de l'application Tn sur I.
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(c) Soit U un polynôme unitaire de degré n.

Montrer l'existence de MU = max{U(x)|x ∈ I}.
le but des sous-questions suivantes et d'établir que MU ≥ 1

2n−1

(d) Supposons que U soit réel et tel que, pour tout x ∈ I, :

|U(x)| < 1

2n−1
. (1)

Déterminer les signes des valeurs prises par le polynôme U − Tn aux points xk
dé�nis pour k = 0, 1, . . . , n, par : xk = cos

(
kπ
n

)
. En déduire que l'hypothèse (1)

est fausse.

(e) On ne suppose plus que U est réel. Démontrer que MU ≥ 1
2n−1 .

(f) En déduire la valeur de µn(I). Démontrer que la suite (µk(I))k∈N∗ admet une limite
notée µ(I) à déterminer.

Nous repassons au cas général.

3. Soit (un)n∈N∗ une suite de réels strictement positifs telle que pour tout couple (p, q)
d'entiers strictements positifs,

up+qp+q ≤ uppu
q
q. (2)

(a) Montrer que pour tout k et tout p, entier strictement positifs, ukp ≤ up.

(b) Etablir l'existence de ` = inf{un|n ∈ N∗}. Montrer que la suite (un)n∈N∗ converge.

Indication : on rappelle que pour tout réel ε > 0, il existe p ∈ N∗ tel que

` ≤ up < `+ ε

et que tout entier n s'écrit de manière unique n = pqn + r − n , avec 0 ≤ rn < p.

(c) Soit E une partie bornée du plan Π. Montrer que pour tout couple (p, q) d'éléments
de N∗,

σp+q(E) ≤ σp(E)σq(E).

(d) Soit µ(E) la borne inférieure de {µn(E)|n ∈ N∗}Démontrer que la suite (µn(E))n∈N∗

est convergente et de limite µ(E).

Véri�er cette propriété sur l'exemple du segment traité en 2.
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