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DS sup. n°2 facultatif

Etude des matrices bistochastiques

Dans tout le probléme, R désigne le corps des nombres réels et N l’ensemble des entiers naturels et n
un entier strictement positiif. On note R", 'ensemble des n-uplet (z1,...,x,) de réel. Pour i = 1,...,n la ¢®
composante d’un élément = de R"™ sera noté ;. Pour z et y dans R", z -y désigne le produit scalaire canonique

n
de z et de vy, c’est-a-dire quel'on a z -y = z;Y;. De méme, ||z|| désigne la norme euclidienne de z, c’est-a-dire
bl 14 bl )
i=1

n
que l'on a ||z]|? = lef
=

On note M,,(R), 'ensemble des matrices carrées de dimension n & coefficients réels. Une matrice (a; ;)

1=1,...,n
j=1,....n
de M, (R) est dite bistochastique si, pour tout couple (7, j) d’éléments de {1,...,n}, on a
1. a; 5 > 0;
n
2. Z am- = 1,
i=1
n
3. Z Q5 = 1.
j=1

On note B,, 'ensemble des matrices bistochastiques de dimension n. Une matrice A de M,,(R) est dite de
permutation si elle est bistochastique et si tous ses coefficients sont égaux a zéro ou un.

Pour tout couple de réels (7,7) , on note d; ; la quantité égale & 1 si i = j et 0 sinon. Par ailleurs, on note e
le vecteur de R™ dont toutes les coordonnées sont égales a 1.

La partie II est indépendante de la partie I et la partie IV des parties II et III.

I. Préliminaires

1. Montrer que si A = (a;;)i=1,...n est une matrice de permutation de M, (R), alors il existe une permu-
j=1,....,n
tation o de {1,...,n} telle que pour tout couple (4,j) d’éléments de {1,...,n} on ait
ij = 0o (i) 4+
2. Montrer que si A est une matrice de permutation alors A a un déterminant égal & 1 ou a -1. Déterminer
I’inverse de A.

3. Montrer que le produit de deux matrices bistochastiques est une matrice bistochastique.

4. Montrer que si A est une matrice bistochastique et a un vecteur ligne de A, alors |la|| < 1 et que ’égalité
n’est obtenue que si a est un vecteur de la base canonique de R".

5. En déduire que les seules matrices bistochastiques d’inverse bistochastique sont les matrices de permu-
tation.

I1. Polyédres convexes



Un demi-espace de R™ est un sous-ensemble H pour lequel il existe un vecteur x de R™ et un réel a tels que
m
H={y e R"|z-y < a}. Pour entier m > 1, soit S;, =< A€ R"| > \j=1letVie {l-m}, A\ >0;.
j=1

On rappelle qu'une partie K de R™ est dit convexe si pour tout entier m > 1, pour tout A € S et toute
m
famille (z;)i=1,...m d’éléments de K on a > \z; € K.

i=1
Par ailleurs, si L est un sous-ensemble de R™, on appelle enveloppe convexe, notée co(L), le plus petit convexe
contenant L. C’est évidemment l'intersection de tous les ensembles convexes contenant L et on admettra que

co(L) est ’ensemble des barycentres d’éléments de L & coefficients positifs :

CO(L) = {ZAZz1|m € N*y (Ii)i:L...,m S L™ et (>\1',)1',:1,...,m € Sm} .

i=1

On dit qu’un sous-ensemble K de R™ est un polyédre convexe si K est non vide, borné et si K est 'intersection
d’un nombre fini de demi-espaces. On appelle dimension d’un polyédre convexe la dimension de l'espace affine
qu’il engendre. On dit que s est un sommet du polyédre convexe K si s € K et si pour tout couple (y, z)
d’éléments de K et tout ¢ €]0,1[,si s =ty + (1 —t)z alors y = z = s.

1. Montrer que S,, est un polyédre convexe de R"™. Déterminer sa dimension et ses sommets.

2. Soit K un polyédre convexe de R™ et soit H un hyperplan de R™ avec H = {y € R"|x -y = a}, ou z est
un élément de R™ et a un réel. On suppose que H N K # et que KN{y € R"|z-y >a}=0. Un tel H
est appelé hyperplan d’appui de K.

Montrer que ’ensemble des sommets du polyedre HNK est égal & I’intersection de I’ensemble des sommets
de K et de H.

3. Soit k un point de la frontiére de K, polyédre convexe, montrer qu’il existe un hyperplan d’appui de K
contenant k.

4. Montrer que K, polyédre convexe, est égal a I’enveloppe convexe de sa frontiére.

5. En déduire, par récurrence sur n, que tout polyédre convexe est ’enveloppe convexe de ses sommets.
III. L’ensemble B,, des matrices bistochastiques

Dans cette partie on identifie M,,(R) et R en identifiant une matrice (@i ;)i

—1,..n € M,(R) et le n?-uplet
j=1

yeeesTU

de ses coefficients, énumérés par exemple une ligne aprés 'autre :

(a1,17 a1,2a e 7a1,n7 a2,17 e 7a27n7 """" 7a/n,1; R an,n)
On admet sans discussion que ce qui suit est indépendant du mode d’énumeération.

1. Montrer que B, est un polyédre convexe de dimension au plus (n — 1)2.

2. On se propose de montrer que l’ensemble des sommets de B, est égal & I’ensemble des matrices de
permutation.

(a) Montrer que toute matrice de permutation est un sommet de 5,,.

(b) Soit M un élément de B,,. On suppose qu’aucun coefficient de M n’est égal a 1. Montrer qu’il existe
une matrice A dont la somme des coefficients de chaque ligne et de chaque colonne est nulle et telle
que M + A et M — A soient éléments de B,,, (Faute de mieux on pourra se limiter au cas n = 2).

En déduire que si S = (s;)i=1,...,n est un sommet de B,,, alors il existe un couple (i, 7) d’éléments
j=1,....n
de {1,...,n} tel que pour tout élément k de {1,...,n} on a s; = g ; et sg; = J; k.
(c) Conclure grace a une récurrence.
3. Soit un entier d > 1. Montrer que si un élément = de R s’écrit

m
r = E Aii,
i=1

avec (T1,...,7m) € (RY™ et (A1,...; \n) € Sp, alors il existe u € Sgp1 et (yi)i=1,.. 4+1 une famille
d’éléements de {z1,...,zm}, (€. {y1,...,yitr1} € {x1,...,2m}) tels que

d+1

T = Z Hilis
i=1



4. En déduire que toute matrice A de B,,, il existe un entier naturel m < (n — 1)% 4+ 1 des matrices de
permutation de taille n, Ay, Ag,..., A, et A €Sy, tels que :

A= zm: AiA;.
=1

IV. Orbite d’un vecteur » de R"

Dans cette partie il semble que ’énoncé considére R™ comme ’ensemble des vecteurs-colonnes a n lignes.
Nous n’avons pas corrigé cette maladresse.
1. Soient x € R” tel que :
T1 ST STpo1 S Ty,
et 7 et j deux éléments de {1,...,n} tels que i < j. Soit un réel € > 0 et soit y € R™ tel que :
® yi=x; te<xy;
Y =T;— €25,
e Pour tout élément k de {1,...,n} distinct de ¢ et de j, yr = .
Montrer qu'’il existe A; ;. € B, telle que y = A; j ..
2. On rappelle que pour une fonction ¢ de R dans R convexe, pour tout entier m > 1, tout élément a de
R™ et tout élément A de S,,, on a :

(2}m)<f}@w

Soient des éléments x et y de R™ et A € B, tels que y = Ax, montrer que pour toute fonction convexe

¢on a:
n n
> ) =D i)
i=1 i=1
3. Supposons, a présent, que z et y soient deux vecteurs de R" telsque:z; <---<zpety; < - - <y, et

tels que pour toute fonction convexe ¢ on ait Z (i) > Z @(y;). Montrer que ’on a alors :

— Pour tout tout entier k tel que 1 < k < n, xl + .. +3?1c < Y1+ e+ Yn
— 1t ... +xTy,=y1+ ... + Yn-
Lorsque deux vecteurs z et y vérifient ces derniéres relations on dit que y domine z.
4. Soient z et y deux vecteurs de R™ tels que 1 < --- <z, et y1 <--- < y,. L’objet de cette question est
de démontrer, par récurrence sur n, la propriété (P) suivante :

(P) Siy domine x alors il existe A € B, telle que y = Ax.

T1+xo+-Fxy
oy .

(a) Veérifier la propriété (P) pour n = 1 ainsi que dans le cas général si 1 = a ou z,, = a.

On notera a =

(b) On suppose, & présent, que x1 < a < Z,, et que la propriété (P) est démontrée pour tout entier
strictement plus petit que n. Montrer que s’il existe un élément k de {1,...,n1} et que 1 +... +x =
Y1 + ... + yi alors il existe Ay € By, et A,k € B —j tels que y(k) = Agay et yn, = An, Tn_k, 00 pOUr
tout élément z de R, z;, désigne le vecteur (z1, ..., 2x) et z,_ le vecteur (zg4y1, ..., 2n)-

Conclure dans ce cas.

(c) On suppose a présent que toutes les inégalités sont strictes, c’est-a-dire que z;+ ...+ xp < y1 + ... + Yk,
pour k =1,...,n—1et 1 < a < x,. Soit i 'indice de la plus grande coordonnée de z inférieure
strictement & a et j l'indice de la plus petite coordonnée de = strictement supérieure & a. Soit € le
plus grand réel ¢ tel que A; .z soit dominé par y. Montrer que si & < min{(x — a;)(z — a;)} alors la
propriété (P) est vraie, (on remarquera que, dans ce cas, A; j.x sature au moins l'une des inégalités).

(d) Dans le cas contraire (c’est-a-dire si £ > min{(a — z;)(z; —a)} ), montrer qu'il suffit alors de vérifier
la propriété ( P ) pour un vecteur z’ bien choisi ayant strictement plus de coordonnées égales a a
que x. Conclure.

5. On note Zj ’ensemble des sous ensembles I de {1,...,n} & k éléments. Soient x et y dans R™. Montrer
qu’'une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe A € B, telle que y = Ax est

n
Inéllr;Za:Z < manyl et sz ;yl



