MP* KERICHEN 2023-2024

Correction du DS n°1

EXERCICE

1. (a) Soit réel t > 0. Considérons la fonction y; : y — y + tu(y), définie sur 'intervalle
R ; elle est strictement croissante et continue, elle réalise donc un homéomorphisme

de | — 00, +oo[ sur x4(] — oo, +00[). Mais u croissante donc u(y) = ¢ < 400, donc
Yy—+00

Xe(y) —+> +00, de méme montre-t-on que x; admet —oo comme limite en —o0 ;
Yy—r+00

donc x4(] — 0o, +00[) =] — 0o, +0oc[, et donc y; est un homéomorphisme ! de R sur
R.

Donc pour tout réel z, il existe un unique réel noté a(¢, z), tel que :

v = a(t,z) + tu(a(t, )|,

cest x; ().
(b) Comme pour tout (¢,z) € R™ x R,

= a(t,z) + tu(a(t, z)),
par dérivation partielle,
0= dia(t,z) +u(a(t,x)) + tu'(a(t, x))O1a(t,x); 1 = daalt,x) + tu'(a(t, z))dsalt, z),

et donc, puisque 1 + tu/(a(t,z)) > 1> 0:

u(a(t, x)) 1

11t (alt,x)) Oall, ) = 5 Ftu(alt,z) |

Ora(t,z) =

(c) Par composition f est continue sur Ry x R et de classe C' sur R’ x R. De plus,
pour (t,z) € R} xR,

—u'(alt, z))u(a(t, )

1+ tu'(a(t, x))

u'(a(t, ))
1+ tu'(a(t, z))

alf(ta $) =

82f(ta .%’) =

Donc ’81f—|—f82f = 0‘.
De plus on a, par définition de a, a(0,z) = z, donc | f(0,x) = u(x)|.

(d) APPLICATION. Pour tout réel ¢t > 0 et tout réel =, ’équation en y : x = y+ty, admet

x

sur R, x R.
1+t
Les applications (¢,z) — t ou z sont linéaires donc de classe C'. Les théorémes de
transfert assurent que f est continue et que sa restriction a4 R} X R est de classe Cl.

comme unique solution % et donc | f(t,z) =

1. Le mot n’est pas au programme, il signifie que I’application est une bijection continue, de bijection réci-
proque continue.



2. (a)

(b)

On aura reconnu en F,, la droite passant par (to, zo) de pente g(to, xo).
Place pour un dessin

Soit 'application
D Rj_ ;L= g(t, xo + (t — to)g(t[),xo)).
Par les théorémes de transfert, ® est de classe C' et pour tout réel t > 0,
'(t) = vg(t, zo + (t — to)g(to, T0)) + g(to, v0)Dag(t, zo + (t — to)g(to, T0)),

soit compte tenu de I'appartenance de f a S¢,

P'(t) = —og(t, zo + (t — to)g(to, 70)) <9(t; zo + (£ — to)g(to, w0)) — g(to, 130))~
Donc @ — ®(ty) est LA solution sur R’ du probléme de Cauchy linéaire
dy
dt
c’est-a-dire 'application nulle.
Ainsi g est-elle constante sur (R x R) N Fy,.

- _aQQ(t, To + (t - to)g(t[), ZE()))Y7 Y(tO) = Oa

Soit 7 € R’.. Supposons g non croissante. Alors on dispose de z; et x5 tels que :
1 < 9 et g(7,21) > g(T, x2).

Mais alors les droites F, et F,, définie comme en 2. avec en place de ¢y le réel 7 se
coupent en un point M d’abscisse strictement positif (cf. dessin). Mais par 2.b), g est
constante sur (R} x R)NF,, et (R} x R)NF,, et de plus prend la méme valeur sur
ces deux ensembles car ils se partagent le point M. En particulier g(7,x1) = g(7, 22),
et voila une contradiction.

Conclusion : | g(7,-) croit|.

Soit un couple (z,y) de réels tel que x < y. On a par a), pour tout réel £ > 0
g(t,x) < g(t,y).

Donc par continuité de g sur R + xR, en laissant tendre ¢ vers 0, on a :
9(0,2) < g(0,y).

Donc ¢(0,-) croit.

Posons (avec quelque idée en téte) g : RY xR = R; (t,2) — u(a(t, z)).

Soit (z,t) € R x R. I'application g est constante sur F,q ) avec to = 0; mais

Faitzy = {(1,a(t,x) + 79(0,a(t,x)), 7 € R} = {(7,a(t,x) + Tu(a(t,x)), ™ € R}.
En particulier :
“g(t,x) = g(0,a(t,z) = g (t, a(t, z) + tu(a(t, x))) = g(t, z).
Donc ’g =g=uoa ‘ Ce qui établit la réciproqie du 1.




