Exercice
Soit E I'ensemble des applications de [0, 1] dans R de classe C'. Pour tout a € [0,1] on désigne par §, la
forme linéaire sur E, « valeur en a »,
b : E=> R f(a)

1. Montrer que pour tout a élément de [0, 1], ’application
No : E= Ry fo [[f oo +[da(f)]

est une norme sur E.
2. A-t-on équivalence de ces normes ?

3. Soit ¢ une forme linéaire sur E, non nulle, telle que pour tout f € E a valeurs positives ou nulles, £(f)
soit positive ou nulle. On considére "application

Ni - E= Ry fo|[f e + €D

Montrer que IV, est une norme. Est elle équivalente & Ny 7

Indications
2. Soit f élément de E.
Soient a et b des points de [0, 1] tels que

[f(a)l = inf ([f(®)]); [F()] = sup [f(2)],

z€[0,1] z€[0,1]

(continuité de |f’|).
La positivité de ¢ donc sa croissance veut qu’en posant k = £(1) :

E(FO)=11f Nl x1) < (I O)=[f looxa) < kI f(a)l < L(1f]) < EIF®)] < E(FO) [+ llocb) < KO+ oo x1).
Donc d’une part

N () < 1 oot S EQSO)] 4 1 lse x 1) < (B + 1) No(f).-

D’autre part
1 1\ ..
FO< 0D + 1 < (14 1) M7
comme ¢ est non nul, alors k # 0. Donc

1

No(r) < (247 ) ()



