MP* Lycée Kerichen 2023-2024

EXERCICE

Soit U le cercle unité de C. On considére C Iensemble des application de U dans C* de classe C' (c’est-a-dire que
t s f(e') est C1).

1. Soit f € C. Montrer qu’il existe une application @ de R dans C de classe C', telle que pour tout réel t, f(e) = e?®
On note g = f(exp(i-)
Analyse.

En supposant P'existence d’une telle solution on a en dérivant 1’égalité g = exp(f) que nécessairement 6 = ¢y + F. o
/

F est la primitive nulle en 0 de 9 et co = In(r) 4+ idy ou r est le module de g(0) et ¢¢ un de ses arguments.
g
Synthése Soit 6 ainsi défini. En dérivant gexp(—#), on trouve que cette application est constante, et ’'on a qu’elle
vaut 1 en 0.....
2. Montrer que deuz relévements de f difféerent d’une constante a préciser.

Soient 6; et 65 deux relévements. Pour tout ¢t € R que exp(f; — 63) = 1. Par égalité des modules, en notant R la partie
réelle de 61 — 6, on a exp(R) = 1 soit R = 0. La partie imaginaire ¢ vérifie :

exp(ig) =1

Donc ¢ est & valeur dans 27Z. On concluera par le théoréme des valeur intermédiaire.
3. Soit 6 un relevement de f et t un réel. Monirer que la quantité
Ot + 2m) — 0(¢)
127

est un entier indépendant du choiz de 0 et de t. On le note Ind(f) (indice de f).
O(t+2m) — 6(t)

L’indépendance par rapport a 6 découle de 2 immédiatement. Par définition de @, vient pour tout ¢ réel que 5
127

est un entier relatif. Le théoréme des valeurs intermédiaires achéve la question.
4. Déterminer Ind(f) dans les cas suivants :
(a) f est la fonction associée au monéme X" .
Alors Ind(f) =n
(b) f=fi1 X fo, 00 f1 et fo sont des éléments de C.
Sans mal Ind(fif2) = Ind(f1)Ind(f2)

(c) f esta valeur dans C—R_. La réponse repose qu’il existe une application ¢ de U\{—1} dans |—m, 7| continue telle
que pour tout z € U\{—1}, on ait z = (exp(ip(z)) (détermination continue de ’argument principal). L’application
¢ s’explicite :

¢(x + iy) = 2arctan (1 —|y—x> :

On peut alors explicité un relévement de f dont le caractére C! est vérifiable :

6() = n(lg()]) + o (jg') .

On a alors sans mal que 'indice est nul.
5. Soient f1 et fo des éléments de C tels que | f1(t) — f2(t)| < |f1(t)|, pour tout réel t. Montrer que Ind(f1) = Ind(f2).

U
On pourra considérer ~—-.
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6. Montrer que Uapplication de C dans R, Ind est continue, pour la norme No.

< 1 le point c) de la question précédente montre que 'indice de J2 est nul. On concluera par b).

h

Comme

Résulte de la question précédente, I'indice est constant au voisinage de chaque fonction.

7. 5/2 Soit f un élément de C d’indice n. Déterminer le plus grand connexe par arcs contenant f.



