MP* Lycée Kérichen 2023-2024

indications pour DM n°5
Ce devoir est constitué de deux exercices et d’un probleme (deuz parties d’un devoir du
concours Mines-Ponts).

EXERCICE I

Soit f une application de R dans R de classe C*, telle que :
f(0) = f(0) =0et f(0) > 0.

1. Montrer qu’il existe un réel strictement positif b tel que f soit strictement décroissante
sur le segment [—b, 0], strictement croissante sur le segment [0, b].
Par continuitéde " en 0, (f est C*), on dispose d’un réel b > 0 tel que pour tout
t € [=b,b], |f"(t) — f"(0)] <a et donc f"(t) > 0....

2. Montrer qu’il existe un réel strictement positif 1 tel que pour tout élément A de |0, 7],
I’quation d’inconnue réelle x,

flz) =X

admette une unique solution dans [—b, 0] notée x1(\) et une unique solution dans [0, b]
notée xo(A).
C’est une double application du théoreme de la bijection croissante

3. Montrer que la quantité % admet une limite & déterminer, lorsque A tend vers 0
par valeurs strictement supérieures.
D’abord le théoréme de la bijection réciproque assure la continuitéde fi' et fy*, donc
que pour 1 =1,2 :

zi(A) — 0.

A—0

Ensuite la formule de Taylor A Uordre deuz donne, pour i =1,2 :
_ , _a > 2
A= F@m) = 52200 + o (#2) (1)
et donc 2
r2(\) ~ =

! A—=0 a

Enfin la formule de Taylor, A Uordre trois donne, pouri=1,2 :

A= flai(N) = Se20) + 22l + o (#3(V).

avec g = f"(0). Donc

a (B30 = 1) = 57 (@3 - 2N) + |

Par (1), d’une part

o (z1(N)?) + o (z2(N)?).

—0 A—0

@30 - i) (%) ,

d’autre part

A—0

a (1300 - 22(V) ~ 2a\/§ (220 + 1 (M)

la fin va de soi...



EXERCICE II

Développements asymptotiques

Pour tout entier n > 3, on note P, le polynome X" —nX + 1.

1. Montrer que pour tout entier n > 3, P, admet une et une seule racine dans |0, 1[, notée
Tp-
2. Donner un équivalent simple a,, de x,, lorsque n tend vers +oo, de la forme n%

3. Donner un équivalent simple de x,, — a,.

Remarquons qu’ainsi : x,, = a, + b, +0(b,), lorsque n — +oo, avec b, = o(a,), (développement
asymptotique a deux termes a la précision b,,).

PROBLEME

Inégalité de Prékopa et Leindler

Partie I. Une inégalité de Prékopa et Leindler
1. Soient A un réel dans Pintervalle |0, 1], et a et b deux réels positifs. Montrer que
Aa+ (1 —\)b> a2

On pourra introduire une certaine fonction auxiliaire dont on justifiera la concavité.
Montrer en outre que pour tout réel u > 1,

(Aa—+ (1= A)b)™ < Aa" + (1 — A)b™.

On commence par remarquer que le cas ot a ou b est nul se traite immédiatement.
Ensuite, on suppose que a et b sont strictement positifs et on écrit :

a*' ™ = exp(An(a) + (1 — \) In(b)).

On utilise ensuite que la fonction exponentielle est convexe.
Pour la seconde inégalité, il suffit de justifier que la fonction x — x* une fois prolongée
par continuité en 0, est de classe C' sur [0, +oo[, puis qu’elle est conveze...

2. Soient a et b deux réels positifs et A un réel dans |0, 1[. Montrer que
(a+b)* < a + 0.

On commence par traiter le cas b = 0. Ensuite, on five b € R’ et on étudie les variations
de la fonction a — a* — (a + b)*

Dans toute cette partie, A est un réel appartenant a Uintervalle |0, 1[, et f, g, h sont des
fonctions de C°(R, R, ) intégrables qui satisfont I'inégalité suivante :

Ve eR, VyeR, h(Az+ (1-N)y) > f(x)g(y)

Le but de cette partie est de montrer I'inégalité suivante, a laquelle on fera référence par
"inégalité de Prékopa et Leindler", ou en abrégé "P-L" :

/_ :o h(z)de > ( _:O f(:c)dgc)A ( /_ :O g(ac)dx)l_/\. (1)



Dans les questions 3, 4 et 5 on supposera de plus que f et g sont strictement positives,
c’est-a-dire pour tout réel z, f(x) > 0 et g(x) > 0.

. On pose F' = fj;o f(z)dx et G = fj;o g(x)dz. Montrer que pour tout ¢ dans l'intervalle
10, 1], il existe un unique réel noté w(t) et un unique réel noté v(t) tels que

1w 1 [v®
F/ f(x)dz =t, 5/ g(z)dx =t.

On pourra étudier les variations de la fonction f; : u — %ffoo f(z)dx.

La fonction fi est donc une primitive de la fonction f/F. A ce titre, la fonction f, est de
classe C' et sa dérivée est strictement positive, on voit venir le théoréme de la bijection
croissante !

. Montrer que les applications u et v sont de classe C! sur I'intervalle ]0,1[ et, calculer
pour chaque t €10, 1] les nombres dérivés u/(t) et v'(t).
F

ou ”

application directe du théoréme du C*-difféomorphisme. On a par u' =

. Montrer que ’ensemble image de application w définie sur |0, 1] par
Vi €]0,1[, w(t) = Au(t) + (1 — No(t)

est égal & R, puis prouver que w définit un changement de variable de |0, 1[ sur R. En
utilisant ce dernier et fj;o h(w)dw, montrer que f, g et h satisfont 'inégalité "P-L" (1).
Il faut montrer que w est une bijection de classe C*

On pose ¥(u) = exp(—u?) pour tout réel u.

A partir de maintenant, on suppose que les fonctions f, g et h sont seulement a valeurs
positives ou nulles.

. Prouver que pour tous z,y € R,
U(Az + (1= N)y) > V() (y)'

Converité de x — 2.

Soit M un réel strictement positif. On suppose dans les questions 7, 8 et 9 que f et g sont
nulles en dehors de U'intervalle [— M, M]. On pose A = min(\,1 — ), © = max(\, 1 —\)
et M = M max(A, 1 — X). Pour chaque réel u, on pose :

2 —
1 .
exp ——2<u—M>>, st |u| > M,
w0 (=& (1 i > 7
1, si|ul < M.

. Soit z,y € R. On pose z = Az + (1 — \)y. Prouver que si |y| < M, alors V(z) < Uy (2).
De méme, prouver que si |x| < M alors U(y) < Wy, (z).
Si|z| < M, alors Uinégalité ¢(x) < ta(2)est facile.
Cas |z| > M.
L’indgalité triangulaire donne
2] < Jaef + (1=)[y]

puis Uhypothese ly| < M donne 0 < |z| — M < |x|. On en déduit la majoration
(|2|M)? < N22? < ©%?

puis la premiere inégalité...
Meéme principe pour la seconde



8. Soit € €]0,1[, f- = f + eV et g. = g + e¥. Montrer que

Yo,y € R, fo(@) ge(y)' ™ < h(z) + (1% + lgllea ) (Par(2)* +eP(2),

o z = Az + (1 — A)y. On commencera par appliquer 'inégalité de la question 2, puis
les deux questions précédentes. On rappelle que f(z) = 0si |z| > M et que g(y) = 0 si
ly| > M.

Prenons x et y dans R et appliquons, comme on nous y invite, l"inégalité de la question

2 :

0 < (fo(@)* = (f(2)+ev(2))* < flo) e (2)*0 < (g:(2))' 7 < gly)' "M (y)

Reste a multiplier ces inégalitées entre nombres positifs ...

9. En déduire que si f et g sont nulles en dehors d’un intervalle borné alors 'inégalité "P-L"
est satisfaite.

Question 9. Avec les notation de Q8 et Q7, on introduit de plus la fonction h., de R
dans R,

he : tes () + (LI + gl War )™ + 20 (2).

On vient alors de voir :

M)k My) < ho(Ax + (1= Ny).

On montre que fonctions f., g. , he sont strictement positives intégrables et on applique
appliquer l’inégalité de la question 5.

On peut maintenant remarquer que la fonction f < f., g < g, et finir en laissant tendre
€ wvers 0.



10.

11.

12.

Soit n € N. On désigne par x,,: R — R la fonction continue qui vaut 1 sur [—n,n], qui
vaut 0 sur | — oo, —n — 1] U [n + 1, +00] et qui est affine sur chacun des deux intervalles
[-n —1,—n] et [n,n + 1].

Soit n € N*. Montrer que :

\V/ZE, Yy e R, Xn(I)AXn(y)I_A < Xn+1()‘x + (1 - /\)y)

Montrer que 'inégalité "P-L" (1) est satisfaite (si on choisit d’utiliser le théoréme de
convergence dominée alors on vérifiera soigneusement que ses conditions de validité sont
remplies).

La magoration ,,(z) xn(y)' > < 1

est suffisante :

Fa@)gn ()™ < @) g(y)' ™ < h(Az + (1= N)y).

On remarque de plus que les fonctions f, et g, sont continues et nulles en dehors d’un
segment, donc intrables sur R. On peut donc appliquer P-L de la question 9 au triplet
(fr) Gns ) -

Remarquer ensuite que la fonction f, coincide avec f sur [n,n] et qu’elle est positive en
dehors de ce segment. reste a faire tendre tendre n vers 400, on obtient finalement [’in-
égalité de Prékopa et Leindler est donc démontréee en toute généralité pour les fonctions
continues et positives sur R.

Partie I1. Fonctions log-concaves

Soit n un entier strictement positif. On dira qu’une fonction f de R™ dans R, est log-
concave si pour tout A dans l'intervalle |0, 1]

Ve eR", VyeR", fQz+(1-Ny)> f@)*f(y)'

Soit N: R™ — R, une norme sur ’espace vectoriel R™. Prouver alors que ’application
définie par
Ve e R, f(z)=exp(—N(z)?)

est continue et log-concave sur R™. On pourra observer que la fonction u + u? est
convexe sur R,.



