I. Préliminaires

1. La fonction t — In(1 + t) est concave sur son intervalle de définition | — 1,400 (la dérivée
seconde est négative), donc la courbe représentative est située au-dessus de la tangente au
point d’abscisse 0, ce qui fournit I'inégalité

Vie]—1,400] In(1+41¢t)<t.

La fonction g : t — ¢ Int, définie sur IRY, vérifie ¢'(t) = 14 Int. On a donc g décroissante sur
]0,e™ Y], croissante sur [e™ !, +oo] et g(t) est minimal pour ¢ = e~ !, ce qui donne l'inégalité

1
Yt €]0,+o0]  tInt>gle™) = -

2. D’apres le cours, 1 est un C*-difféomorphisme de I sur J si et seulement si Vo € I ' (z) # 0.
1 1

= Pog T V@)
en posant x = 1~ (y) € I, c’est-a-dire y = ().

Dans ce cas, on a, sur .J, (1))’ autrement dit, siy € J, ona (1) (y) =

II. Construction d’une application particuliere

3. e Si f € H, alors pour un certain p > 0, on a une majoration de la forme
2 1
=fwe T < e,
p

. . 7 . re . j— 2 . —
cette fonction majorante étant intégrable sur IR (en effet, lim w?e ™" = lim wve "’ =0
u—too v—+00

Yu e R ‘f(u)e*%

. , —pu? I 1 ..
par croissances comparées, donc e est négligeable devant — au voisinage de —oc et de
U

2
+00). Comme f € Hy, la fonction u — f(u) e est donc intégrable sur R et a fortiori
sur | — oo, ] pour tout x réel, ce qui justifie 'existence de Fy(x) pour tout z € IR.

2
e La fonction Fy est une primitive de la fonction continue u — f(u) e, donc Fy est de
classe C! sur IR et

u2
Vu € R, (Fp) (u) = f(u)e™ 2 #0.
Donc F ralise un C'-difféomorphisme de IR sur Fy(IR). De plus on a lim Fy = 0 (reste

d’une intégrale convergente ) et 1+im Fy =+2m car f € Hy, donc
Ff(IR) :] lim Ff, Em Ff[:}o, \% 271'[

Conclusions : Fy est un C*-difféomorphisme (croissant) de TR sur |0, v/27].
4. Il existe une et une seule fonction ¢ : IR — IR telle que
vz e R Fi(p(z)) = Fi(z) .
c’est :

Y= (Ff)71 o F}.

5. L’application ¢ est la composée de deux C'-difféomorphismes (F; de IR sur 10, V27|, puis
(Fy)~! de]0, vV2r| sur R), donc c’est un C'-difféomorphisme de IR sur IR ; il est strictement
croissant comme composée de deux applications strictement croissantes.

6. On a ¢'(z) > 0 pour tout z réel, d’ot lexistence de In(¢'(z)). Dérivons la relation
¢ = (Fy)~' o I, cela donne

/ / —1\/ (Fl)/ (Fl)l
¢ =B (D) R) = (TR ~ Ty or




autrement dit, pour tout x réel, on a la relation

L (I
En prenant le logarithme, on obtient
1 x?

VeeR  In(¢(z)) +1n (f(¢(x))) - se@P=-%.

De méme, (¢~ !)'(z) > 0 et, de o' = (F}) "' o Fy, on tire
G Fl(f’; )@1 . osoit VoeR (p71)(x) = : @f;f ,
puis
1 2
veeR,  In((p7)(@) -l (f@) -5 (@) =5

2
7. La fonction g : u — h(u)f(u)e_% est continue par morceaux et intégrable sur IR, I’application
¢ est un C!-difféomorphisme de IR sur IR : il résulte donc d’un théoreme du programme

que Papplication (g o ) ¢’ est intégrable sur IR avec / g= / (gop) ¢, c’est-a-dire
R R

“+o00 u? “+o00 Lp(v)z
/ W(u) fu) e du = / W) Fo@) e 2% o (v) dv

+oo 2
= / h(p(v)) e T do,

d’apres les calculs de la question précédente.

1(0)}. On a alors A > 0 et, pour x > A, la fonction ¢ est crois-

2
sante et positive sur [z, + 1] donc il en est de méme de ¢?, la fonction u e est
décroissante et positive sur [z,z 4 1] ; ainsi, pour u € [z,z + 1], on a ¢?(u) > ¢*(z) > 0 et

2 (z4+1)?
7u — . . N . Ve . 7
e 2 >e 2 > 0 donc, en multipliant membre & membre ces inégalités, on a

8. Prenons A = max{l,cp*

2 _u? 2 _@£)?
Yu € [z, z + 1] pi(u)e” 2 > (x)e .

Enfin, en intégrant par rapport a u sur le segment [x, 2+ 1], on obtient 'inégalité demandée.

'lL2
9. e Soit la fonction h : R — IR, z + x2. La fonction ¢ :u — h(u) f(u) e” 2 est intégrable sur
R car

u? 1

'lL2
Yu € R,0< h(u) fu) ez =u® f(u)e” 2 < —u? e
p

cette fonction majorante étant intégrable sur IR par des considérations de croissances com-

2
parées habituelles. De la question 7., on déduit alors que la fonction u — <,0(u)2 e™ 'Y est



r+1 2
intégrable sur IR, ce qui entraine notamment que lim 0% (u) e 7 du = 0. Il existe

T—r+00 -

donc un réel positif C' tel que pour tout z € [C, +o0],

x+1 uw?
/ <p2(u) e 2 du<1l.
x

(z+1)*

Pour x > max{A,C}, on a alors, par la question 8 ., ¢?(z) e 2 < 1, donc
(z+1)* (|lz|+1)?
pa) <e ' =e

e Pour achever de répondre a la question, il faut reprendre une démarche analogue lorsque =
z 2
tend vers —oo. Commengons par dire que lim / @Q(u) e~ % du = 0 donc il existe un
z——00 [, 1

réel négatif C’ tel que pour tout z €] — oo, ('],

x 2

OS/ <p2(u)e_u7du§1.
r—1

Par ailleurs, en prenant A’ = min {0, <p_1(0)}7 siz < A, alors, pour tout u € [z—1,z],on a

p(u) < p(a) <0 dot 0 < p*(z) < P*u), et 0 < a? < w? < (o —1)? = (Jo] +1)%
(lz +1)2 2
donc 0 < e 2 < et puis, par multiplication d’inégalités a membres positifs,

p _ (lal41)? o O \
©*(u) e > ¢*(x) e 2 ; en intégrant enfin cette inégalité par rapport & u sur

[z — 1, ], on obtient, pour tout x €] — oo, A']

T u?
[ Fwet duz e
r—1

_u?
2

|z]+1)?
2 .

2
(|z|+1)? (lx]+1)
Pour z < min{A4’,C"}, on a alors ¢*(z) e~ T2 <1, Cest-ardire lo(z)| <e :

e II ne reste plus qu’a choisir B = max{A, C,|A’|,|C’|} pour en finir avec cette question assez
technique. On a maintenant pour tout rel u tel que |u| > B

(Jul+1)?

lp(u)] <e

2
10. Remarquons que, si g est une fonction dérivable, alors la dérivée de ug(u) e 'Y vaut :

u2

(9'(w) —ug(u)) e™ 7 .

On cherche alors g telle que ¢'(u) —u g(u) = u p(u) — u? — ¢’ (u) + 1 et on trouve, sans
trop de peine que g(u) = u — ¢(u) convient. En conclusion,

/u (v(v) —v* — ¢’ (v) + 1) e*%i dv=(u—pu)e 2 +C.

11. Si a et b sont deux réels, on a donc

2 b2

b 2
/ (up(u) —u® — ¢ (u) + 1) e T du= (b—p®) e 2 — (a—(a)) e



2

2
Or, la fonction u + (u—go(u))e_uT tend vers zéro en —oo et +0o : en effet, liI:il ue™ % =0
U—r L0

et, pour |u| assez grand, on a
(Jul +1)2 uj) _ ( u2—2\u|—1> .
A 9 ) =P A .

L’intégrale I est donc convergente et

0< lp(u) e | < exp 0.

b2 a?
I= lim (b—¢(b)e 2 — lim (a—p(a))e” 2 =0;.
Jm (0= (b)) i (a = ¢(a)) ,
Remarque. Ce raisonnement prouve seulement la convergence de I'intégrale (doublement)
impropre I, et non pas 'intégrabilité de la fonction considérée (I'intégrande) comme il est
demandé dans le préambule...

III. Une inégalité intéressante

12. e En utilisant I'inégalité (2) du “préliminaire” et le fait que f € H, on obtient
1

- e_uTQ < f(u) In (f(w)) e_uT2 < %e_’”ﬁ (—lnp—l— (% —p)uQ) .

2
La fonction u r f(u) In(f(u)) e est encadrée par deux fonctions intégrables sur
IR, donc est intégrable sur IR. En effet, si a, b, ¢ sont trois fonctions réelles contin-
ues par morceaur sur un intervalle J et vérifient a < b < ¢ sur J, les fonctions a et
¢ étant intégrables sur J, on déduit les inégalités b < ¢ < |c|, =b < —a < lal|, puis
|b] < max{lal,|c|} < |a| + |¢| et la fonction |a| + |c| est intégrable sur J, donc b aussi.
On a donc la convergence (absolue) de l'intégrale E(f).

e Pour la convergence de l'intégrale ®(f), notons que
2 2 2 2 2
}u — <p(u)|2 e~ T < (|u| + @(u))2 e =ule T 4 2|ul p(u) e+ o(u)? e~

et chaque terme est une fonction de u intégrable sur R (évident pour le premier, déja dit a
la question 9. pour le troisiéme, et conséquence de 2|u|p(u) < u?+@(u)? pour le deuziéme).

13. En appliquant la question 7. avec h(u) = In (f(u)), on obtient

2

E(f) = /+<>O In (f(gp(u))) e Y du.

— 00

14. Calculons :
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en utilisant les calculs de la question 6. Par ailleurs, cela ne change de retrancher I'intégrale
I de la question 11., cette derniere étant nulle. On obtient ainsi

2

E(f)-o(f) = E(f)-2() -1

+o00
/ (wp(u) —u? —In (¢ (u)) —up(u) + v + ¢ (u) — 1) e” 2 du

= /J:O (gp’(u) —1—In (@’(u))) ef%i du .

15. De l'inégalité (1) du préambule, on déduit E(f) > ®(f).

16. Une condition nécessaire et suffisante pour que E(f) soit égal & ®(f) est que lon ait
VueR ¢ (u)—1—1In(¢' (u)) =0 (en effet, une fonction continue, positive, et intégrable
sur IR a une intégrale nulle si et seulement si c’est la fonction nulle). Or, la fonction
x+— Inz — x + 1 ne s’annule que pour x = 1, la condition citée équivaut donc & ¢'(u) = 1,
soit p(u) =u+ C.

Mais, si p(z) = x+C, alors ¢~ (z) = x — C et la deuxieme relation de la question 6. donne

02
f(z) = exp (C:L‘ - 7) On vérifie qu’un tel choix de f conduit bien & p(z) =z + C : en

effet,
z+C Cu— c? 2 z+C (u—C)? T 2
/ e Te_quu:/ e” 2 duz/ e du.
— 00 —00 —oo
2
Il reste enfin a vérifier que la fonction x — exp (Cw — —) appartient & Hy, ce qui est un

peu pénible... Allons-y toutefois : pour tout C' € R fixé, il faut prouver 'existence de p > 0
tel que Vx € R g(x) <1, en posant

(z — C)? C?

g(z) = p exp (px2 — T) =p exp ((p— %)xQ +Cx — 7) .

(9(z) dépend aussi des parametres C' et p). On constate que ¢'(z) = ((2p — 1)z + C) g()

1
donc, en choisissant p € ]O, 3 [, la fonction g est positive et atteint son maximum en

02
——— ; on calcule la valeur de ce maximum, on trouve maxg = p exp( )
1-2p R 1-2p

Comme cette expression tend vers zéro lorsque p tend vers 0, il est bien possible de choisir

2
vérifiée pour une telle valeur de p, donc f € H, puis f € Hy (évident : translation de la
variable dans lintégrale comme ci-dessus).

1
pE ]O, — [ pour lequel ce maximum est inférieur & 1, la condition (A) de I’énoncé est alors

CQ
En conclusion, les fonctions f telles que E(f) = ®(f) sont les fonctions x +— exp (Caj - 7),
pour tout C réel.



