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DS n°4

Il sera, dans la notation, tenu compte de la présentation et de la qualité de la rédaction. Les résultats
devront obligatoirement étre encadrés a la régle, le texte et les formules ponctués, un minimum de
80% des s u pluriel et de 70% des accents est requis.

Pénalits (jusqu’a 15% de la note) pour :
— manque de soin ou de lisibilité
— formules mathématiques non ponctuées
— recours a des abréviations autres que ssi (tt., qgs., fct., ens...), ou symbloles logiques mélangés
a du texte.
L’usage de la calculatrice est interdite.

Le probleme de Dirichlet est un probleme aux limites bien connu en théorie du potentiel, en particulier
lorsquon est en présence dune symétrie de révolution.

Dans le plan R?, étant donnée une succession continue de valeurs sur un contour fermé (en particu-
lier sur le cercle trigonométrique), il sagit de déterminer une fonction (par exemple un potentiel en
physique) harmonique & lintérieur du domaine délimité par ce contour et coincidant avec les valeurs
données sur le contour. Dans le cas particulier ot I'on a des valeurs polynomiales sur le contour fermé,
on obtient comme solution un polynéme harmonique.

Les applications physiques liées a ce type de probléme aux limites sont nombreuses, par exemple en
géophysique, en physique quantique et en cristallographie.

Rappels et notations

- L’espace vectoriel R? est muni de sa structure euclidienne canonique et de la norme associée
|.|l2 définie par ¥(z,y) € R?, ||(z,y)|2 = V2 + 32

- Si (z,y) € R?, la notation D((z,y),r) (respectivement D((x,y),r)) désigne le disque ouvert
de centre (x,y) et de rayon r (respectivement le disque fermé de centre (x,y) et de rayon 7).
En particulier la notation D(0,1) (respectivement D(0,1) et C(0,1)) désigne le disque ouvert
de centre O de rayon 1 (respectivement le disque fermé de centre O de rayon 1 et le cercle de
centre O et de rayon 1).

- On note Q un ouvert de R2.

- Si f est une fonction de classe C' de 2 dans R, 9, f ou % (respectivement daf ou %gj;) est
la dérivée partielle du premier ordre par rapport a la premiere variable (respectivement par
rapport a la seconde variable) dans la base canonique.

Si f est de classe C?, O11f ou % (respectivement Js 2 f ou giy];) est la dérivée partielle d’ordre
2 de f par rapport a la premiere variable (respectivement par rapport a la seconde variable)
dans la base canonique.

- Siu : Q — R est une application de classe C? sur louvert 2, on rappelle que le laplacien de u
est 'application Au = 01 1u + 02 2u.

- Une application v : € — R est dite harmonique (sur 2) si v est de classe C? sur €2 avec
Av(z,y) = 0 pour tout (z,y) € Q.

- On appelle fonction polynomiale des deux variables z et 3 sur R? (ou plus simplement polynome
de deux variables, ou encore polynoéme quand il n’y a pas de confusion possible) toute application



de la forme
P : R? = R; (z,y) — Z ag ity

k,leN
k+I<m

ou n est un entier naturel fixé et les oy ; sont des coefficients réels.

Le polynoéme nul est celui dont tous les coeflicients sont nuls ; son degré est par convention —oo.
De plus, pour tout polynéme P non nul, le degré de P est 'entier naturel d(P) défini par
d(P) = max{k +1/ o # 0}.

On note P l'ensembledes polynémes a deux variables et pour tout m € N, P, I’ensembledes
polyndmes a deux variables de degré inférieur ou égal & m. On admettra dans tout le probleme
que P est un R-espace vectoriel pour les lois usuelles et que P, (m € N) en est un sous-espace
vectoriel.

Enfin, un polynome est dit harmonique s’il définit en plus une application harmonique sur R2.

Objectifs

Dans la partie I, on donne quelques propriétés simples des polyndémes et des polynomes harmoniques.
La partie II étudie certaines applications harmoniques; les résultats obtenus seront utilisés dans la
partie III.

La partie III s’intéresse au probleme de Dirichlet sur le disque unité, puis la partie IV se focalise sur
le probléeme de Dirichlet dans le cas ou la condition au bord est polynomiale. On détermine pour finir
la dimension de sous-espaces vectoriels de polynomes harmoniques.

I. Résultats préliminaires

I.A Soient Q un ouvert non vide de R? et P un polynéme de deux variables, tel que P(z,y) = 0
pour tout (z,y) € Q.

I.A.1 a. Montrer que pour tout (z,y) € 2, I'ouvert Q contient un sous-ensemble de la forme
IxJ,oul et Jsont des intervalles ouverts non vides de R contenant respectivement x et y.
L’utilisation d’un dessin sera appréciée; ce dessin ne constituera cependant pas une preuve.

b. En déduire que P est le polynéme nul. On pourra se ramener a étudier des fonctions poly-
nomiales d’une variable.

I.A.2 Ce résultat subsiste-t-il si ’ensemble {2 admet une infinité déléments mais n’est pas supposé

ouvert ?

1.B

1.B.1 Soit m € N. Justifier que 'esoace vectoriel P,,, est de dimension finie et déterminer sa

dimension.

I.B.2 Déterminer un polynome harmonique de degré 1, puis de degré 2.

1.B.3

a. Montrer que I'ensemble des polynomes harmoniques est un sous-espace vectoriel de P.
b. Pour tout m > 2, on note A, la restriction de A a P,,. Montrer que dim(ker(A,,)) > 2m+1.
¢. Que peut-on déduire pour la dimension de I’espace vectoriel des polynémes harmoniques ?

I.C Déterminer, dans chacun des cas suivants, un polynéme harmonique H qui vérifie H(z,y) =

f(z,y). pour tout (z,y) € C(0,1) :

I.B.2 f(z,y) = xy;

I.B.2 f(x,y) =z* —y*



II. Quelques exemples d’applications harmoniques

Soit 2 un sous-ensemble ouvert inclus dans R?. On définit, pour tout A € R et tout couple (29, o) € R?,

on,yo,)\ = {A(%,y) + (.%0, yO)/ (.’L',y) S Q}

ITI.A On prend pour Q (uniquement dans cette question) lintérieur du triangle équ’ilatéral de
sommets (1,0), (—1/2,v/3/2) et (—1/2, —/3/2). Faire un dessin sur lequel apparaissent € et
Q21,12

II.B Soient A € R* et (xg,y0) € R? fixés.

II.B.1 Soitf : € — R une application harmonique de classe C? telle que 91 f et Oaf soient de
classe C? sur Q. Montrer que les applications ) f et dsf sont également harmoniques sur €.

I1.B.2 Par quelle(s) transformation(s) géométrique(s) I’ensemble€d, ,,, \ est-il 'image de 7 Jus-
tifier que ;40,1 €st un ouvert de R

I1.B.3 Soit g : €4, 4,2 — R une application harmonique. Montrer que 'application ((z,y) —
g(A(x,y) + (z0,y0)) est harmonique sur €.

I1.C

II.C.1 Montrer que les applications

hi : R\ {(0,0)} = R; (2,y) — In(2® +y*) et hy R*\ {(0,0)} = R; : (z,y) — ﬁy?
sont harmoniques sur R? \ {(0,0)}.
II.C.2 En déduire que, pour tout ¢ € R, 'application (z,y) — 1_((x+cos(;)2)i;§y+51n(t))2) est harmo-

nique sur R?\ {(0,0)}.

II.D Un exemple fondamental
Pour (z,y) € D(0,1) fixé, on définit le nombre complexe z = x + iy et on pose pour ¢ réel
(quand l’expression a un sens) :

1 |eP 1— (22 +9?)

B |z —ei|2 " (z—cos(t))? + (y — sin(t))?’

N(z,y,t)

II.D.1 Montrer que, pour tout ¢t € R, I’application
Ny @ D(0,1) = R; (z,y) — N(z,y,t)

est harmonique sur D(0,1). On pourra utiliser la question II.B.3.
I1.D.2 Dans la suite de cette partie, le couple (z,y) est fixé dans D(0, 1).
Montrer que t — N(z,y,t) est définie et continue sur [0, 27].
I1.D.3 Soit t € [0,27] fixé. Déterminer deux nombres complexes « et 3, indépendants de ¢ et de
z, tels que
a B

N t)y =-1 . —,
(@,y,%) + 1— ze it + 1 — zeit

IL.D.4 En déduire que - 027r N(z,y,t) dt = 1.

On pourra écrire Tle—zt sous la forme de la somme d’une série.

I1I. Probléme de Dirichlet sur le disque unité de R?

Soit f : C(0,1) — R une application continue. On appelle Dy ’ensemble des applications définies et
continues sur D(0, 1), harmoniques sur D(0,1) et qui coincident avec 'application f sur C/(0,1).

Le probleme de Dirichlet sur le disque unité de R? associé & f, consiste & rechercher les éléments de
I’ensemble Dy.



On définit en outre, en reprenant les notations de la partie II, I’application
1 2

Ny(z,y) = o /) N(z,y,t)f(cos(t),sin(t)) dt

sur D(0,1) et application

_ [ Ny(z,y) st (2,y) € D(0,1
u(ﬂfvy)—{ flz,y) st (2,y) € 00,1

~—

sur D(0,1).
ITI.A Etude de l’application Ny.
III.LA1 a. 5/2 Montrer que Ny admet une dérivée partielle 0,1 Ny dordre 2 par rapport a x.

De méme on peut montrer que Ny admet des dérivées partielles dordre 2 par rapport a toutes
ses variables, continues sur D(0,1). Ce résultat est admis pour la suite.

3/2 On admet que pour tout (z,y) € D(0,1), pour tout (i,5) € {1,2}2,
2

1 )
0;,jNs(x,y) = By ; 0;iN (x,y,t) f(cos(t),sin(t)) dt.

b. En déduire que u est harmonique sur D(0, 1).
ITI.A2 Dans cette question, on fixety € [0,27], (z,y) € D(0,1) et € > 0. De plus, on note, pour
tout réel 6 > 0 :

Ig ={t € 10,27]/ |[(cos(t),sin(t)) — (cos(tp),sin(tg))|2 < d}

a. Montrer que I3 est un intervalle ou bien la réunion de deux intervalles disjoints. L ‘utilisation
d’un dessin sera appréciée; ce dessin ne constituera cependant pas une preuve.
b. Montrer, en utilisant 'application f, I’existence dun réel § > 0 tel que

N(z,y,t)(f(cos(t),sin(t)) — f(cos(to),sin(ty))) dt

S
IO

<

c. Soit § > 0 quelconque. Montrer que, si t € [0,27] \ I3 et ||(z,y) — (cos(to),sin(to))|| < §/2,
alors
1— (22 +y?)
52
d. Déduire qu’il existe n > 0 tel que, si ||(z,y) — (cos(to), sin(tp))|2 < 7, alors

[N (z,y,t)| <4

<

[N Q)

/ N(z,y,t)(f(cos(t),sin(t)) — f(cos(to),sin(to))) dt
te[0,2m\I3

ITI.A3 Prouver que u est une application continue en tout point de C'(0, 1). Quen conclut-on pour
I’application u ?

ITI.B. Dans cette sous-partie, on suppose que f est 'application nulle sur C(0,1) et que u est un
élément de Dy. Pour tout n € N, on définit 'application

un ¢ (z,y) € D(0,1) = u(x,y) + %(SL‘Q +12).

ITI.B1 Supposons que u, admette un maximum local en (Z,7) € D(0,1).



a. En sintéressant au comportement de la fonction = — uy(x,y) montrer que, dans ce cas,
81,1un(:)?, gj) S 0.
De méme, on peut montrer que 02 pun(Z,y) < 0. Ainsi Auy,(Z,7) < 0. Ce résultat est admis
pour la suite.
b. En déduire que u, nadmet pas de maximum local sur D(0, 1).
ITI.B2 En déduire que, pour tout (z,y) € D(0,1), uy(z,y) < 1/n.
ITI.B3 Montrer que u est identiquement nulle sur D(0,1).
III.C. Prouver que, pour toute application continue f : C'(0,1) — R, 'ensembleD; admet exac-
tement un élément.

IV. Retour sur les polynomes harmoniques

IV.A. Dans cette question, m est un entier supérieur ou égal a 2. On considere un polynoéme
P € P,,, et on note P¢ la restriction de P au cercle C(0,1).
IV.A1 Montrer que 'application

Gm—2 : QEPm_2—~AQEP ol Qz,y)=(1-2>-y*)Q(z,y)

est linéaire et injective et que Im(¢p—2) C Pm—2.

IV.A2 En déduire qu'il existe un polynéme T’ € Py, tel que P+ (1 —22 —y?)T soit un polynome
harmonique.

IV.A3 Montrer que I'unique élément de I’ensembleDp,, est la restriction a D(0,1) dun polynéme
de degré inférieur ou égal a m.

IV.A4 Expliciter I'ensembleDp,, quand le polynome P est défini par P(z,y) = x3.

IV.B.

IV.B1 Soit P € P. Montrer que P se décompose de maniére unique sous la forme :

P(z,y) = H(z,y) + (1 - 2° = *)Q(z,y),

ol H est un polynéme harmonique et Q) € P.

IV.B2 Soit m € N. On note H,, le sous-espace vectoriel des polynéomes harmoniques de degré
inférieur ou égal a m. Déterminer la dimension de H,,.

IV.B3 Déterminer explicitement une base de Hs.

IV.C. Dans cette derniere sous-partie, on se place sur R” pour un entier naturel n > 3 et on
reprend les notations précédentes, en adaptant les outils au contexte de R™; en particulier on
considére maintenant les applications polynomiales & n variables. On admet que le probleme
de Dirichlet sur la boule unité de R™ associé a une fonction continue et définie sur la sphere
unité (notée S, (0,1)) f : Sp(0,1) — R, admet encore une unique solution.

Soit m € N*.
IV.C1 Montrer que ’ensemble

{(’il,ig,...,’in> S Nn/ 1w+ +ip :m}
a pour cardinal (”J“z_l). En déduire la dimension de P,,.
IV.C2 Déterminer la dimension de H,, en fonction de m et de n.



