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—+00

(5/2) Soit la série entiére de la variable complexe z, > < =
n>1

(3/2) Pour tout n € N* on considére 'application u,, : C — C;z j—%

1. (5/2)Donner le rayon de convergence de cette série entiére. On note f sa somme.
(3/2) Soit z € C. Montrer que si [2] < 1 la série }_ -, u,(2) converge et que si [z| > 1
alors elle diverge.
+o00
On note f Papplication D — C; z+— > u,(z), ou D ={z € C,|z| < 1}.
n=1

2. Déterminer I'ensemble Z des complexes z pour lesquels ’application

1

ew? — 2

U —r

est continue par morceaux intégrable sur |0, +ool.

Soit
du

“+oo
g : Z— C; zr—>—/

3. (5/2) Montrer que f et g coincident sur {z € C| |z| < 1}.
4. Montrer que f(e¥) = g(e?), pour tout 6 €]0, 27|

PROBLEME

Etude topologique des polynomes a coefficients entiers

Partie I : Polynémes de Tchébytchev
Les polynomes de Tchébylchev jouent un réle crucial en mathématiques, ils sont incontour-
nables pour les concours. Il convient de connaitre par ceur ce qui suil.

On se propose de montrer de deux maniéres différentes le résultat suivant :
Pour tout entier n > 1, il existe un et un seul polynome P, tel que pour tout réel 0,

cos(nf) = P,(cos ). (1)
On dit que P,, est le n® polynome de Bernoulli.

1. Unicité
Soit un entier n > 1. On suppose qu’il existe des polynomes P, et P, tels que pour tout

réel 0,
cos(nf) = P,(cosf) = P,(cosh).

Montrer que P, = J-:’n.

2. Méthode recourant aux nombres complexes

Soit n un entier naturel.



(a) Soit 6 un réel. Montrer que cos(nf) = %((cos@ + isin 0)”) En déduire qu’il existe
un polynome P, tel que I'on ait (1).

(b) Montrer que le polynome P, est de degré n et préciser son coefficient dominant c,,.

3. Méthode recourant a une récurrence

(a) Soit @ un réel. Exprimer pour tout entier n > 2, cos((n + 1)) au moyen de cos((n —
1)), cos(nb) et cos(h).

(b) En utilisant la sous-question précédente, montrer par récurrence 'existence de la
suite (P,)nen+ des polynémes de Bernoulli, dont on précisera au passage le degré et
le coefficient dominant c¢,,.

4. Une propriété de minimisation
Pour tout entier n > 1, on pose T;, = ciPn, de sorte que T, soit unitaire.

(a) Montrer que pour tout élément z de [—1, 1] et tout entier n > 1, T,,(z) = i cos (narcos(z)).
(b) Soit n un entier strictement positif. Montrer que {|7,(z)|,z € [-1,1]} admet un
plus grand élément M,, & déterminer. Déterminer les points x de [—1,1] en lesquels
|T,.(z)| = M, on précisera pour chacun d’eux le signe de T,,(z).
(¢) Soit U un polynome a coefficients réels unitaire de degré n. Montrer que {|U(z)|, z €
[—1, 1]} admet un plus grand élément M.
(d) Montrer que M/ > M,,.
Indication : on pourra raisonner par I’absurde et étudier les valeurs de U — T,, aux
points en lesquels |T,,| est maximum.

Partie 2. Théoréme de Chudnovsky

Soit le polynome a coefficients entiers, p = 2X (1 — X). La suite (p,)nen, 00 po = p et pour
tout entier n > 1,

Pn=POPO..ODP,
n termes
Soit [a, b] un segment. On suppose dans cette partie que [a, b] est inclus dans |0,1]. On pose par
ailleurs Dy = {Z, (p,q) € Z x N},
1. Montrer que pour tout x € [a,b], (p,(z))nen converge vers 1.
2. Montrer que la suite (p,)nen converge uniformément sur [a, b].
3. Soient (f,)nen €t (gn)nen des suites d’applications continues de [a, b] dans R qui convergent
uniformément et respectivement vers des applications f et g.
Montrer que la suite (f, + gn)nen (resp. (fn gn)nen) converge vers f + g (resp. fg)).

4. Montrer que toute fonction polynomiale ¢ de [a,b] dans R, & coefficients dans Dy est
limite uniforme d’une suite de fonctions polynomiales de [a,b] dans R a coefficients
entiers.

5. Montrer que D, est dense dans R.

6. On désigne par P([a,b]) 'ensemble des fonctions polunomiales de [0, 1] dans R a coef-
ficients entiers. Montrer que P([a,b]) est une partie dense de I’espace vectoriel normée
(C%([a,b],R), || - |leo) (théoréme de Chudnovsky).

7. Montrer que P([0, 1]), ensemble des fonctions polunomiales de [a, b] dans R & coefficients
entiers n’est pas une partie dense de (C°([a,b], R), || - ||so)-



Partie 3.
Nous ne supposerons pas dans cette partie que [a,b] est inclus dans ]0, 1], et nous y sup-
poserons méme que b — a > 4. Nous nous proposons démontrer que P([a,b)) est fermé dans

(C([a, L. R), [ - o)

Soit alors une suite (g, )nen d’éléments de P([a, b]) qui converge dans ’espace vectoriel normé
(C%([a,b],R), || - [|oc) vers un élément g supposé non nul. Les termes de la suite (g,)nen sont
alors non nuls a partir d’un certain rang, et quitte a extraire une sous-suite nous supposerons
qu’aucun de ses termes n’est nul. On peut alors pour tout entier n > 0, définir le degré d,, de
¢n et son coefficient dominant a,,.

Soit ¢ 'application

a+b b—a
+ 2
1. Montrer que pour tout n € N ¢, o ¢ est un élément est une application polynomiale de
[—1, 1] dans R, dont on précisera le degré et le coeflicient dominant b,, ; dans la suite on
notrea p,, cet élément.

[—1,1] = [a,b]; t — t

2. Pour tout entier naturel n tel que d,, soit non nul montrer :

b—a\™
n 0022 .
Il =2 (* %)

3. En déduire que la suite (d,),en est bornée.

On utilisera la partie 1.

4. Montrer que pour tout entier naturel § I'espace vectoriel des fonctions polyndémes de
[a,b] dans R a coefficients réels et de degré inférieur ou égal a 0 est un fermé de I'espace
vectoriel normé (C%([a, 0], R), || - [loo)-

5. Montrer que ¢ € P([a,b]).

6. Conclure.



