MP* KERICHEN 2023-2024
correction du DS n°8

I. Inégalité polynomiale de Bernstein et applications.

I.A - Polynomes de Tchebychev

1. On montre par récurrence que ’Vn € N, deg(T,) =n ‘

- C’est vrai aux rang 0 et 1.

- Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n > 1. On a alors Ty, = 2XT,, — T,,—1 qui est
somme de deux polyndmes de degrés n+1 et n— 1. Comme ces degrés sont différents, T}, 41
est de degré max(n + 1,n— 1) =n+ 1.
(T )o<k<n étant échelonnée en degré est libre. Elle contient n + 1 éléments de C,,[X] qui est de
dimension n + 1. Ainsi,

(Tk)o<k<n est une base de C,[X]

2. Notons (R,,) lerésultat & prouver.
— (Ryp) et (R1) sont instantanéments vrais ;

— soit un entier n > 1. Supposons (Ry) vrai pour k = 0,1,...,n. On a alors par (R,,) et (R,—1

Tr+1(cos(8)) =2 cos(0)T5,(cos(0) + Th,—1(cos(6)) = 2 cos(#) cos(nb) — cos((n — 1)8)
=2 cos(#) cos(nh) — cos(f) cos(nh) — sin(0) sin(nd) (1)
= cos(0) cos(nf) — sin(#) sin((n)f) = cos((n + 1)8).

D’ou (Rn+1).

Par récurrence on a prouvé que pour tout m € N,

’ T, (cos) = cos(n +) ‘

3. Pour tout n € N, on vient de montrer que T),(cos) € S, ; Soit un élément P de C,,[X]. Il est une
combinaison linéaire de Ty, ...T,, donc, comme S,, est un espace vectoriel m.

4. Soit n € N.
Soit x € [—1,1]. Ty, (x) = Ty (cos(arccos(x))) = cos(narccos(z)) < 1. Donc || Ty || oo (1,1 < 1
Mais T},(1) = cos(n arccos(1)) = cos(n x 0) = cos(0) = 1. Donc

1Tl poo (—1,1)) = 1

5. Prouvons par récurrence sur n que
VO € R, |sin(nf)| < n|sin(0)|

— (C’est immédiat au rang 0 ;

— Supposons le résultat vrai jusqu’a un rang n > 0. On a alors, pour tout réel 6,
|sin((n + 1)0)| < |sin(nd) cos(#)| + | sin(#) cos(nd)| < |sin(nd)| + |sin(f)| < (n + 1)|sin(0)]

et le résultat est vrai au rang n + 1.



Soit n € N.

En dérivant la relation T),(cos)) = cos(n-), on obtient
—sin T/ (cos) = —nsin(n -) (2)
En combinant ceci avec 'inégalité précédente :
|sin | |77 (cos)| < n?|sin |
Donc comme sinus de s’annule pas sur |0, 7], pour tout = €] — 1,1],
T ()| = | T/, (cos(arccos(z))| < n?

Inégalité vraie pour x = £1 par continuité du polynéme 7,.
En dérivant (2) et en évaluant en 0, il vient : sin?(0)7"(1) — cos(0)T"(1) = —n? cos(n x 0), soit
T'(1) = n? On a donc

Vn e N, [Tl ooy = 7°

1.B - Inégalité de Bernstein

6. Par hypothese, et en notant c le coefficient dominant de A,

2n
A=c][(X - o)
j=1
On en déduit que
2n
Al =c H (X — o)
k=11<j<2n
J#k
et en particulier pour k = 0, ...2n,
Al(ag) = c (o — aj);
1<5<2n
J#k

A(X)

Posons pour k = 0,...2n, Ly = X—ar)ATan) C© qui précede on reconnait en Ly le k° polynome
d’interpolation de Lagrande aux points ay, ...aa,. Donc

VB € Cona[X], B(X) = ;B(ak) (X — o) A’ (ag)

On peut aussi utiliser la décomposition en éléments simple de %, particulierement aisée puisque
les poles sont simples.

7. Soit A un complexe. On a Py\(1) =0 et donc ’ (X — 1) divise P ‘

8. Soit A € C. Les deux membres de 1’égalité a prouver étant des expressions linéaires vis a vis de
P, il suffit de vérifier la formule pour des P formant une base de Ca,[X], par exemple les X*.

Or,

(AX)E — \F
X -1
et la valeur en 1 est kA¥, qui est bien A(kA*~1).

:)\k(Xk—1+Xk—2++1)



10.

11.

12.

VA€E C, Q1) =AP'())|

On pouvait aussi écrire la formule de Taylor pour P(AX) en 1

. On a Posons wy = exp ( ) Immédiatement w = expim = —1. L’ensemble des racines 2n° de

—1 est alors wyUsy,, soit {wo,wl,. wap—1}. Mais comme wa,, = wp

2n—1 2n
RX)= ] X —we)=]] (X —w)
k=0 k=1

Soit A € C. Si on applique (I.1) avec A = R et ap = wi (qui sont bien distincts), on obtient,
compte-tenu de R'(wy) = 2nw2n 1= 2” (pulsque wk =-1)

2n
Q\(X) = _szwk

Comme les wy, sont différents de 1, I’expression de () donne alors

2n
1 P(wp) — P\ X2 +1
X)=——
@(X) 2n P wr —1 X — wp Wk

En substituant 1 & X, Avec la question 8, on a alors

2n
)\P’(/\) _ _i P (Awg) — P(\) 2 o
2n Pt wp — 1 1—wg

Il reste < & couper la somme en deux > pour conclure que

2n 2n
1 o P()) 2
AP'(N) = — ) P(Awy) —
2n ; (1-— wk)Q 2n ; (1- wk)2
Soit A € C. La formule (I.2) avec P = X?" donne,
PO o el S i B ST i o O S
n =~ (1 wp)?  2n —(1- wi)? n (1 — wg)?
On en déduit que
2n
1
— —n.
2n 1 — wk

1
ce qui permet, apres multiplication par P(\) de réécrire le second terme de (I1.2) et de conclure
que

2n
AP/(\) = % S P (Awk) (13&;? P\
k=1

n
Soit f € S, elle se met sous la forme ag + > ay cos(k-) + by sin(k-) ou ag, ..., an, b1, ..., by, sont
k=1
des complexes. Avec les formules d’Euler, on a pour tout reéel ¢,

" [ap —ib ag + iby .
ft) = ao—i-Z(kz ke’kt+7k2 ke‘““)

k=1

_ pint (aoeint I zn: <6Lk — iby, eilktn)t 4 ay + by emk)kt))
2 2

k=1



Si 'on pose

UX) =apX"+ Y (a’“ - ’“X’“+"+7akzl ’“X"’“) :
k=1

8lément de Cy,[X], on a | f(t) = e ™ U (™) |.

13. On a 1 —wy, = e¥k/2(e7r/2 — #k/2) = _2ie™?k/2 gin(ip /2) et ainsi

2w 6Pk _ —1
(1—wg)?  —detersin(pg/2)2  2sin(py/2)?

Appliquons la question 11 au polynéme U. Avec ’expression ci-dessus, on obtient

1
! _ -
AU'(A) = § U (X 2sm (2P +nU(N)

Soit ¢ € R. En particulier, pour A = €%, on obtient (puisque f'(t) = —inf(t) + ie~™elU’ (')

- AN ! - k 1 i
—ie™(f'(t) +inf(t)) = E U( (t+e ) Ssin(pr )’ +nU(e")
_ 1 in( k) 1 in
= —o 1;1 et er) (¢ 4 gok)iz Sin(on/2)? + ne™ f(t)

Comme e%* = i(—1)¥, on conclut que

14. D’apres la question 11 avec P =1, on a

et avec la question 13, on en déduit que

2n
1 1
%2'72:"
k

— 2sin (¢r/2)

Par inégalité triangulaire a partir de la question 13,

2n
1 1
< 2"; 1 £1l zoo () 2ein ()2 = nllfllpeo(=1,1))-

VO eR, |f(O) <nllfllrem

I.C - Quelques conséquences de I’inégalité (1.4)

15. Soit P € C,[X]. Posons f : t — P(cos(t)). La question 3 nous indique que c’est un élément de
Sp. Pour tout x € [—1, 1], la question 14 au point arccos(z) dit :

| f'(arccos(z))| = |—sin(arccos(x)) P'(cos(arccos(z)))| = [v/1 — 22 P'(z)| < nl fll ooy < nProo(-1,1]),

car |sin| = V1 — cos? et cos(R) = [-1,1].



16. Soit H un polynoéme primivee de —Q. On a H (cos) élément de S,, (par I.A.3) or S, est clairement
stable par dérivation (H (cos)) = Q(cos) sin, donc Q(cos) sin est élément de S,,.
Avec les notation du texte, et par 1.4.

nllfll @) > 1/ (0)] = | = Q'(cos(0)) sin*(0) + Q(cos(0)) cos(0)] = |Q(1)].

Mais cos(R) = [—1,1] et |sin| = V1 — cos? donc

Q)] <n sup ‘Q(x)m‘

—1<z<1

17. Considérons 1'élément de C,,—1[X], S¢(X) = R(tX). Par 16,

|IR(t)| = [S¢(1)] <m sup ‘St \/1—:L‘2‘<n sup ‘R(t;v) 1 —t2a22],

—1<2<1 —1<z<1

car pour tout x € [~1,1], on a 1 — 22 < 1 — 222, Donc

)

ROI<n s |[REVI-2|<n s [R@)VI-p

—[tI<y<lJt| —1<y<1

car [t| < 1.
18. Soit P € C,[X], on peut appliquer ce qui précede & P’ € C,,_1[X] :

P'(z)V1— xQ‘

vt e [-11], [P'(t)] <n sup

—1<z<1

Avec la question 15, on a donc
vt € [=1,1], [P'(6)] < 22| Pl Loe(-1.1))-

et ainsi

1P| oo (=1,17) < PP oo ((=1.1))

19. D’une part, on || Ty, || f(j—1,1)) = 1 (question 4). D’autre part, ||T},|| fe(j—1,1)) = n? (question 5).
Ainsi,

’L’inégalité est une égalité quand P =T, € C,[X] ‘

II Inégalités de Bernstein et transformée de Fourier

II.A - Transformée de Fourier d’une fonction

20. On utilise le théoreme de continuité des intégrales a parametres.
- Pour tout ¢ € R, la fonction x + f(z)e™ "¢ est continue sur R.
- Pour tout z € R, la fonction & — f(z)e™ "¢ est continue sur R.

- On a I'hypothese de domination : Vo € R, V€ € R, |f(z)e ™| < |f(z)| et la fonction |f]
est continue et intégrable sur R

Ainsi, la fonction f est-elle définie continue sur R.

Vf e LY(R), f e C'(R)




21. L’application f — f est linéaire (linéarité du passage & l'intégrale). Soit f € L*(R). On a
VR, f(Q)1< [ 1@ da =171y

et donc f € L*>*(R) avec R
1 flloo < II£111

Ceci montre que ’application linéaire f f est continue et méme 1 lispchitzienne (pour les
normes proposées).

fe f est continue de (Ll(R), I| - ”1) dans (L®°(R), || - |loo)

22. f étant continue, g l'est aussi. De plus, le changement de variable linéaire u = Az donne

[owra= [“ il

et cette quantité admet une limite finie quand a — 400 et aussi quand a — —oo. Il y a donc
intégrabilité aux voisinage des infinis et

g € L'(R)

On peut alors écire §(§) et le méme changement de variable donne

+o0 )
a6 =5 [ e a

et ainsi

I1.B - Produit de convolution

23. Soit x € R. La fonction ¢t — f(t)g(x — t) est continue sur R. On a

vt e R, [f(t)g(z — )] < [f(®)]llgllo

f étant intégrable sur R, la fonction t — f(t)g(x — t) V'est aussi, ce qui assure la définition de
f*xgsur R
Le changement de variable © = x — ¢ donne immédiatement

+oo
(f*g)(x) = / f(& —w)g(u) du = (g% f)(z)

—00

24. L’inégalité de la question précédente entraine que

vz e R, |(f *g)(x)] < llgllooll fll1

et ainsi

| £+ g est bornée et || £+ glloo < | Fll1]l9]lo |




25.

26.

On utilise le théoreme de régularité des intégrales a parametres.

eV e R, t+— f(t)g(z —t) est continue sur R.

eVt € R, x — f(t)g(z —t) est de classe C¥ sur R de dérivée p°, pour p = 0,....k, z —
F(B)g® (z —1).

oVz € R, t— f(t)g'P)(x—t) est continue sur R et intégrable, car | f(t)g®) (z—t) = O(|f(t)|)(t —
+00), puisque la dérivée d’ordre p de g est bornée.

o Va,t € R, Vp € [0, K], |F(£)g"¥) (x — )] < [g'P)]loolf(£)] et ce majorant est intégrable sur R.
Le théoreme s’applique et donne que f * g est de classe C* avec

(fxg)® = f=(g™)

Par définition

o= |

—00

+0<>(f % g)(z)e " dr = /+0<> </+Oo e T f()g(x —t) dt> dx
Avec le résultat admis,

— +oo +oo .

Fae= [ ([ e -n i) a

—00 — o0

par changement de v riable linéaire <« u = x — t > dans l'intégrale intérieure :

o= [ ([ e gt au)

donc
_ +o00 oo +oo ,
o= (f(t)e"tf [ e du> it= [ s ar
Finalement :
Frg="Fq

II. C - Introduction d’une fonction plateau

27.

28.

La restriction de ¢ a R% est de classe C*°. De plus on prouve par récurrence que pour tout k € N,
la restriction de ¢®) & R% est de la forme :

e Vtgit>0
0 sinon

t— Pk(l/t){

ou P est un polynome.

Par le théoreme de limite de la dérivée, il suffit de montrer que ¢ est continue et toutes les
dérivées ont une limite finie en 0 pour conclure que f est de classe C* sur R. C’est le cas avec
une limite nulle (évident & gauche et par croissances comparées a droite) pour toute les dérivée,
et pour la fonction une limite épointée en 0 égale & ¢(0).

’cp est de classe C* sur R‘

Soit t € R. On vérifie que

o(t) = (1 — %)
En effet, si [t| > 1,1 -2 < 0et (1 —t3) =0=1(t) etsi|t| <1, 1—t>>0et (1 —t?) =
el/(=1) — ¥ (t). Par théorémes d’opération,



29. comme primitive d’une telle fonction. De plus 6’ est nulle sur chaque intervalle | —oo, —1]
et [1, +o0[ et donc 6 est constante sur chacun de ces intervalles.

0 est constante sur | — oo, —1] et sur [1, —i—oo[‘

Par théoreme fondamental,

0(z) = /Ozzp(t) dt

0 4 L
A:—/ et’-1 dt et B:/ et?-1 dt
-1 0

Dans les deux cas, on integre une fonction continue positive non nulle et les intégrales sont > 0.
Ainsi

et les constantes sont

et les constantes sont en particulier différentes.

30. Notons h; = % : ¢’est une fonction de classe C* sur R, nulle sur | — oo, —1] et valant 1 sur

[1, +00].

hi(2x + 3) vaut 0 si z < —2 et vaut 1 si x > —1.

Notons hy = % : c’est une fonction de classe C*° sur R, nulle sur [1,+o00] et qui vaut 1 sur
| — o0, —1].

ho(2x —3) vaut 0 si z > 2 et vaut 1 si z > 1.

La fonction p = hjhg est nulle hors de | — 2,2[ et vaut 1 sur [—1, 1].

’ p € C(R), constante égale a 1 sur [—1, 1] et constante égale a 0 sur R\[—2, 2] ‘

I1.D -Inégalités de Bernstein
31. On remarque tout d’abord que

+2
() 1/ €7 (¢) de

On utilise le théoréeme de régularité des intégrales a parameétres.
Pour tout z, & +— €™ p(€) est continue sur le segment et donc intégrable sur ce segment.
Pour tout ¢ € [~2,2],  + e®¢p(£) est de classe C! de dérivée x > i&e'™p(€).

Pour tout z, & — i€e®p(£) est continue.

On a enfin, pour tout z € R et & € [-2,2], |i€eip(¢)| < 2|lplloc,[—2,2) et la fonction
majorante est intégrable sur le segment [—2, 2].

rei® o) =0 [ erole) e

27 J_ o




32. Utilisons & nouveau l'expression ci-dessus de r. Par intégrations par parties (sur un segment) et
comme p et toutes ses dérivées sont nulles en 2 et —2, on trouve

+2

2
2ra’r(x) =i / ' ze g/ (€) dE = — / e p (&) d

-2 —2

et ainsi

1
2 < 4 /1 -
|z7r(z)] < 5 10" Il oo (1—2,2))

x + x°r(z) est bornée sur R

r est continue sur R et par le début de la question, r(z) = o (;12) (r — £00), qui prouve par
comparaison aux fonctions de Riemann que :

’r est intégrable sur R‘

Enfin, on a |r(z)| < %HPHL“([72,2D et

’7‘ est bornée sur R‘




