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DS n°8

Il sera, dans la notation, tenu compte de la présentation et de la qualit(le la rédaction. Les résultats
devront obligatoirement étre encadrés a la regle, le texte et les formules ponctués, un minimum de
80% des s du pluriel et de 70% des accents est requis.

L’usage de la calculatrice est interdit.

Inégalités de Bernstein

Le but de ce probleme est d’étudier les inégalités dites de Bernstein dans deux cadres différents.

La premiere partie s’intéresse a la démonstration de 'inégalité de Bernstein pour les polynémes et
a certaines applications. La deuxieéme partie introduit la notion de transformée de Fourier et permet
d’établir une inégalité de Bernstein pour des fonctions dont la transformée de Fourier vérifie certaines
propriétés.

Les deux parties de ce sujet sont completement indépendantes et peuvent étre traitées dans I'ordre
désiré.

I. Inégalité polynomiale de Bernstein et applications

Dans cette partie, si n € N, on note C,,[X] le C-espace vectoriel des polynomes & coefficients complexes
de degré inférieur ou égal a n; si n € N*, on note S, le C-espace vectoriel des fonctions f : R — C
engendré par la famille (cos(0-), (cos(1+), ..., (cos(n -), (sin(1-), ..., (sin(n -)), autrement dit les éléments
de S, sont les applications de la forme

R—C; trag+ Z (ag cos(kt) + by sin(kt)) ,
k=1

ou ag,...,0n,b1,...b, sont des nombres complexes.
On remarque que les éléments de S,, sont des fonctions bornées; si I est un intervalle non vide de R
et si f est une fonction bornée de I dans C, on note

[ £ll ooy = sup | f(2)]
zel

On admet que f + [|f[|zoc(r) définit une norme sur le C-espace vectoriel des fonctions bornées de I
dans C.

I.A - Polynomes de Tchebychev
On définit la suite de polynémes (Ty,),cy par Tp = 1,71 = X et Vn € N, Ty, 10 = 2XT5, 1 — T,

1. Pour tout n dans N, déterminer le degré de T, puis montrer que (Tk)ogkgn est une base de
C,[X].
2. Montrer que, pour tous n € N et § € R, T},(cos ) = cos(nb).

3. En déduire que, pour tous n € N et P € C,[X], la fonction de R dans C, 6 — P(cos#) est dans
Sy

4. Pour n € N, calculer [|T5 | foo (1 17)-

5. Montrer que, pour tout n € N, HT,’lHLoo([le)) =n?.
On pourra commencer par établir que, pour tous n € N et 6 € R, |sin(nf)| < n|sinf)|.



1.B - Inégalité de Bernstein

Soit n un entier naturel non nul.

6. Soit A € Cy,[X], scindé a racines simples, et (aq,...,as,) ses racines. Montrer que
VB € Cy,_1|X]|, B(X)= B (« 1.1).
i) B0 =3B ) e S (1)

Soit P dans Ca,[X], et, pour tout A € C, P\(X) = P(AX) — P(\).
7. Si A € C, vérifier que X — 1 divise Py.
Pour tout A dans C, on note @) le quotient de Py par X — 1 :

P(AX) — P(\)

Qr(X) = X1

S (an_l[X].

8. Montrer que, pour tout A dans C, @, (1) = AP'(N).
On considére le polynéme R(X) = X" + 1. Pour k dans [1,2n], on note @), = & + T et wy, = ek

9. Montrer que

2n
ROX) =TT (X —wi)
k=1
10. A Paide de la formule (I.1), montrer que
2n
1 P (wg) — P\ X2 +1
vaeC X)=—— .
puis en déduire que
1 & 2w PO & 2w
YAEC, AP\ =—Y P(w) ko L (1.2)
2n ; (1—wp)? 2n kzzl (1 —wp)?
11. Montrer que
2n
1 2w
VAEC, APV =—Y POwp) ——5+nP(N).
)= g 2P W) (= 4 nP(Y)

On pourra appliquer ’égalité (1.2) au polynéme X*".
Soit maintenant f dans S,.

12. Montrer qu'il existe U € Co,[X] tel que, pour tout § € R, f(f) = e~ "0U (ew).

2wy _ —1 et déduire des questions 11 et 12 que

13. Vérifier que, pour tout k € [1,2n], o = Zem(p2?
—wg in(pg

2n

1 (—1)k
VOER, [(0)=-> fO+er) "3 (1.3)
2n kzzl 2sin (pr/2)*
14. En déduire que
VO eR, |f(0)| <nllfllrem) (I1.4)



I.C -

Quelques conséquences de I’inégalité (1.4)

Soit n un entier naturel non nul.

15.

16.

17.

18.

19.

Déduire des questions 3 et 14 que
VP EC,X], Voel-11], |P@)V1- a2 <nllPlpe ).

Montrer que

VQ € Colr[X], Q)| <n sup ‘Q(z)\/l — 932‘ .

—1<x<1
On pourra considérer f : 0 — Q(cos@)sin@ et vérifier que f € S,,.
Soit R € C,,_1[X] et t € [—1,1]. Montrer que

|R(t)] <n sup ‘R(m)\/ 1- x2‘ :

—1<z<1

On pourra considérer le polynome Sy(X) = R(tX).
En déduire que, pour tout P dans C,[X],

1P| oo ((=1,17) < P[P poe((—1.1))

Peut-il y a voir égalité dans I'inégalité précédente 7

IT Inégalités de Bernstein et transformée de Fourier

Dans cette partie,

pour k € N, on dit qu’une fonction f de R dans C est de classe C si elle est k fois dérivable sur
R, de dérivée k-ieme continue sur R (si k = 0, f est continue); on dit que f est C* si f est C*
pour tout & € N. On note C*(R) (respectivement C*°(R) l’ensemble des fonctions de classe C*
(respectivement C*) sur R; on note L!(R) l'ensemble des fonctions de R dans C continues et
intégrables sur R;

pour f € L*(R), on note | f||; = /

“+o00

[F(#)]dt;
o0
on note L>(R) 'ensemble des fonctions de R dans C continues et bornées sur R;
pour f € L®(R), on note ||f|lcc = sup |f(z)].
T€R

On admet que L'(R),L>®(R) et C¥(R) (k € N) sont des sous-espaces vectoriels de C*. On admet
également que f — || f||1 définit une norme sur L!'(R) et que f + || f||c définit une norme sur L>(R).
On dispose ainsi des espaces vectoriels normés (L'(R), [ - [|1) et (L=(R), | - ||lo)-

II.A - Transformée de Fourier d’une fonction

Soit f € L'(R). On appelle transformée de Fourier de f et on note f la fonction de R dans C telle que

20.
21.

22.

—+00

VEeR, f(6)= / f(x)eEda.

—00

Montrer que, pour toute fonction f € L'(R), f est définie et continue sur R.

Montrer que ’application f — f est une application linéaire continue de I’espace vectoriel normé
(LY(R), | - |l1) dans I'espace vectoriel normé (L®(R), || - [|oc)-

Soit f € L'(R), A € R* et soit g la fonction de R dans C telle que g(x) = f(A\z) pour tout z.
Montrer que g € L'(R) et, pour tout réel £, exprimer §(¢) a I'aide de f, de & et de .



I1.B - Produit de convolution

Si f et g sont deux fonctions continues de R dans C telles que, pour tout =z € R, la fonction ¢ +—
f(t)g(x — t) soit intégrable sur R, on appelle produit de convolution de f et g, et on note f * g, la
fonction de R dans C telle que

+0o0

VoeR (Fro)@)= [ ftlgle-tat

—00

On suppose désormais et jusqu’a la fin de la sous-partie ILB que f € L*(R) et g € L®(R).
23. Montrer que f * g est définie sur R et que

+oo

VeeR, (f*g)()= / f(x — t)g(t)dt = (g * f)(x).

—0o0

24. Montrer que f % g est bornée et que ||f * glloo < || f||1]|9]lco-

25. Soit k € N. Montrer que, si g est de classe C¥ et si les fonctions g(j) sont bornées pour j € [0, k],
alors f * g est de classe C* et (f * g)(k) = fx (g(k)).

26. On suppose toujours que f € L'(R) et g € L¥(R) et on suppose de plus que g € L'(R) et
f*ge LYR).
En admettant que, pour tout & réel,

[ ([ esronte-oajasa [ ([ e swate oar)ar

—

existent et sont égales, montrer que f x g = f§

II. C - Introduction d’une fonction plateau

On cherche dans cette sous-partie a construire une fonction réelle positive p, définie et de classe C*
sur R, telle que p(t) = 1 pour tout t € [—1, 1] et p(t) = 0 pour tout ¢ € R\[—2,2].

Soit ¢ la fonction définie sur R par

0 sit<0
VEER, o) = { e/t sinon.
27. Montrer que ¢ est de classe C* sur R.
Soit 1 la fonction définie sur R par
0 sitég]—1,1[,
teR t) =
VEER, () { (1) ginon.

28. Montrer, en 'exprimant a 1’aide de ¢, que ¢ est de classe C*.

29. Soit @ I'unique primitive de ¥ s’annulant en 0. Montrer que 6 est de classe C*°, constante sur
] — 00, —1] (on note A cette constante) et constante sur [1,+oo[ (on note B cette constante).
Vérifier que A # B.

30. Construire alors une fonction p € C*°(R), constante égale a 1 sur [—1, 1] et constante égale a 0
sur R\[-2,2].



I1.D -Inégalités de Bernstein

On admet les formules suivantes, dites formules d’inversion de Fourier :

. 1 too
— si f € LY(R) et si f € LY(R), alors, pour tout = € R, f(z) = 2/ e f(€)dE ;
™

—00

1 [t
— si a € LY(R), si a est la fonction de R dans C : z 2/ e (€)dE, et si a € LY(R), alors

™ —Oo
o = a.

On remarque que ces résultats permettent d’affirmer que, si f et g sont deux fonctions continues telles
que f,g, f et g sont intégrables et si f = g, alors f = g.
On considere toujours la fonction p définie a la question 30.

Soit r la fonction de R dans C telle que, pour tout réel z,

ra) = - / "t (e,

:% .

31. Montrer que r est dérivable sur R et donner une expression de sa fonction dérivée (faisant
éventuellement intervenir une intégrale).

32. Montrer que z +— z%r(x) est bornée sur R et en déduire que r est intégrable et bornée sur R.

On admet qu’en utilisant la méme méthode, on montre que r’ est intAégrable et bornée sur R.

Soit A > 0 et soit f € LY(R)NC'(R) telle que f € L'(R) et telle que f soit nulle en dehors du segment
[—A, A

On note 7y la fonction de R dans C telle que ry(z) = r(Az) pour tout réel .

33. On admet que f *r) est intégrable. Montrer que f = \f x 7).

34. En déduire que, si f € L>(R), il existe une constante C' € R* , indépendante de X et de f, telle
que
1] o < CAllflloo-



