1.2

Travail demandé :

Il vous est demandé d’étudier puis de présenter le texte joint a tra-
vers un exposé de synthese d'une durée comprise entre 15 et 20 minutes.

Si I'étude de la totalité du dossier et la préparation d’un exposé
cohérent dans la durée impartie ne vous parait pas possible, vous pou-
vez décider de vous limiter & une partie du dossier.

Remarques générales :

1. Les textes proposés, quelle que soit leur origine, peuvent présenter
des défauts (coquilles typographiques, négligences ou sous-entendus de
l’auteur, voire erreurs. ..) qui, sauf exception, n’ont pas été corrigés.

2. Les textes proposés peuvent contenir des exercices qu’il n’est pas
demandé de résoudre. Néanmoins, vous pouvez vous aider des énoncés
de ces exercices pour enrichir votre exposé.

3. Vous pouvez annoter les documents qui vous sont fournis. Vos an-
notations ne seront pas regardées par I’examinateur.

Définitions :

Lorsque X est une partie de RY et Y est une partie de RM, on dit
que f: X — Y est un homéomorphisme si f est une bijection continue
d’inverse f~! continue.

Lorsque (x,), est une suite de RY, on dit que £ est un point d’ac-
cumulation de (z,), s’il existe une suite extraite (z,,); de (x,), qui
converge vers /.



Sytemes dynamiques discrets

1. Quelques généralités et quelques exemples

Dans ce chapitre nous allons introduire la notion de systeme dynamique et ex-
pliquer I'objet de la théorie sur quelques exemples afin d’illustrer quelques uns des
concepts.

1.1. Définitions

DEFINITION 1.1.1. —  Un sytéme dynamique discret est une application con-
tinue f: X — X de l’espace topologique X dans lui-méme.

Le fait que f envoie X dans lui-méme permet de considérer les itérées f*, n € N,
ol
fr=forof.
—_———

n  fois

On peut alors définir les trajectoires ou orbites d’un point :

DEFINITION 1.1.2 (Orbite d’un point). — Si f : X — X est un systéme dy-
namique, l’orbite positive de x par f est

Ol(z) = {f"(x)|n € N}.

Si f est bijective, on définit Uorbite de x par Of(x) = {f™(z)|n € Z} ainsi que
Vorbite négative OL(z) = {f"(z)|n € N}.

[’objet de la théorie des systemes dynamiques est 1’étude du comportement des
orbites et de la facon dont elles varient avec le point initial.

Pour étudier la suite Oﬂ:(x), on fait ce que 'on fait d’habitude avec une suite,
c’est-a-dire que 'on regarde ses points d’accumulation.

Si il existe n > 1 tel que f"(x) = x, on dit que z est périodique, la période d’un
point périodique x est le plus petit entier n > 1 tel que f"(z) = x.

On note wy(x) ensemble des points d’accumulation de la suite f™(x),n € N. Si
x € wy(x), on dit que z est récurrent. Si wy(z) = X, on dit que x est d’orbite dense.
Si tout point de X est d’orbite dense, on dit que que f est minimal.

La meilleure facon de comprendre les notions est de les tester sur des exemples.
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1.2. Les rotations sur le cercle
Commencons par un des exemples les plus connus, les rotations.

ProPOSITION 1.2.1. — Soit S le cercle unité dans C. St o € S, on définit
R, :S — S par R.(z) = az. Si arg(a) € 27Q, toutes les orbites de R, sont
périodiques de méme période. Si arg(a) ¢ 2wQ, alors R, est minimal.

Démonstration. — On a R} = R,» d’ou le résultat dans le cas ou arg(«w) € Q.

Dans le cas ou arg(a) ¢ 27Q, posons [ = arg(a)/2m ¢ Q. Le sous-groupe
additif de R engendré par 1 et [ est dense dans R. Soit alors z € S et z € R tel
que z = ™. On peut trouver des suites d’entiers (n;);en et (p;)jen, tels que z =
lim; o n;f8 + p; donc z = lim;_, e2im(n;B+p;) — lim; o 0™ = limj_ Ry (1). Par
conséquent l'orbite de 1 est dense. Or pour tout z € S, on a R2(2) = "z = zR(1),
ce qui montre la densité des autres orbites. O

[’exemple des rotations nous donne des systemes ou le comportement d’une
orbite est essentiellement le méme quelque soit le point dont on part.

Une autre propriété de ce systeme, due au fait que les rotations sont des isomé-
tries, est que deux points proches restent proches pour tous les itérés. Une telle
propriété est évidemment idéale pour les modélisations de systéemes physiques ou
biologiques, car on ne connait dans ce cas la condition initiale qu’a l'erreur de sa
mesure prés et le fait que cette erreur n’explose pas par itération permet donc de
faire des prédictions a long terme. Malheureusement, il résulte de la théorie des
systemes dynamiques qu’en général les systemes n’ont pas ce genre de propriété.

1.3. Les décalages de Bernoulli

Soit p un entier > 1. On considere ’espace :
N
E;:{l,...,p} )
On notera un point de ¥ par x. Un tel point z est la donnée d'une suite (7,)nen
avec T, € {1,...,p} pour tout n € N. z,, est appelé la n *™¢ coordonnée de x.

On munit E; la topologie produit. Cette topologie est définie par la métrique

A()neres (GoJuen) = 3 Koo =Yl

n
neN 2

Si d((xy)nens (Yn)nen) < 6, alors z; = y; pour tout i € N tel que 27" > §. Si
x; = y; pour tout i avec 0 < i < ¢ alors d((Zn)nen, (Yn)nen) < p279. Donc, on peut
rendre deux suites de E; proches en rendant un grand nombre de leurs premieres
coordonnées égales.

Le décalage de Bernoulli of : ¥ — ¥ est défini par :

U;[(xn)nGN] = (Yn)nen> OU Yn = Tpp1.



19

PROPOSITION 1.3.1. — Les points périodiques de 0;“ sont denses dans E;;.
Iy a un point de ¥ dont lorbite (positive) par of est dense dans ¥7. On a la

sensibilité par rapport aux conditions initiales. Plus précisément si © # vy, alors
Supnen d((0y)" (), (07)"(y)) > 1.

Démonstration. — Remarquons qu’'un point ¥y = (y,)nen €st périodique pour
o, si la suite (yn)nen est périodique. Pour approcher x= (2, )nen par un point pé-
riodique, il suffit de tronquer la suite (x,)nen assez loin et de la rendre périodique.

Un point & = (x,)nen est d’orbite dense si toute suite finie d’éléments de
{1,...,p} apparait comme sous-suite de (2, ),en. Comme ensemble des suites finies
a valeurs dans {1,...,p} est dénombrable, il n’est pas difficile en mettant ’ensemble

de toutes ces suites finies bout a bout de fabriquer un point d’orbite dense.

Six = (Tp)nexn # Y = (Un)nen, il existe un n avec z, # y,. Il en résulte
que les coordonnées d’ordre 0 de (o,)"(x) et (o))" (y) different, par conséquent

d((o;)" (), (0,)"(y)) = 1. O

Nous ne donnons pas ici de définition formelle de la sensibilité aux conditions
initiales. Nous la prenons au sens intuitif : les prédictions précises de comportement
a long terme des orbites ne peuvent se faire qu’en connaissant la condition initiale
avec une précision de plus en plus grande. Par exemple, si f : X — X satisfait a la
propriété suivante :

Jeo, Vo, 2’ € X,z # 2’ = sup,en d(f"(x), fH(2")) > e, ()

alors, il est clair que f est sensible aux conditions initiales. La propriété (&) est
appelée expansivité. Dans le cas ou f est un homéomorphisme, si on veut obtenir
des exemples avec X non fini, il faut remplacer, dans la condition (&), le sup sur N
par un sup sur Z.

On peut aussi considérer ¥, = {1,... ,p}2, muni de la topologie produit. Le
décalage o, : X — X, est aussi défini par :

Up[(xn)nez] = (?/n)neZa ol Yy = Tpy1.

A la différence de a]‘f , 'application o), est inversible. On peut voir de la méme maniere
que les points périodiques de o, sont denses dans X, et qu’il y a un point d’orbite
dense. De méme o, est sensible aux conditions initiales.

Smale a montré que, sous des conditions assez générales, il y a une copie d’un dé-
calage de Bernoulli dans pratiquement tous les systemes dynamiques sur un espace
de dimension supérieure ou égale a 2. Ce qui montre qu’en général un systeme est
sensible aux conditions initiales.



20

1.4. Un exemple de semi-conjugaison

Considérons le systeme dynamique m, : S — S,z +— 2P, oll p est une entier > 2.
Nous allons voir que m,, a une dynamique trés riche. En fait m,, est “pratiquement”
une version du systeme dynamique a;“ .

Définissons 6, : ¥F — [0, 1] par :

T, — 1
n+1

ap[(xn)neN] = Z

neN p

c’est-a-dire que l'on fait correspondre a (z,)men le réel dont le développement en
base p est 0, zpz) ... 2, ... avec z,, =z, —1 € {0,...,p—1}. On voit donc que 6, est
surjective. Il n’est pas difficile de montrer qu’elle est continue et méme lipschitzienne :

Tn—1  yp—1 [Z0 —yal  d(z,y)
0p(2) = (W) < D |~ S ). o = :
neN p p neN p p

Il est clair sur la formule que f(o, (2)) est la partie fractionnaire de pf(z). Si on
définit alors ¢, : .7 — S par :
wp(w) — 622‘71'0(z)7

on en déduit que I’on a 1,00, (&) = myo1,(x), ce qui s’exprime par la commutativité
du diagramme :

ot
Pyt
+
X %y
Uy (2"
mp

ce qui nous amene a la définition :

DEFINITION 1.4.1 (Semi-conjugaison topologique). — Si h : X — X et f :
Y — Y sont des applications continues des espaces topologiques X et Y. On dit que
Uapplication continue surjective ¢ : X — Y est une semi-conjugaison topologique
entre f et h si fow =1oh, c’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif :

h
X — X
of |
Y L Y

Par récurrence sur m, on voit que 'on a f™ oy = 1 o h™. Il en résulte qu’une
telle semi-conjugaison topologique envoie les orbites de h sur les orbites de f. En
particulier, elle envoie les orbites périodiques de h sur des orbites périodiques de f.
Comme v est continue et surjective, elle envoie un point d’orbite dense sur un point
d’orbite dense. En appliquant ces remarques a v, on obtient la proposition :
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PROPOSITION 1.4.2. —  Les points périodiques de m,,p > 2, sont denses dans
S. Il y a un point de S dont lorbite (positive) par m, est dense dans S.

Montrons que l'on a la sensiblité aux conditions initiales pour my,,p > 2.

PrRoPOSITION 1.4.3. —  Le systéeme dynamique m, : S — S, p > 2 est expansif,
donc sensible auz conditions initiales.

Démonstration. — Nous avons besoin d’un inverse local de I’exponentielle. Dé-

finissons exp : C — C par :
&xp (2) = e*'™.

On a 6xp (2) = éxp (2') si et seulement si z — 2’ € Z et xp ' (S) = R; de plus, c’est
un difféomorphisme local. Choisissons alors ¢ €]0, 1], assez petit pour que l'inverse
k de éxp soit défini sur B(1,6) = {z]2z € C, |z — 1|}. On choisit la détermination
avec (1) = 0. On a k(S N B(1,6)) =] — g, ap[. Fixons alors p > 1 et choisissons
6, < 0 tel que z € Snet |zn— 1| < 6, implique |pr(z)| < ag. Supposons alors que
21, 29 € S vérifient |2] — 28 | < 6, pour tout n € N. En posant z = z;/2,, on trouve
|2#" — 1] < 6, pour tout n € N. En posant z,, = k(z*"), on a p|z,| < ag, de plus
exp (pxy) = (exp (2,,))P = €xp (xp41). Donc px,, = x,11 car |pz,| et |z,41| sont tous
les deux < ag. On voit alors par récurrence que |zo| = p~"|x,| < p~"ap pour tout
n € N donc 2y =0 et 2 = 1; par conséquent z; = z,. O

1.5. Remords final : Les applications linéaires

Les applications linéaires sont certainement, en dimension finie, les applications
que l'on comprend le mieux au niveau des classes préparatoires (du moins, c’est ce
que nous espérons tous!). Il serait évidemment intéressant de voir ce que donnent,
dans ce cas, les notions introduites.

Soit A : F — FE une application linéaire du K espace vectoriel F, avec K = R ou
C. Les points périodiques de période divisant n sont 0 ainsi que les vecteurs propres
de A™ associées a la valeur propre 1.

Qu’en est-il des points d’orbite dense ? Pour cela, il faut avoir une topologie sur
E. Donc on suppose maintenant que E est une espace vectoriel topologique et que
A est continue. Pour rester dans le cadre des programmes, supposons par exemple
E normé. On a alors la proposition suivante :

ProrosiTION 1.5.1. — Soit f : E — E wune application K-linéaire du K-
espace normé E, avec K = R ou C. Notons E¢ le C-espace vectoriel formé des
applications K-linéaires continues de E dans C. Si f a une orbite dense dans F,
alors Uapplication transposée f* : Eq — FEa, ¢ — @ o f n'a pas de valeur propre.
Par conséquent E est nécessairement de dimension infinie.
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Démonstration. — Un vecteur propre non nul de f* associé a la valeur propre
A est une application continue K-linéaire non-nulle ¢ : E — C, telle que Vx €
E,po f(x) = Ap(x). Si zg € E a une orbite dense dans F, il s’ensuit par continuité
de ¢ que {po f™"(xg) | n € N} = {A\"¢(xp) | n € N} est dense dans le K-espace
vectoriel non-nul p(E) C C. Il n’est pas difficile de voir que ceci n’est pas possible
(par exemple en remarquant que l'ensemble des valeurs de la suite |[A"¢(xg)| est
discret dans [0, oo[). O

Cette proposition montre qu’il n’y a pas d’application linéaire d’un espace vec-
toriel de dimension finie dans lui-méme ayant une orbite dense. On peut aussi dé-
montrer ce fait en utilisant une décomposition en blocs de Jordan et en analysant
le comportement des orbites pour chaque bloc.

En dimension infinie, Rolewicz a montré dans les années 60 qu’il y a des appli-
cations linéaires qui ont des orbites denses. Le théoreme suivant peut étre laissé en
exercice afin d’animer la discussion pendant votre repas :

THEOREME 1.5.2 (Théoréme de Rolewicz). —  Considérons l’espace de Hilbert
de suites (2 = {(an)nez | Sneg lan]? < +oo}. Soit X €]0,1[, définissons 'opérateur
linéaire continu T : > — 02 par T[(an)nen] = (bn)nen 0U :

b _ Ap_1, stn >0
"l Ala,., sin<O.

Alors T a une orbite dense dans ¢>.

En fait, il y a un exemple plus naturel en dimension infinie et que vous connaissez
trés bien. Notons C*(]0,1],R) 'espace des fonctions indéfiniment dérivables. On
munit C*°([0,1],R) de la topologie de convergence uniforme de toutes les dérivées.
Ce n’est pas un espace normé, mais c¢’est quand méme un espace vectoriel topologique
et méme ce que 'on appelle un espace de Fréchet.

PROPOSITION 1.5.3. —  La dériwation C*([0,1],R) — C*>([0,1],R),p — ¢’
est une application linéaire continue ayant une orbite dense.

Cette proposition vous est laissée en exercice afin d’égayer le reste de votre
week-end. Il faudra évidemment utiliser le théoreme de Weierstrass de densité des
polynomes dans l’espace des fonctions indéfiniment dérivables. L’inverse a droite de
la dérivation B : C*([0,1],R) — C>(]0,1],R) donné par intégration B(p)(z) =
Iy @(t) dt est aussi utile.

2. Systémes dynamiques discrets : stabilité structurelle

Le but de ce chapitre est I'introduction de la notion de stabilité structurelle et
I’étude d’un exemple simple ou elle intervient.
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2.1. Conjugaison topologique et stabilité structurelle

DEFINITION 2.1.1 (Conjugaison topologique). — Sih: X — X et f:Y =Y
sont des applications continues des espaces topologiques X et Y. Une conjugaison
topologique entre f et h est semi-conjugaison topologique 0 : X — Y ou 0 est un
homéomorphisme de X surY.

Il est clair que I'on tient 1a la notion raisonnable d’isomorphisme pour les syste-
mes dynamiques.

2.1.2. Exemple. —  Considérons ’homothétie hy, : R — R, ou A €]0,1].
Montrons que deux telles applications sont topologiquement conjuguées. En effet,
si A1 et Ay appartiennent a |0, 1], alors, il existe a > 0 avec A} = \o. Définissons
I'homéomorphisme 6 : R — R par §(z) = 2%, si x > 0 et §(z) = —|x|*, si z < 0.
On vérifie que hy, 00 =0 o hy,.

A titre d’exercice instructif, on pourra montrer que deux homéomorphismes de
I'intervalle [0, 1] sur lui-méme n’ayant que 0 et 1 comme points fixes sont toujours
topologiquement conjugués.

Si on repense au probleme de modélisation de systemes physiques ou biologiques,
méme quand on est arrivé a la loi qui gouverne le phénomene, en général, cette loi
va nous donner un systeme dynamique f : X — X qui n’est pas completement
connu car la forme exacte va dépendre de la mesure de certaines constantes qui
interviennent dans f. Par conséquent, une situation idéale est celle ot une petite
erreur sur f redonne une systeme topologiquement conjugué. Ceci nous mene a une
définition de la stabilité structurelle. Afin de pouvoir la donner simplement, nous
allons ne considérer que des systemes dynamiques définis sur une partie d’un espace
normé.

DEFINITION 2.1.3 (Stabilité structurelle). —  Suppossons que X soit une par-
tie de l'espace normé E. Un systéme dynamique f : X — X est structurelle-
ment stable, sl existe € > 0 tel que toute application g : X — X wvérifiant
lg—fllo = supgex llg(x)— f(z)|| < e et Lip(g—f) < € est topologiquement conjuguée
af.

Nous utilisons la notation Lip(¢) pour désigner la constante lipschitzienne de ¢ :
X — Y application entre espaces métriques :

: d(p(z), p(z)) : :
Lip(p) = SHP{W |z, 2" € X,z # a'}.
La définition que nous venons de donner de la stabilité structurelle est adaptée
a notre contexte.

On peut se demander pourquoi on impose une condition de proximité lips-
chitzienne et pas seulement une proximité dans la topologie C°. Pour comprendre
la nécessité de cette condition, nous proposouns, ’exercice suivant :
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2.1.4. Exercice. —  Soit h un homéomorphisme strictement croissant de [0, 1]
sur lui-méme. Montrer qu’il existe pour tout € > 0 deux homéomorphismes hq, hs :
[0,1] — [0, 1] tels que sup,¢(o ) [hi(w) — h(z)| < £,i = 1,2, que hy soit I'identité sur
un voisinage de 0 et que hy admette 0 comme point fixe isolé.

2.2. Stabilité structurelle des dilatations linéaires

THEOREME 2.2.1. — Soit A: E — E un isomorphisme linéaire de l’espace de
Banach E. Si ||A7Y|| < 1, alors A est structurellement stable.

Démonstration. — Nous allons appliquer le théoreme de point fixe de Banach.
Introduisons C,(E, E) des fonctions continues 6 : E — E bornées, c’est-a-dire vé-
rifiant :

10llo = sup{ll6(z)[| [ z € E} < oco.
L’espace Cy(E, E) est un espace de Banach pour la norme ||.||o.

Commencons par le lemme :

LEMME 2.2.2. — Pour tout n € Cy(E, E), il existe (un unique) ¢ € Co(E, E)
tel que Ao (Idg+v) = (Idg +v¢) o (A + n). De plus, dans le cas ou E = R", si
A(Z"™) C Z™ et m est Z"-périodique, alors 1) est aussi Z™-périodique.

Démonstration. — L’équation Ao (Idg +¢) = (Idg +v) o (A + 1) s’écrit

Idp+yp=A"o(Idg+v)o(A+n)=Idg+A 'opo(A+n)+A oy

ou encore ) = A~ oo (A+mn)+ A ' on. Il suffit alors de montrer que Papplication

@3Cb(E,E) — Cb(E,E)
¢ — ATlodo (A4 +A oy

est une contraction. Or

10(11) —=OW)llo = [|[A™ odhro(A+n) =A™ oty o (A+7)l
< A7 = ko

Dans le cas, on E = R™, A(Z") C Z" et n est Z"-périodique le sous-espace de

Cy(R™,R™) constitué par les fonctions Z"-périodiques est fermé et invariant par ©
donc le point fixe de © est dans ce sous-espace. O

LEMME 2.2.3. — Avec les notations du lemme ci-dessus, si l’on a Lip(n) <
|A7Yt = 1 alors Idg +1 est injective.
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Démonstration. — Commencons par remarquer que ’on a, pour tout z,y € E,
[Az — Ay|| > A7 |2 -y
En posant f = A + 1, on trouve

1) = FWIl = N[Az = Ayl — [ln(x) = n(y)]
> (A7 = Lip(m)llz — yll.

Notons alors k = [|[A™||"" — Lip(n) > 1, on a donc ||f( ) — f()|| > k||lz — y||, pour
tout x,y € E. Par récurrence, on obtient ||f"(z) — f™(y)|| > k™||z — y||, pour tout
z,y € F et tout n € N. Comme k > 1, ceci nous donne :

Vi,y € By #y = suppey [|/"(2) = ["(y)]| = 00 (#)

Posons h = Idg +1. Pour tout = € E, on a ||h(z) — z|| < ||¥]|o. De plus pour tout
n>0,ona A" oh = ho f" Si h(x) = h(y), on trouve que ho f"(z) = ho f"(y)
pour tout n € N et par conséquent sup,cn || (x) — ()] < 2[|¥]lo < o0, par (M),
on en conclut r = y. O

Pour conclure que A + 7 est topologiquement conjugué a A, il reste a voir que
h = Idg +1 est surjectif avec un inverse continu. Il faut, en fait, raffiner ’argument
donné plus haut en échangeant le role de A et f et en jouant sur 'unicité de 1.
Pluttot que de s’embarquer dans un raffinement technique de ce qui précede, nous
allons donner un argument direct dans le cas ot £ = R; c’est ce seul cas que
nous utiliserons dans la prochaine section pour établir la stabilité structurelle de
S— S,z 2P p>2.

LEMME 2.2.4. — Toute application continue h : R — R, vérifiant l’inégalité
supser |h(t) — t| < 00, est surjective.

Démonstration. — Soit K = sup,cg |h(t) —t|. On a h([—n,n]) D [h(—n), h(n)].
Or h(n) > n— K et h(—n) < —n + K, par conséquent pour n grand h([—n,n]) D
[—n+ K,n— K]. O

Remarque. — L’argument précédent repose sur la connexité. Le méme lemme
est vrai pour une application continue h : R" — R”, vérifiant sup,cg» |h(z) — x| <
00, mais la démonsration repose sur le théoreme du point fixe de Brouwer (en fait,
c’est équivalent au théoreme de Brouwer).

2.3. Stabilité structurelle de m,, p > 2

Le but de cette section est de démontrer le théoreme :

THEOREME 2.3.1. — Sip > 2, Uapplication m, : S — S est structurellement
stable.
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Soit f : S — S une application continue telle que || f—m,l||o < &1 et Lip(f—m,) <
€9. On a donc
f(z)

2Pp

En prenant €, assez petit, on peut définir  : S — R par n(2) = k(f(2)z7?), ou k est
Iinverse de exp introduit a la fin de la section 3.4. Si on pose  =noexp : R — R,
on a que 7 est continue, Z-périodique et ||7j|lo — 0 quand £; — 0. De plus, si on
pose f(x) = px+1(z), on voit que exp o f = foeéxp, c’est-a-dire que le diagramme
suivant est commutatif :

—1] = [f(z) - | <.

R
exp

S

- -

R
@
S

On peut aussi voir que Lip(77) — 0 quand &; et €5 tendent vers 0. Comme p > 2,
I'application linéaire A, : R — R,z +— pz a un inverse qui est une contraction, par
conséquent, pour €; et €5 assez petit, on trouve un homéomorphisme 7 : R — R
de la forme Idg +¢ tel que A, oh = ho f. Comme 7 est Z-périodique et A,(Z) =
pZ C Z, on a que 1 est Z-périodique. Par conséquent ’homéomorphisme h vérifie
h(x+1) = h(x)+1. Il en résulte que I’on peut définir un homéomorphisme h : S — S
tel que le diagramme suivant commute :

h
R — R
e’x\f)l |e’x‘f)
h
S —— S

On vérifie sans peine que la relation A, o h = ho f se traduit par le fait que h est
une conjugaison topologique entre f et m,.

Pour ceux qui savent ce qu’est la notion d’homotopie, nous proposons de résoudre
I'exercice suivant :

2.3.2. Exercice. — Si f:S — S est continue et homotope a m,, avec p > 2,
montrer qu’il y a une semi-conjugaison entre f et m,,.
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