
Lycée Kerichen 2024-2025 MP∗

Travaux dirigés no 1

I. Matrices et endomorphismes nilpotents
Soit n un entier strictement positif et M une matrice d'ordre n à coe�cients dans un sous-

corps K de C. Nous dirons queM est nilpotente si, par dé�nition, il existe un entier strictement
positif, k, tel que : Mk = 0n. Quand M est nilpotente, on appelle ordre de nilpotence de M le
plus petit élément de l'ensemble des entiers strictement positif k , tels que Mk = 0n.

Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n, et u un endomorphisme de E. Nous
dirons que u est nilpotente si, par dé�nition, il existe un entier strictement positif, k, tel que :
uk = 0L(E). Quand u est nilpotente on appelle ordre de nilpotence de u le plus petit élément de
l'ensemble des entiers strictement positifs k, tels que uk = 0L(E).

1. Montrer que siM est la matrice de u dans une base de E, alorsM est nilpotente d'ordre
p si et seulement si u est nipotent d'ordre p.

2. Nous supposons dans cette question que u est de rang 1, montrer que u est diagonalisable
ou bien est nilpotent.

3. Pour tout entier naturel i on pose Ni = Ker(ui) et Ii = Im(ui).

(a) Montrer que les suites (Ni)i∈N et (Ii)i∈N sont monotones, pour l'inclusion, on préci-
sera leur monotonie.

(b) Montrer qu'il existe un entier naturel j tel que Nj = Nj+1. Montre alors que pour
tout entier i ≥ j, Ni = Ni+1 et Ii = Ii+1.

(c) Soit j un entier naturel non nul. Montrer queNj = Nj+1 si et seulement siNj⊕Ij = E.

(d) On suppose u nilpotent d'ordre p. On note j0 le plus petit entier j tel que Nj = Nj+1,
que vaut j0 et Nj0 .

4. Montrer que siM est triangulaire supérieure stricte alors elle est nilpotente. Donner une
matrice nilpotente qui n'est ni triangulaire supérieure stricte ni triangulaire inférieure
stricte.

5. Nous supposons que M est nilpotent d'ordre n (n désigne toujours la dimension de E).

Montrer que M est semblable à la matrice


0 0 · · · · · · 0

1 0
. . . 0

0 1 0
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 1 0

 .

6. Montrer que l'élément de M4(R), 
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0


est nilpotent d'ordre 2. Déterminer une autre élément de M4(R), nilpotent d'ordre 2,
non semblable au précédent.

La �n du I est réservée à un public averti
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Notons pour tout entier k ≥ 1, Jk l'élément 1 de Mk(K)
0 0 · · · · · · 0

1 0
. . . 0

0 1 0
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 · · · 0 1 0


et convenons que J1 = O1.

Figure 1 � Camille Jordan 1838�1922.
Professeur à l'École polytechnique puis au Collège de France ; on lui doit en autre la forme réduite

des matrices qui porte son nom ainsi que la notion d'arc récti�able.

Nous supposons que M est nilpotente d'ordre p ≥ 2. On prend E = Mn,1(K) et l'on
note u l'endomorphisme de E canoniquement associé à M . Par r nous désignerons le
rang de M .

7. Montrer que p ≤ n.

8. Cas p = 2
On suppose dans cette question que p = 2.

(a) Montrer que 2r ≤ n.

(b) Montrer que M est semblable à la matrice dig(J2, J2, .....J2︸ ︷︷ ︸
r termes

, 0n−2r)

9. Forme de Jordan des matrices nilpotentes

On revient au cas général.

(a) Montrer que Im(u) est stable par u et que l'endomorphisme induit par u sur Im(u)
est nilpotent d'ordre p′ à déterminer.

(b) Montrer qu'il existe un entier naturel k ≥ 1, un élément (α1, α2, ..., αk) de (N∗)k

véri�ant :
α1 ≤ α2 ≤ ... ≤ αk, et α1 + α2 + ...+ αk = n,

1. Le J est en l'honneur de Camille Jordan (1838�1922), et cette notation ne doit pas être confondue avec
celle du cours Jr pour l'élément de Mn(R), diag(Ir, On−r)
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tel que M soit semblable à la matrice

diag(Jα1 , Jα2 , ..., Jαk
).

Indication : raisonner par récurence sur l'ordre de nilpotence de u.

10. Unicité de la forme de Jordan

(a) Déterminer pout tout entier j ≥ 2 et tout entier α ≥ 1 déterminer de Jα
j. En déduire

la valeur de α1.

(b) On suppose qu'il existe un entier naturel h ≥ 1, un élément (β1, β2, ..., βh) de (N∗)h

véri�ant :
β1 ≤ β2 ≤ ... ≤ βh, et β1 + β2 + ...+ βh = n,

tel que M soit semblable à la matrice

diag(Jβ1 , Jβ2 , ..., Jβh).

Montrer que h = k puis que (β1, β2, ..., βh) = (α1, α2, ..., αk).

Indication : étudier successivement le rang de M0,M1, . . . ,Mp−1

11. Montrer que M , 2M et tM sont semblables.

Nous reprendrons cette étude dans un prochain T.D. en vue d'établir la réduction de Jordan
d'une matrice quelconque

II. Matrices semblables

1. Les matrices suivantes, éléments de M3(R) sont-elles semblables ?

A :=

 1 1 2
−2 0 2
−3 4 −1

 , B :=

 0 1 1
−2 0 1
1 −3 2

 .

2. Même question pour

C :=

 1 1 −1
0 0 0
1 4 −1

 , D :=

 0 1 1
−2 0 1
1 −3 0

 .

3. Même question pour les éléments de M4(R) :

E :=


1 2 3 4
0 1 2 3
0 0 1 2
0 0 0 1

 , F :=


1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 .

4. Même question pour les éléments de M3(R) :

G :=

 1 1 1
0 0 0
−1 −1 −1

 , H :=

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 .

G et H sont-elles semblables ?

5. Montrer que E est semblable à sa transposée.
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III. Equivalence à Jr

1. Montrer que tout hyperplan de Mn(R) rencontre GLn(R).

2. Pour tout couple (A,B) d'éléments de Mn(R) on note

PA,B : R → R ; λ 7→ det(B + λA).

(a) Montrer que pour tout couple (A,B) d'éléments de Mn(R), PA,B est une application
polynomiale.

(b) Soit A ∈ Mn(R). Montrer que rg(A) = max{degPA,B|B ∈ Mn(R)}.
(c) Montrer qu'un endomorphisme de Mn(R) qui conserve le déterminant conserve le

rang.

IV. Espace vectoriel de matrices nilpotentes, pour 5/2
Soit n ∈ N∗.

1. Déterminer les éléments nilpotents de Sn(R).

2. Déterminer la plus grande dimension d'un sous-espace vectoriel de Mn(R) ne contenant
que des matrices nilpotentes.

3. Déterminer la plus grande dimension d'un sous-espace vectoriel de Mn(R) ne contenant
que des matrices diagonalisables.

V. Sous-espace vectoriel de matrices
Par n on désigne un entier naturel non nul. Les éléments de Rn seront notés en colonne.
On s'intéresse aux sous-espaces vectoriels F de Mn(R) tels que F \ {On} soit inclus dans

GLn(R).

1. On suppose dans cette question et seulement dans cette question que n = 2. Exhiber
un sous-espace vectoriel F de M2(R) de dimension 2 tels que F \ {O2} soit inclus dans
GL2(R).

Dans toute la suite F désigne un sous-espaces vectoriels de Mn(R) tels que F\{On}
soit inclus dans GLn(R).

2. (a) En considérant
ϕ : F → Rn ; M 7→MX0,

où X0 est un élément non nul de Rn, montrer que dim(F) ≤ n.

(b) Retrouver ce résultat en considérant l'ensemble H des éléments de Mn(R) dont la
première colonne est nulle.

3. (5/2 très provisoirement...) On suppose que n est impaire. Montrer que dimF ≤ 1.

⋆ ⋆
⋆

VI. Conjugaisons isométriques pour la norme de Frobenius
Par n sera désigné un entier naturel supérieur ou égal à 2.

1. Montrer que l'application

Φ : Mn(R) → R ; M 7→
√
Tr(tMM)

est une norme.

2. Soient i et j des éléments de {1, ..., n} et A ∈ Mn(R). Calculer Ei,jA et AEi,j.

3. Déterminer les éléments P de GLn(R) tels que pour tout M ∈ Mn(R),

Φ(PMP−1) = Φ(M).
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Lycée Kerichen 2024-2025 MP∗

Travaux dirigés no 2

I. PRÉLUDE

Soient A un élément de R[X] et B un élément de R[X] de degré n + 1, scindé à racines
simples. Soit l'application φ de R[X]n dans lui-même qui à un polynôme P , élément de R[X]n,
associe le reste dans la division euclidienne de AP par B.

1. Montrer que φ est un endomorphisme.

2. Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de φ.

II. ÉCHAUFFEMENT

Déterminer les valeurs propres et les espaces propres de la matrice suivante

Z =



1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1


.

III. MATRICES COMPAGNONS
Nous allons étudier des matrices d'une forme particulière qui jouent, comme nous le verrons,

un rôle important en mathématiques. Nous verrons leur utilisation dans une preuve du théorème
de Cayley-Hamilton. Elles se rencontrent également dans l'étude des équations di�érentielles
linéaire d'ordre n à coe�cients constants.

ParK on désigne indi�éremment le corps des nombres complexes ou celui des nombres réels.
Soient n un réel supérieur ou égal à 2 et a0, a1, . . . an−1 des éléments du corps K. On désigne
par A l'élément de Mn(K) suivant

A =



0 1 0 . . . . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . 1 0

0 . . . . . . . . . 0 1
a0 a1 . . . . . . an−2 an−1


.

1. Calculer le polynôme caractéristique de la matrice A.

2. Soit λ une valeur propre de A. Déterminer Eλ l'espace propre associé.

3. On suppose ue K = C. Montrer que la matrice A est diagonalisable si et seulement si
toutes ses valeurs propres sont d'ordre de multiplicité 1.

IV. Théorème de Kronecker
Les 3/2 admettront le résultat suivant qui sera vu très prochainement. Si le spectre d'un

élément M de Mn(C) est {λ1, λ2, ...λp}, alors celui de Mk est, pour tout entier k ≥ 0,
{λk1, λ2, ..., λkp}. Il le véri�erons pour une matrice diagonalisable cependant.
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1. Soient z1, z2,...,zn des nombres complexes, et P le polynôme

P = (X − z1)(X − z2) . . . (X − zn)

On suppose que P est à coe�cients entier. Soit un entier q ≥ 2. Montrer que

Q = (X − zq1)(X − zq2) . . . (X − zqn).

est à coe�cients entiers.d

On se propose de montrer le théorème de Kronecker : Soit P un polynôme unitaire de
Z[X] dont les racines complexes sont toutes de module inférieur ou égal à 1. on supppose
de plus que P (0) ̸= 0. Montrer que toutes les racines de P sont des racines de l'unité.

2. Exprimer les coe�cients de P au moyen de ses racines.

3. Montrer que l'ensemble de tels polynômes est �ni.

4. On note z1, z2,...zn les racines de P . Montrer que

(X − zk1 )(X − zk2 )...(X − zkn)

véri�e pour tout k ∈ N∗, les propriétés de P .

5. Montrer que toutes les racines de P sont des racines de l'unité.

V. ENDOMORPHISME DE Mn(R)
Soit A un élément de Mn(R).
Soit l'application

ΦA : Mn(C) → Mn(C) ; M 7→ AM.

1. Montrer que ΦA est un endomorphisme.

2. Donner le rang de ΦA en fonction de celui de A.

3. En déduire que ΦA est diagonalisable si et seulement si A l'est.

4. (5/2) Retrouver ce résultat grâce au cours sur les polynômes d'endomorphisme.

5. Donner la trace de ΦA.

6. Donner χΦA
.

Soient A et B des éléments de Mn(C). On se propose de montrer que l'équation
d'inconnue X,

AX −XB = Y (1)

admet une solution dans Mn(C), quel que soit l'élément Y de Mn(C), dans Mn(C) si
et seulement si A et B n'ont pas de valeurs propre commune.

7. On suppose A et B sans valeur propre commune. On considère l'endomorphisme de
Mn(C),

Φ : X 7→ AX −XB.

(a) Montrer que χA(B) et χB(A) sont inverisbles.

(b) Soit Z un élément du noyau de Φ. Montrer que χB(A)Z = ZχB(B). En déduire que
Φ est injectif.

(c) Montrer que pour tout Y ∈ Mn(C)l'équation (1) admet une solution.

8. On suppose que A et B ont une valeur propre λ en commun. Et soit X1 (resp. X2) un
vecteur propre de A (resp. B) associé à λ.
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(a) En considérant M = X1X
⊤
2 montrer que le noyau de Φ est non nul.

(b) Montrer qu'il existe des éléments Y ∈ Mn(C) tels que l'équation (1) n'admette pas
de solution.

9. Conclure.

Par A on désigne toujours un élément de Mn(C). On considère l'endomorphisme de
Mn(C),

ΨA : X 7→ AXA.

10. Montrer que ΨA est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.

11. En supposant A réelle, montrer que l'endomorphisme de Mn(R) induit par ΨA est une
isométie pour la norme euclidienne canonique, si et seulement si A est orthogonale.

VI. MÉTHODE DES PUISSANCES POUR LE CALCUL DE VALEURS PROPRES
Par n on désigne un entier supérieur ou égal à 2. Les éléments de Rn sont notés en colonne.

et Rn est muni de la norme euclidienne canonique, notée ∥ · ∥.
Soit M un élément de Mn(R) ayant n valeurs propres réelles distinctes λ1, λ2,...,λn non

nulles dont les modules sont classés dans l'ordre inverse :

0 < |λn| < |λn−1| < ... < |λ2| < |λ1|

Pour i = 1, . . . , n Vi désigne un vecteur propre unitaire associé à λi.
On se propose de calculer numériquement λ1 et V1
Soit A un élément de Rn qui n'est pas élément de vect(V2, V3, ..., Vn)

2

1. Montrer que (V1, V2, ..., Vn) est une base de Rn. On note ai la i
e coordonnée de A dans

la base (V1, V2, ..., Vn), pour i = 1, 2, ..., n.

2. On dé�nit les suites (Xk)k∈N (Yk)k∈N et (rk)k∈N par :

X(0) = A, Y0 =
X0

∥X0∥ , r0 =
t Y0MY0 et pour tout entier k ≥ 1,

Xk =M(Yk−1),
Yk =

Xk

∥Xk∥
,

r(k) =t YkMYk.

Exprimer Yk, pour tout entier naturel k au moyen des ai et de ∥X1∥X2∥...∥Xk∥.
3. Etudier le comportement de Yk lorsque k tend vers +∞.

4. Montrer que rk tend vers λ1 lorsque k tend vers +∞.

2. Il y a très peu de risque que A, choisi au hasard ne véri�e pas cette condition et les erreurs d'arrondie de
tout manière sont ici une chance
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VII. LEMME DE SCHUR (pour un public averti)
Notons A = Mn(C) et E = Cn. Soit G un sous-groupe �ni de GLn(C). Pour tout B ∈ G,

on note i(B)l'application :

i(B) :

{
Mn(C) −→ Mn(C)
M 7−→ BMB−1

Soit F un sous-espace vectoriel de E. On dit que F est stable par G si quels que soientM ∈ G,
X ∈ F , on aMX ∈ F et on dit que E est irréductible pour G si ses seuls sous-espaces stables
par G sont E et {0E}.

1. Montrer que i : B 7−→ i(B) est un morphisme de groupes de G dans GL(Mn(C)), et
que i est injectif si et seulement si G ne contient pas d'homothéties autres que l'identité.

On note G̃ l'image par i de G et Mn(C)G̃ l'ensemble des matrices M ∈ A telles que
i(B)(M) =M pour tout B dans G.

2. Soit M ∈ Mn(C)G̃. Démontrer que ker(M) et im(M) sont des sous-espaces stables par
G.

3. On suppose que E est irréductible pour G. SoitM ∈ Mn(C)G̃ ; démontrer queM est soit

nulle, soit inversible. En déduire que Mn(C)G̃ est un sous-espace vectoriel de Mn(C)
de dimension 1.

4. Soient M,N ∈ Mn(C). On considère l'endomorphisme de Mn(C) suivant,

Φ : X 7−→MXN

Démontrer que Tr(Φ) = Tr(M)Tr(N).

5. Soit P =
1

|G|
∑
B∈G

B.

(a) Démontrer que P 2 = P . En déduire que P est diagonalisable.

(b) On note EG l'ensemble des éléments de E invariant par tout élément de G :

EG = {X ∈ E|∀M ∈ G,MX = X}.

Démontrer que Im(P) = EG et en déduire que dim
(
EG
)
= 1

|G|

∑
B∈G

trB.

6. Démontrer que dim
(
Mn(C)G̃

)
=

1

|G|
∑
B∈G

tr
(
B−1

)
tr(B). On pourra considérer d'abord

le cas où i est injectif.

⋆ ⋆
⋆
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LYCÉE KERICHEN 2024-2025 MP∗

Travaux dirigés no 4

Par K on désigne le corps des réels ou celui des complexes.

I. NORMES np SUR Kn

Soient (a1, . . . , an) et (b1, . . . , bn) des n-uplet de réels positifs.
Soient p et q des réels conjugués, c'est-à-dire tels que

1

p
+

1

q
= 1.

1. Montrer que pour tout a et tout b réels positifs,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
(inégalité de Young).

Cette inégalité trouvera place dans le cours sur les fonctions convexes.

Pour k ∈ R∗
+, on considère

ϕk : R+ → R ; t 7→
{

exp(k ln(t) si t > 0,
0 sinon,

cette application est continue et pour tout réel t ≥ 0, la quantité ϕk(t) sera noté simple-
ment tk.

2. Montrer que :

n∑
i=1

aibi ≤

(
n∑
i=1

api

) 1
p
(

n∑
i=1

bqi

) 1
q

(inégalité de Hölder).

Que dire du cas p = q = 2 ?

3. En déduire que pour tout réel p strictement supérieurs à 1,(
n∑
i=1

(ai + bi)
p

) 1
p

≤

(
n∑
i=1

api

) 1
p

+

(
n∑
i=1

bpi

) 1
p

(inégalité de Minkowski).

4. Montrer qu'avec les notations du cours, np est une norme sur Kn.

5. Montrer que pour tout élément x⃗ = (x1, x2, . . . , xn) de Kn,

lim
p+∞

np(x⃗) = n∞(x⃗).

II. NORMES Np SUR C0([a, b],C) �
Soient p un réel strictement supérieur à 1, a et b des réels tels que a < b ;

1. Montrer, qu'avec les notations du cours, Np est une norme sur C0 ([a, b],K), en utilisant
la partie I.3, pour prouver l'inégalité triangulaire.

2. Montrer l'inégalité triangulaire en reproduisant pour l'intégrale le raisonnement fait en
I.1, I.2 et I.3.
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3. Montrer que pour tout élément f de C0 ([a, b],K),

lim
p+∞

Np(f) = N∞(f).

4. Soient f et g des éléments de C0 ([a, b],K) et p et q des réels conjugués. Montrer que :∣∣∣∣∫ b

a

f(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ Np(f)Nq(g).

5. ( 5/2)) Soient ϕ et f des applications de [a, b] dans R continues. On supose ϕ à valeurs
dans R∗

+ et f à valeurs dans R+. On pose pour tout entier n ≥ 0, In =
∫
[a,b]

ϕfn.

(a) Montrer que le suite ( n
√
In)n∈N converge de limite à déterminer.

(b) Montrer que le suite
(
In+1

In

)
n∈N

converge de limite à déterminer.

II. FONCTIONS HÖLDERIENNES �

Pour tout réel α > 0, on notz Eα l'ensemble des fonctions f de [0, 1] dans C telles qu'il
existe K, réel positif, tel que pour tout (x, y) ∈ [0, 1]2,

|f(x)− f(y)| ≤ K|x− y|α.

Soit α ∈ R∗
+.

1. Montrer que Eα est un espace vectoriel.

2. Soit g un élément de Eα. Montrer que l'ensemble

{k ∈ R+|∀(x, y) ∈ [0, 1]2, |f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|α.}

admet un plus petit élément noté kα(f).

3. On supose que α > 1 . Déterminer Eα.

Dans la suite α ∈]0, 1[.
4. Véri�er que C1([0, 1],C) ⊂ Eα ⊂ C0([0, 1],C).

5. Donner une fonction élément de Eα qui n'est pas de classe C1.

6. Soit β un réel tel que 0 < α < β < 1. Comparer Eα et Eβ.

7. Montrer que l'application :

Hα : Eα → R+ ; f 7→ ∥f∥∞ + kα(f)

est une norme. On la notera ∥ · ∥α
8. Soit (fn)n∈N une suite d'éléments de Eα telle que pour tout ε ∈ R∗

+ il existe n0 ∈ N tel
que :

∀(p, q) ∈ [[n0,+∞[[, ∥fp − fq∥α ≤ ε. (suite de Cauchy).

Montrer que (fn)n∈N converge vers un élément f de Eα dans (Eα, ∥ · ∥α).
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Complément pour 5
2
averti.

III Autour du Théorème de Baire

1. théorème de Baire �
Soit E un espace vectoriel de dimension �nie ; on désignera par ∥ · ∥ une norme sur E.
Soit (Un)n∈N une suite d'ouverts denses de E. Montrer que

⋂
n∈N

Un est dense.

Commentaires :
� Une intersection dénombrable d'ouverts, (qui en général n'est pas ouverte) s'appelle

un Gδ. Le théorème dit qu'une intersection dénombrable d'ouverts denses d'un espace
vectoriel de dimension �nie est un Gδ dense.

� Le théorème de Baire bien que d'énoncé simple admet des conséquences très impor-
tantes en analyse. Nous donnerons quelques applications dans la suite

2. Montre qu'un Gδ dense de E n'est pas dénombrable.

3. Soit (Fn)n∈N une suite de fermés de E telle que
⋃
n∈N

Fn = E. Montrer que
⋃
n∈N

o

Fn est un

ouvert dense.

Indication : On poura montrer que le complémentaire de
⋃

n∈N

o

Fn est d'intérieur vide.

4. � Continuité d'une dérivée �

(a) Soit (fn) une suite d'applications de R dans R continues, qui converge simplement
vers une application f , c'est-à-dire que pour tout réel x la suite (fn(x))n∈N converge
vers f(x). Montrons que f est continue sur un Gδ dense.

i. Soit ε un élément de R∗
+. Pour tout entier nnaturel n, on pose

Fn,ε := { x ∈ E|∀p ∈ N, (p ≥ n) ⇒ (∥fn(x)− fp(x)∥ ≤ ε)}

et
Ωε :=

⋃
n∈N

o

F n,ε.

Montrer que Ωε est un ouvert dense.

ii. Montrer que tout élément a de Ωε, admet un voisinage V tel que pour tout élément
x de V , ∥f(x)− f(a)∥ ≤ 3ε.

iii. Conclure.

(b) Soit g une application de R dans R dérivable. Montrer que l'ensemble des points de
continuité de g contient un Gδ dense.

Commentaires : Une dérivée est donc ≪ assez ≫continue. On rapprochera ce résul-
tat du théorème qui dit qu'une dérivée, véri�e le théorème de la valeur intermédiaire,
ce qui constitue un premier pas vers la continuité.

5. � Continuité et continuité partielle � On se propose de montrer le résultat :

Théorème � Soit f une application de [0, 1]2 dans R. Si en tout point de [0, 1]2,
f est continue en la première et en la seconde variable, alors il existe un résiduel G de
R tel que f soit continue en tout point de [0, 1]×G.

Soit un réel ε strictement positif. Pour tout entier naturel n non nul, on note Fε,n
l'ensemble des éléments y de [0, 1] tels que, pour tout x et tout x′, éléments de [0, 1]2 si
|x− x′| ≤ 1

n
alors |f(x, y)− f(x′, y)| ≤ ε :

Fε,n :=

{
y ∈ [0, 1]| ∀x ∈ [0, 1], ∀x′ ∈ [0, 1]2, |x− x′| ≤ 1

n
⇒ |f(x, y)− f(x′, y)| ≤ ε

}
.
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(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗, Fε,n est un fermé de [0, 1].

(b) Montrer que
⋃

n∈N∗
Fε,n = [0, 1].

(c) Montrer que
⋃

n∈N∗
F
◦

ε,n
est un ouvert inclus dans [0, 1] dense dans [0, 1].

On le notera Ωε.

(d) Soient y0 un élément de Ωε et x0 ∈ [0, 1]. Montrer qu'il existe un voisinage W de
(x0, y0) tel que pour tout (x, y) ∈ W ∩ [0, 1]2, |f(x, y)− f(x0, y0)| ≤ 2ε.

(e) Posons G :=
⋂

n∈N∗
Ω 1

n
. Montrer que l'ensemble G est un résiduel inclus dans [0, 1].

Soit (x1, y1) un point de [0, 1]×G. Montrer la continuité de f en (x1, y1). Conclure.

6. Théorème de Banach Steinhauss �

Il s'agit sans doutes d'une des applications les plus spectaculaires de Baire, qui
conduit à bon nombre de résultats d'analyse tout à fait remarquables.

Soit (F, ∥ · ∥F) un e.v.n., Lc(E,F) sera muni de ||| · ||| norme subordonnée à ∥ · ∥ et
∥ · ∥F. Soit A une partie de Lc(E,F), non vide. Montrer que :

� ou bien il existe un réel M tel que pour tout ℓ⃗ ∈ A, |||ℓ||≤M ;
� ou bien il existe un Gδ dense de E, tel que pour tout élément x⃗ de ce Gδ,

sup
ℓ⃗∈A

∥ℓ⃗(x⃗)∥F = +∞.

En anglais ce théorème porte le nom plus évocateur de théorème de la ≪ bornaison ≫uniforme.

(a) Posons, pour tout élément k de N, Ωk = {x⃗ ∈ E, sup
ℓ⃗∈A

∥ℓ⃗(x⃗)∥F > k}. Montrer que

pour tout élément k de N, Ωk est un ouvert.

(b) Montrer que si, pour tout élément k de N, Ωk est dense, alors, pour tout élément x⃗

de
⋂
k∈N

Ωk, sup
ℓ⃗∈A

∥ℓ⃗(x⃗)∥F = +∞.

(c) Montrer que s'il existe k0 ∈ N, tel que Ωk0 ne soit pas dense, alors il existe un réel

M . tel que pour tout ℓ⃗ ∈ A, |||ℓ||| ≤M .

(d) Conclure.

(e) Soit a une suite réelle telle que pour toute suite réelle b, élément de ℓ2 la série
∑
anbn

converge. Montrer que a ∈ ℓ2.

Indication. Considérer l'ensemble {Ln, n ∈ N} des formes linéaires sur ℓ2 dé�ni
par :

∀n ∈ N, Ln : ℓ2 → R ; b 7→
n∑
k=0

akbk

12



Indications pour la question II.8
Soit ε ∈ R∗

+. L'hypothése sur (fn)n∈N nous fournit n0 ∈ N∗ tel que :

∀(p, q) ∈ [[n0,+∞[[, ∥fp − fq∥α ≤ ε. (suite de Cauchy). (2)

Étape 1. La suite (fn)n∈N converge simplement.

• Soit x ∈ [0, 1]. Par (2) , pour tout p ∈ N,

|fp(x)| ≤ max{|fn0(x)|+ ε, |f0(x)|, ..., |fn0−1(x)|}

la suite (fp(x))p∈N est donc bornée.

• Soient ℓ et ℓ′ des valeurs d'adhérence de (fp(x))p∈N. On considère des extrac-
trices ϕ et ψ telles que

fϕ(p)(x) →
p→+∞

ℓ, et fψ(p)(x) →
p→+∞

ℓ′ ;

quitte à remplacer ϕ par ϕ◦ψ, autre extractrice, il est loisible de supposer de surcroît
ϕ ≥ ψ. L'inégalité (2) veut que pour tout entier p ≥ n0,

|fϕ(p)(x)− fψ(p)(x)| ≤ ∥fϕ(p) − fψ(p)∥∞ ≤ ∥fϕ(p) − fψ(p)∥α ≤ ε,

puisque ϕ(p) ≥ ψ(p) ≥ p ≥ n0. Laissons tendre p vers +∞, nous obtenons :

|ℓ− ℓ′| ≤ ε.

Le caractère arbitraire de ε exige que ℓ = ℓ′.

De ces deux points, et parce que R est de dimension �nie, vient que (fp(x))p∈N
converge.

D'où la convergence simple de (fp)p∈N ; nous noterons f la limite simple de cette
suite.

Étape 2. L'application f est élément de Eα.

Soient x1 et x2 des éléments de [0, 1]. Pour tout entier p ≥ n0

|fp(x1)− fp(x2)| ≤|fn0(x1)− fn0(x2)|+ |(fp − fn0)(x1)− (fp − fn0)(x2)| ≤
(kα(fn0) + kα(fp − fn0))|x1 − x2|α ≤
(kα(fn0) + ε)|x1 − x2|α.

(3)

Donc en laissant tendre p vers +∞, on a :

|f(x1)− f(x2)| ≤ (kα(fn0) + ε)|x1 − x2|α.

Donc f est élément de Eα.

Étape 2. La suite (fp)p∈N converge vers f dans (Eα, ∥ · ∥α).
•, pour tout p et tout q entiers tels que p ≥ q ≥ n0, on a :

∀z ∈ [0, 1], |fp(z)− fq(z)| ≤ ∥fp − fq∥∞ ≤ ∥fp − fq∥α ≤ ε,

et en laissant p tendre vers +∞, pour tout entier q ≥ n0 et tout z ∈ [0, 1]

|f(z)− fq(z)| ≤ ε,

13



Donc, la borne supérieure étant le plus petit des majorants, pour tout entier q ≥ n0.

∥f − fq∥∞ ≤ ε.

• Par ailleurs pour tout p et tout q entiers tels que p ≥ q ≥ n0, on a

kα(fp − fq) ≤ ∥fp − fq∥α ≤ ε,

et donc
|(fp − fq)(u)− (fp − fq)(v)| ≤ ε|u− v|α.

pour tout u et v éléments de [0, 1]. En laissant une nouvelle fois tendre p vers +∞,
vient que pour tout entier q ≥ n0,

∀(u, v) ∈ [0, 1]2, |(f − fq)(u)− (f − fq)(v)| ≤ ε|u− v|α.

Donc pour tout entier q ≥ n0 on a kα(f − fq) ≤ ε.

De ces deux points, il vient que pour tout entier q ≥ n0,

∥f − fq∥α ≤ 2ε.

Donc la suite (fq)q∈N converge vers f dans l'e.v.n. (Eα, ∥ · ∥α).

14
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Travaux dirigés no 5

Exemples de suites des itérés d'une fonction croissante,

rapidité convergence .

I. THÉORÈMES D'ERNESTO CESÀRO

Soit (x⃗)n∈N une suite à valeurs dans un e.v.n. (E, ∥ · ∥), admettant une limite ℓ⃗. Soit alors
la suite (y⃗n)n∈N dé�nie par,

y⃗n =
1

n+ 1

n∑
k=0

x⃗k,

pour tout entier naturel n.
Cette quantité s'interprète comme la moyenne des n+1 premiers termes de la suite initiale, du
moins lorsque cette dernière est à valeurs dans R, dans le cas général y⃗n en est plus exactement
parlant le barycentre, E étant muni de sa structure canonique d'espace a�ne. Le théorème de
Cesàro a�rme que la suite (y⃗n)n∈N tend vers ℓ⃗ ; on a coutume de dire que la suite (xn)n∈N
converge ≪ en moyenne ≫ou ≪ au sens de Cesàro ≫vers ℓ⃗. Ce résultat est conforme à notre
intuition. En e�et, la suite (x⃗n)n∈N prend des valeurs qui tendent à se confondre avec ℓ⃗, lorsque
n croît, face aux nombre toujours plus grand de termes entrant dans le calcul de y⃗, les premiers
termes y jouent un rôle de plus en plus négligeable, conférant ainsi à la moyenne une valeur
proche de ℓ⃗.

La preuve se calque sur cette démarche heuristique.

1. Prouver ce résultat. Que dire de la réciproque ?

2. Généralisation. Sous les hypothèses du 1. on considère une suite (αn)n∈N de réels stric-
tement positifs, telle que la série

∑
αn diverge, c'est-à-dire telle que :

n∑
k=0

αk →
n→+∞

+∞.

Soit alors la suite (z⃗n)n∈N dé�nie par,

z⃗n =
1

n∑
k=0

αk

n∑
k=0

αk · x⃗k,

pour tout entier naturel n (moyenne pondérée de la suite (xn)n∈N).
Déterminer la limite de cette dernière suite.

Le théorèle de Cesàro est rentré au programme dans le cas de suites réelles.

II. PREMIER EXEMPLE

Soient a un élément de ]0, π
2
[, K un élément de ]0, 1].

1. Montrer que la relation de récurrence suivante dé�nie bien une suite réelle (un)n∈N :

u0 := a, un+1 := K sinun, pour tout n ≥ 0 (4)
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2. Montrer que cette suite converge vers 0.

On se propose maintenant d'étudier la rapidité de convergence de cette suite.

3. Représenter sur un graphique les premiers termes de la suite pour K = 0.25, K = 0.5 et
K = 1. Que constater ?

4. Montrer que la quantitée un+1

un
est dé�nie pour tout entier naturel n et que :

un+1

un
→

n→+∞
K.

5. Cas de convergence rapide

On supose dans cette question que K < 1.
Pour n grand, d'après la question précédente, la suite se comporte donc à peu près comme
une suite géométrique de raison K, d'où pour préciser son comportement l'idée d'étudier
la limite de n

√
un .

(a) On note pour tout entier naturel n, wn := ln
(
un+1

un

)
. Montrer que la suite (wn)n∈N

a une limite que l'on déterminera.

(b) En étudiant la suite suite (zn)n∈N , dé�nie par : zn = 1
n+1

n∑
k=0

wk, pour tout entier

naturel n, déterminer la limite de la suite
(

n
√
un
)
n∈N .

(c) Réservé aux 5/2. Donner la forme d'un équivalent du terme général de la suite
(un)n∈N.

6. Cas de convergence lente

On supose dans cette question que K = 1.

(a) Déterminer un réel β tel que la suite (wn)n∈N dé�nie par wn := uβn+1 − uβn, pour tout
entier naturel n, admette une limite �nie non nulle 3.

(b) En étudiant la suite suite (zn)n∈N , dé�nie par : zn = 1
n+1

n∑
k=0

wk, pour tout entier

naturel n, donner un équivalent de un, lorsque n tend vers +∞, de la forme cnp où
c et p sont des réels.

(c) Réservé aux 5/2. Donner un équivalent simple de un − cnp lorsque n tend vers
+∞, (pour les valeurs de c et de p précédemment trouvées).

III. DEUXIEME EXEMPLE.

Soient a un réel strictement positif.

1. Montrer que la relation de récurrence suivante dé�nie bien une suite réelle (un)n∈N :

u0 := a, un+1 := un +
1

un
, pour tout n ≥ 0 (5)

2. Déterminer la convergence de cette suite.

3. Donner un équivalent du terme général de cette suite.

IV. DERNIER EXEMPLE

Soit a un élément de ]0, 1[.

3. L'introduction d'une telle suite, traditionnelle dans les problèmes, semble très arti�cielle et relever d'une
intuision fertile, nous verons dans un prochain chapitre, la source, bien naturelle, d'une telle idée ; pour le
moment retenons la recette !

16



1. Montrer que la formule de récurrence{
u0 := a

un+1 := 1/2
(
1−

√
1− un

)
, pour tout entier n ≥ 0,

(6)

dé�nie bien une suite réelle (un)n∈N.

2. Déterminer la limite de cette suite.

3. Montrer que la suite (un)n∈N a une limite ℓ, indépendante de a, à déterminer.

4. Réservé aux 5/2. Donner la forme d'un équivalent du terme général de la suite la suite
(un)n∈N.

Figure 2 � Ernesto Cesàro 1859-1906
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Complément pour 5
2

V. THÉORÈME DE TAUBER

Soit
∑
anx

n une série entière de la variable réelle x, de rayon de convergence égal à 1. On
note S sa somme :

S : ]−1, 1] → R; x 7→
+∞∑
n=0

anx
n.

On suppose de plus qu'il existe un réel L tel que

S (x) →
x→1
x<1

L.

On s'intéresse à la convergence de la série
∑
an.

1. Donner un exemple de suite (an)n∈N telle que
∑
an diverge.

2. On suppose jusqu'à la �n que an = o
(
1
n

)
(n→ +∞).

(a) Prouver que pour tout élément x de ]− 1, 1[, et tout entier N supérieur ou égal à 1,∣∣∣∣∣S(x)−
N∑
n=0

an

∣∣∣∣∣ ≤ N(1− x)
1

N

N∑
n=0

|nan|+
1

N(1− x)
sup
n>N

|nan|.

(b) Conclure !

Le résultat demeure en supposant simplement que an = O(n) (n → +∞), mais c'est bien plus
di�cile.

VI. CESÀRERIES

1. (X.) On dit qu'une partie A de N est de densité nulle si

card(A ∩ {0, 1, . . . , n})
n

→
n→+∞

0

Soit (an)n∈N
une suite de réels positifs, majorée. On note pour tout entier n ≥ 1,

Sn =
1

n

n∑
k=0

ak.

On se propose de montrer l'équivalence des deux propositions suivantes :

i. Sn →
n→+∞

0 ;

ii. Il existe une partie A de N de densité nulle telle que an −→
n→+∞
n/∈A

0

(a) On suppose ii. ; Montrer i.
(b) On suppose i. Pour tout n ∈ _N on note αn := sup{Sp, p ≥ n}. Montrer que la suite

(αn)n∈∗
N
tend vers 0. On considére A := {p ∈ N∗|ap ≥

√
αp}. Montrer que A est de

densité nulle, en déduire que ii. est vraie.

2. Soit f une application de R dans R continue. Pour tout réel a, on dé�nit la suite
(vn(a))n∈N par : v0(a) = a ; pour tout n ∈ N, vn+1(a) = f(vn(a)). En�n pour tout entier

naturel n on pose : un(a) =
1

n+1

n∑
k=0

vk(a).

(a) On suppose qu'il existe un réel a tel que la suite (un(a))n∈N soit bornée. Montrer que
f admet un point �xe.

(b) Trouver un exemple de fonction f de R dans R continue, ayant un unique point �xe
xf et telle que pour tout réel a distinct de xf , (un(a))n∈N converge vers une limite
distincte de xf .
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