MP* KERICHEN 2024-2025

Correction du DS n°1

Sujet 1
PARTIE I.
1. (a) Soient (z1,72) € R et A € R
FM (1 + x2)) = 2Xx1 + Mg = Af (21, 29),

donc f est homogéne de degré 1.
(b) Soient (z1,22)) € R%? et A € R%

FA(z1 + 29)) = \/A%:{’ + 3\ 23 = )\%f(xl, Ta),

donc f est homogéne de degré %

(¢) Soient (z1,22) € R:% et A € RY

FM@1 + x2) = A2Af (21, 72),

donc f est homogéne de degré —2.

2. Notons ¢ la faleur constante de f sur la droite D; d’équation x; = 1.
PREUVE 1.

Soit (z,y) un point de R% x R. La demi-droite ouverte d’origine (0,0) et passant par
(z,y) est incluse dans C, donc par 0-homogénéité, f est constante sur cette droite, mais
elle rencontre D; donc f(x,y) = c.

PREUVE 2 (VARIANTE).
Soit (x,y) un point de R x R. Par 0-homogénéité

Flay) = G)f (1Y) -

En conclusion f est constante sur C.

3. Lapplication C' — R; (21, x2) xl+2—tz4x2 est homogéne de degré —1.
[application C' — R ; (21, x2) — (21 + x2)™ est homogéne de degré .
4. (a) Soit A € R%. Pour tout (z1,22) € C,

f()\lj, )\fg) = )\af(l'l, ZL’Q),
en calculant la dérivée partielle des deux membres, pour : = 1, 2,
A@Zf(/\xl, )\ZL’Q) = )\a&f(xl, ZL‘Q).

soit :
alf(/\<l’1, Ig) = )\a_l&-f(xl, 1’2).

Les dérivées partielles de f sont a — 1-homogénes.
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(b)

()

(e)

Soit (x1,z2) € C. concidérons,
g : Ry =Rt f(t(x,22))
La régle de la chaine assure que g est de classe C* et pour tout ¢ € R*
g (t) = 2101 f(tx1, txe) + o0 f (txy, ts).

Mais pour tout t € R, g(t) = t* f(x1, x2), et donc ¢'(t) = at® ' f(z1, z2). En égalant
les deux expressions pour t =1 :

2101 f (21, T2) + 2202 f (21, 72) = o f (w1, 22). (1)

Gardons les notations du (b). Pour tout ¢t € R,
tg'(t) = tw101 f (tr, twg) + twaa f (twn, tws) = af (try, tr) = ag(t).

Donc g est LA solution sur R du probléme de Cauchy linéaire d’ordre 1,

{0

Fltar, tms) = g(t) = f(z1, 2)(exp (a /lt éds) ().

|| ~+|Q

Y,
f(xlv .772).

<

Donc pour tout réel t > 0,

La fonction f est a-homogéne.

Notons X = {C — R (z,y) — ¢ (%) ,¢ € RR}.
e Soit f € hy. Posons ¢ : R — R; t+— f(1,t). Pour tout (z,y) € C,
_ 0 IN_w(Y

X

(x #0), donc f € X, et donc
Hy C X.

e L’inclusion Hy C X est évidente.

Concluons : Hy = {C = R (z,y) — ¢ (%) ,¢ € RR}.

De méme H; = {C — R (z,y) r—>:17qb( ) ¢ € RR}.

Soit L : CYC,R) — C°%C,R); f > x101f + 2205f, ou abusivement x; désigne,
pour ¢ = 1,2 la ¢ forme coordonnée dans la base canonique. L’application L est

linéaire, par linéarité de la dérivation partielle, et donc Sy est un espace vectoriel, en
tant que noyau de L.

[application g est 2-homogéne, donc par (1), donc

1
59 € Sg.

Soit f € C}(C,R), on a f € S, si et seulement si f — %g € Sy, donc :

1
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(f)

Par (1), Sy = Hy N CY(C,R). Soit par ailleurs ¢ € R®; L’application

f:R—-R; (:El,xg)i—>¢(x2).

x

Si ¢ est C! alors comme (z1,72) — z; est C* pour i = 1,2, les théorémes de transfert
assurent que f est C.

Si f est C!, comme ¢ = f(1,-) et que t — (1,) est C!, alors ¢ est C'. Donc

So = {C—>R(3:,y) H¢<%> ,¢ecl(R,R)}.

Soient (z1,22) € C et (r,0) € U.
Alors classiquement, comme ;7 # 0, on a p(r,0) = (x1, x2) si et seulement si
r =%+ 23,
tan = 22
1

Or6e ]—7—;, 5 [ donc p(r,8) = (z1,x2) si et seulement si

f = arctan (ﬂ) .
T1

Donc p est une bijection de U sur C. et

pt i C—U; (21,20) = (\/CL‘% + x3, arctan (ﬁ>) :
€

La mytique régle de la chaine assure que

of
or

—(r,0) = cos 00, f (r cos(), rsin(0) + sin 00, f (r cos(f), rsin(8).

af

e Supposons que f € Sp. Alors par (b), 3L soit nulle sur U.

e Supposons que 3 8f soit nulle sur U, alors 2101 f + 2202 f est nulle sur p(U) donc sur

C par surjectivité de p, et V011a donc f élément de Sy.
Notons Sy = {g €C'(U, R) = O0uor -
On a déja f € Sy si et seulement si fopeS,.

DETERMINATION DE Sp.
e Soit g € CY(U,R) ; supposons g € Sy alors pour tout 6 € } o 2[ I’application
g(-,0) est de dérivée, 99 nulle sur lintervalle R’ donc est constante. On dispose

or
donc d’une application v de ] [ dans R telle que por tout (r,0) € U,

g(r,0) = (6).

Comme 1) = g(1,-) et que g est Ct, v est CL.
e Réciproquement pour tout ) € C! G —5 5 [ , R), I’application

(r,0) : U— R; —(0)

est élément de 50.



CONCLUSION

So={gop ', g€ S}

:{C—>R; (1, ) > (arctan (i—j)) e C! G—%%[R)}

:{c SR (1,70) > 0 (i—?) L peCt (R,R)}.

La derniére égalité résulte du caractére bijectif de arctan de ]—g, o) [ sur R, donc de
celui de

c! (]—g,g[,R) — C'(R,R) ; ¥+ Y oarctan.
PARTIE II. Applications harmoniques

1. L’ensemble des applications harmoniques d’un ouvert U de R? dans R est un espace vectoriel
car c’est le noyau de 'application linéaire

C*(UR) = C(U,R); [ — A(f),

(linéarité des dérivations partielles).
2. FONCTIONS HARMONIQUES RADIALES

(a) e Supposons F' de classe C2. Comme (x1,T3) + x; pour i = 1,2 1/ sont de classe C?,
par produit, somme et composition d’applications C?, on a f de classe C2.
e Supposons f de classe C* ; Papplication R% — R; ¢ — (¢2,0) est de classe C* et
pour tout réel ¢t > 0, on a F(t) = f(t*,0), donc par composition de telles applications,
F est C2.

Concluons : f est de classe C? si et seulement si F est de classe C2.

On suppose que f est de classe C2.
(b) Pour tout élément (xq,z5) de R* — {(0,0)},

of Ty
_ Ja 2 2
o) = i (it e ad).

of T
gL =2 p(\Ja2ta3).
or, " T i a (i)

(¢) Pour tout élément (z1,z2) de R? — {(0,0)},

an I% " 2 2 1 x% / 2 2
a—x%(iﬂlaxz):x%erzF \VESIESN PR 2 4 12) o+,

2 r1+xy (27 + 2
soit
0 f a3 ( 3
—(x1,25) = F'(\/a2+a2 )+ —2—F' (/a2 +22).
ax%( 1 2) .’L’%—{—I% 1 2 (I%+x%)3/2 1 2
De méme,
an ZE% " 2 2 l’% / 2 2
a—x%(l'l,l'g)—x%_i_x%F l’1+l'2 +WF a:1+x2 .




82f ToT / T2l /
81’281‘1 (131,372) = .’L‘%—'—I‘QF” ZU%"‘Q?% — WF/ SC%"‘(L‘% .

2 xi+ a3

0% f ( ) 0% f
x1,To) =
8$28I1 2 8$18I2
redonne plus simplement ici la symétrie des roles tenus par x; et xs.

Pour tout (z1,72) € R? — {(0,0)},

1
Af(xy, @) = F" (\/l"%Jrl’g) +ﬁF,<Vx%+x§)‘
ri+2x

2

R? — {(0,0)0} = R ; (z1,x2) — /23 + 23

induit une surjection de R? — {(0,0)} sur R*, donc Af est nul si et seulement si
pour tout r € R,

Remarque : f étant de classe C?, on a (x1,22), ce que

Or I'application

1
F"(r) + ;F/(r) =0,

autrement dit Af est nul si et seulement si F’ est solution sur R* de I'équation
différentielle du premier ordre linéaire homogéne
dy 1
—7 — _ . 2
dr Y @)

(2) est une équation différentielle du premier ordre linéaire homogéne, a est continue,
L’ensemble de ses solutions sur R est donc la droite vectorielle engendrée par

R, =R ; r—exp (/ a(s)ds.) :
1

Donc, dans le cas présent, I’ensemble des solutions sur R* de (2) est I'ensemble des
applications de la forme

A
R, - R;r— —,
,

ol A est un réel quelconque.
On a vu que Af est I'application nulle sur R* — {(0,0)} si et seulement si il existe

un réel A tel que pour tout r € R%, F'(r) = —, donc Af est nul si et seulement si il
r

existe des réels A et B tels que pour tout r € R%, F(r) = Alnr 4+ B. Donc Af est
nul si et seulement si il existe des réels A et B tels que :

f:R2-{(0,0)} > R; (x,y)HAln(\/w2+y2>+B.

Remarque :

Dans le cas général et pour n différent de 2, un calcul analogue montre que 1’ensemble
des applications de R™ — {(0,...,0)} dans R radiales et de laplacien nul est 1’ensemble
des applications de la forme

fiR {00} SR: ey 4B,

(/)




ou A et B sont des réels quelconques .

3. FONCTIONS HARMONIQUES ANGULAIRES
On considére P le demi-plan ouvert de R? d’équation x; > 0,

P = {(331,:172) eR? 2z > O} =R, xR.

On définit la fonction G de P dans R par

G : P—R; (v1,22) — arctan <ﬁ> :

X1

(a) Soit (zq,x1) € P.

8G( ) 1 1 T 82G( ) —29 —2X971
— (29, 71) = — = To,T1) =T =

Oy 77V a4 adal a3 TV T @ el (a4 a3

1
8G( ) re 1 — 82G( ) 29.271 22921
— (T2, 1) = —— = T2, T1) = = .
Oy w143 3+ad 023 0TV (a3 +al)? (a3 +a})2
7

finalement AG = 0 sur P. G est harmonique sur P.
(b) Soit ¢ une application C? de R dans R. L’application ¢ : P — R, (22, 21) — o
est C? (car rationnelle). Par composition f est de classe C2. Soit (w9, 1) € P.

flaz, ) =¢ <ﬁ> )

X1

ﬁ(xx)_i' T2 ﬁ(xx)_i" L2
2,41) — 2 ’893'% 2,41 _ZL’%QO ’

Ox, 1 1

of —Z2 , [ T2 62f 2xy 2 :L“% [ T2
—_— R - — _ , =5 , _ — —_ —|— —_ _ .
0x, (w2, 21) x% 1.4 1 8m% (w2, 21) x:f v T m‘lﬁp T1

Donc :

22+ 22 T 2151 T
o = B (1) 2y ()

Donc Af = 0 si et seulement si, pour tout (z3, 1) € P,

2
x x 2x x
€Ty T T T
Premiére méthode : L’application ¢ est surjective de P sur R, donc f est harmo-

nique sur P si et seulement si ¢ est solution sur R de I’équation différentielle linéaire
homogéne du premier ordre a coefficients continus :

d
(1+ u2)£ + 2uz = 0. (3)

1. Pour n = 3 on retrouve les potentiels électrostatiques créés par une charge ponctuelle ou gravitationnels
créés par une masse ponctuelle, placées en 'origine, Potentiels en <« 1/r ». D’aprés le 4. pour un potentiel a
symétrie radiale U, étre en < 1/r > équivaut & satisfaire a I’équation de Poisson dans le vide AU = 0.



Donc f est harmonique si et seulement si il existe A € R tel que

"' R—R;u~— )
90 7U’ 1+u2

Donc f est harmonique si et seulement si il existe des réels A et u tels que

¢ : R—= R; u— A arctan(u) + p.

Notons que f est harmonique si et seulement si il existe des réels A\ et u tels que
f=AG+ p.

Méthode plus rusée et plus concise : L’application ¢ est surjective de P sur R,
donc en identifiant X? et 'application polynomiale associée, f est harmonique si et
seulement si ((1+ 22)¢’)’ = 0, soit, R étant un intervalle si et seulement si il existe
des réels A et p tels que :

¢ : R—= R; ur A arctan(u) + p.

L’application f est élément de Ss si et seulement si, pour tout (zq,x1) € P,

;L’Q T2 2.132 T i)
(G- (2) )2
xq T T T T
soit, comme dans (b), si et seulement si pour tout réel u
(14 X*)¢") (u) = u.

Donc f est élément de S si et seulement si il existe a € R tel que pour tout u € R

u? a 1 a-—1

/ . _ 2
=i T v T2 T T

et finalement f est élément de S, si et seulement si il existe (b, ¢) € R? tels que pour
tout u € R,

1
o(u) = U + barctan(u) + c.

Conclusion : Sy = {73 — R; (21,22) = 52 +0G(21,22) + ¢, (b, c) € RQ}.




