MP* Lycée Kerichen 2024-2025

DM n%4

Ce palpitant devoir est composé d’un distrayant exercice et d’'un passionant devoir d’analyse,
pouvant comporter ca et la certaines questions non élémentaires.

EXERCICE

1. (a) Soit 'application

g: R—>R t— osit#£0,
1 sinon.

Montrer que g est de classe C!.

(b) Montrer que lintégrale [, Std¢ converge.

+

En admettant que fo > Si—;‘tdt = 3, pour tout j € N*, montrer la convergence et

+oo sin(jit
donner la valeur de [, %dt.
2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
+00 sin” (¢)
0 "
+o0 sin?(t)

0 = dt.

3. Pour tout entier n > 1 on pose h,, = sin”.

(a) Vérifier que 'intégrale dt converge.

(b) Donner la valeur de

(a) Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Montrer que pour k = 0, 1, ..., n—1, 'application
A est bornée.

(b) Donner le développement limité a 'ordre n en 0 de 1'application h,,.
En déduire que

A (¢
() —nl.
tn—k t50

(c) Montrer pour tout k € [0,n — 2], la convergence absolue de I'intégrale

+oo h(k) t
/ = ()dt.
0

tn—k

(d) Montrer la convergence de I'intégrale

+o0 h(n_l) t
/ () >dt
0

et établir I'égalité :

PROBLEME

Notations

— Pour tout réel x, on note E(x) la partie entiere de x,
— On désigne par #F le cardinal, c¢’est-a-dire le nombre d’éléments, d’un ensemble fini E.



Nous aurons besoin dans ce probleme des deux théoremes suivants que nous admettrons, un
sera vu en cours d’année 'autre prouvé en TD.

Définition : On appelle fonction en escalier sur [0,2n] toute application f de [0,27n] dans R,
pour laquelle il existe une subdivision (ay,...,a,) de [0,27] : 0 =a¢ < a; < ... < a, = 2, telle
que [ soit constante sur chaque intervalle de la forme |a;, a;i1].

Théoreme 1. Soit f une application de [0, 27| dans R continue. Pour tout réel e > 0, il eziste
g fonction en escalier sur [0,27] telle que sup |f(x) — gx)| < e.

z€l[0,27

Définition. On appelle polynome trigonométrique toute application de R dans C

p
P:R—C;t— Z cx exp(ikt),

k=—p

avec p une entier naturel et c,,...c_1,Co,C1,...Cp des nombres complexes.

Théoreme 2. Soit f une application de dans R dans C 2m-périodique et continue. Alors pour

tout réel € > 0, il existe un polynome trigonométrique P tel que sup |f(z) — Px)| <e.
z€[0,27]

Ce probleme étudie les suites équidistribuées :

Définition. Soit (u,)nen+ une suite d’éléments de [0,2w]. On note pour tout élémennt o de
10, 27| et tout entier N > 1,

Fx(a) = %#{n € (1,2, Nuy € [0, af}.

On dit que (up)nen+ est équidistribuée dans [0,27] (ou plus succintement équidistribuée), si,

pour tout v €]0, 27],

«
FN(a) N—?&-oo %

La premiere partie établira des propriétés élémentaires des suites équidistribuées et montrera
que l'on peut remplacer dans leur définition I'intervalle [0, a| par un intervalle quelconque. Elle
établit ensuite une caractérisation intégrale des suites équidistribuées.

La deuxieme partie étudie une suite équidistribuée particuliere.

La derniere utilise le résultat de la deuxieme afin d’évaluer la probabilité qu'une puissance
entiere de 2 commence par un chiffre donné.

Premiere partie

1. Soit (un)nen une suite équidistribuée dans [0, 27].

(a) Montrer que pour tous oy et tout as réels tels que 0 < a; < as < 27 et pour tout
réel € > 0, il existe un entier Ny > 1 tel que pour tout entier N > Ny,
Qg — (g

0 S FN(OCQ) —FN(al) S T +e.



(b) Montrer que pour tout élément « de [0, 27],
! #{n e {1,2 N}u,=a} — 0
N 2 NHup = a} | = 0,

(on pourra commencer par étudier le cas o €]0, 27[, que 'on traitera soigneusement
en utilisant la sous-question précédente, et étudier plus sommairement les cas o = 0
et =21 ).

2. Soit (uy)nen une suite équidistribuée dans [0, 27].

(a) On note I un intervalle ouvert inclus dans [0, 27], et 1; la fonction caractéristique de
I, définie par :
1, sixel,

1; [0,27r]—>R;xl—>{O7 szl

Montrer que

1 & 1]
N ; 1I(un) Nji—oo %7

ou |I| est la longueur de 1.
(b) Montrer que pour f fonction en escalier sur [0, 27],

N
1 2

1
¥ S 1 g [ s

(c) Soit f € C°([0,2x], R). Montrer, en utilisant le théoréme 1 que :

1 2

N
z:: N—H—oo o 0 f(B)dt.

3. Soit (up)nen+ une suite d’éléments de [0, 27]. On note E I'ensemble des applications f
de [0, 27] dans R telles que :

sz N—>+oo% f()

(a) soit v un élément de |0, 27]. Montrer qu’il existe deux applications de [0, 27] dans R,
f— et fi, continues et vériviant les propriétés suivantes :
L £0(0) = f1(2m), f-(0) = f(27)
i fo < 1o < frs
i [P f At —e <a < [T (H)dt +e.
La représentation claire et précise des graphes de f, et f_ tiendra, sans autres ex-
plications, lieu de réponse.

(b) En déduire que si toute application f de [0,27] dans R, continue et prenant des
valeurs identiques en 0 et 27w est dans E, alors la suite(u,),en est équidistribuée
dans [0, 27].

Deuxieme partie

3



Soit a € R on définit la suite (u,)n,nn+ par, pour tout n € N*,
u, = (na — E(na))27.

1. Calculer fo% exp(ikt)dt, pour tout élément k de Z.

2. On suppose que a est irrationnel.

N
(a) Calculer ) exp(iku,) pour tout élément k de Z.

n=1
(b) Montrer que pour tout polynéme trigonométrique P, on a :

1 & 1 [
—N"p — | P@dt.
N Z () N:roo 2w /0 (t)

n=1

3. En déduire que (u,)nen+ est équidistribuée.
Indication : on pourra utiliser le théoreme 2.

4. Le nombre a est maintenant élément de Q : a = § avec p € Z et ¢ € N*. En étudiant

N
> exp(ikuy,) et fo% exp(ikt)dt, pour un entier k bien choisi, montrer que la suite(u, )pen-
n=1

n’est pas équidistribuée.

Troisiéme partie (facultative)
THEOREME DE BEDFORD

1. Montrer qu’il existe un réel C' (a déterminer), tel que pour tout entier n > 1 :

107 < 2™ < 10P™! si et seulement si p = E(nC).

2. Soit un entier n > 1. Montrer que le premier chiffre (a gauche) dans 'écriture décimale
de 2" est k, (k€ 1,2,...,,9), si et seulement si :

nln?2
In 10

lnk§n1n2—ln(10)E( ) <In(k+1).

3. Pour tout entier N > 1 et tout élément k de 1,2,...,9, on note 15(N) le nombre
d’entiers n < N, tels que le premier chiffre dans I’écriture décimale de 2™ soit k. Montrer
que +1;(N) tend vers une limite & déterminer lorsque N tend vers +oo.

In(2)
n(10)

(On admettra ici que ; est irrationnel.)

4. Interpréter pour tout N € N*, +1(N) en terme de probabilités, ainsi que Nlirf ~1,(N).
—+00
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Indications pour le DM n°4

EXERCICE
PROBLEME

1. (a)

Soit € € R.. on a presque immédiatement

(07 o
FN(OQ)—FN(OQ) S §—2_;+5

L'inégalité |0 < Fx(ae) — Fy(aq) | est évidente, elle résulte de ce que 'application

a— #{n € N*,n < Nl|u, € [0,a[}

est croissante.

Soit € € RY.

e Supposons « €]0, 27].

on peut trouver oy et ay des réels tels que :

D<oy <a<ay<2met <ay—ay <e.

D’apres (a), on dispose d'un entier Ny tel que pour tout entier N > N :

0 < Fy(as) — Fy(an) < ;’—; - ;)‘—;ﬂ: < 2.

La fin est immeédiate...

Supposons a = 0.

1 1
0< #{n €N n < Nju, =0} < o#{n € N, n < Nlu, € [0,2[} = Fi(e).

Or Fy(e) N—J)r 5~ Donc on dispose d'un entier Ny € N, tel que pour tout entier
—+00
N 2 Nl,FN(g) S Euurnnn

Supposons a = 2x. (Raisonner comme dans le cas précédent, a la rigueur ne pas faire
ce cas en renvoyant au précédent)

prenons pour I, 'intervalle |a, b|.

N
S 11(un) = #{n € N*,n < N Ju, € T} = #{n € N*,n < N [u, € [a, b[}
n=1

—#{n e N n<N|u, =a}

Conclure grace a 1. (b),

N
1 b—a ||
Nzn_lf(“”mm ST




(b) Soit (ai,as, ..., a,) une subdivision de [0, 27| adaptée a f de sorte que f s’écrive :

p—1 p
[ = Z Cilja;a0] T Z dil{a;,
=1 i=1

Utiliser alors (a) et 1. (b)

3. (a) Les application f, et f_ sont affines par morceaux continues et données par des
graphes précis et cotés.
(b) Soit un réel € > 0. Avec les notations précédentes pour tout entier N > 1,

L v 1 & 1 X
N;f(un) < N;]-[O,a[(un> < N;f+(u”)

N
Or par hypothese + > fi(uy) N—J>r % OQW f+(t)dt. donc on peut choisir un entier
n=1 —+00

Ny > 1 tel que pour tout N € N*, si N > N, alors :

<E.

1 o« 1
N O Felum) = o [ fa(t)at
n=1

0

Donc pour tout entier N > Ny,

1 2 1 N 1 2
— _(t)dt —e < — 1 < — t)dt
oo ARROUSEES D W RN EE Sy QNACIESE

Pour finir utiliser ii.,

Deuxiéme partie

1 27

1. exp(ikt) vaut 1 pour k = 0 et est nulle pour tout autre valeur de k.

27 Jo

2. Distinger les deux cas kK = 0 et k # 0 et se ramener a une suite géométrique.

Soit k € Z.

e Premier cas k # 0.

Z exp(iu,) = Z exp(ik2m(na — E(na))) = Z exp(ik2m(na)) = Z exp(ik2ma)"

par 2m-périodicité de exp(i-).
Par ailleurs ik2ma ¢ 27Z car sinon a serait rationnel, donc exp(ik2ma) # 1, et donc :

1 — exp(ik2ma)V
1 — exp(ik2ma)

N
Z exp(iku,) = exp(ik2ma)

n=1

e Second cas k = 0.

N N
Zexp(ikun) = Z 1=N
n=1 n=1




(b) Soit P un polynéme trigonométrique.
P = Z cr exp(ik -).
k=—p
1 SR R
~ Z P(uy,) = Z Ch oy ;exp(iun).

n=1 k=—p

N
D’apres (a) montrer que pour un entier k # 0 que + > exp(iuy,) N 0. puis que
n=1 -+

1 N
NZ:: N—>+oo co-

Par ailleurs, calculer 3 fo% P(t)dt et conclure que

1 2

i — [ P(t)dt

N—>+oo 2 0

3. Soit f une application de [0, 27] dans R continue et prenant des valeurs identiques en 0
et en 2m.

f se prolonge a R en une application 2m-périodique continue encore notée f.
Fixons un réel € > 0. Prenons,grace au théoreme 2, P, Polynome trigonométrique tel
que

sup |f(z) — P(z)| <e.

z€[0,27]
On a pour tout N € N :
1 & 1 [ al 1 &
— n) — — Hdt| < |= W) — = Plu,
2o Sl = 5 [ e <537 ) = 5 Pl +

%;P(u”)_%/j’r Pt)dt|+ ;ﬂ/% dt——/ St dt‘

Majorer tour a tour les deux derniers termes par € puis le premier pour N suffisemment
grand.

LN Flug) — & 7 f(t)dt‘ < 3 ¢ étant

Finalement pour tout entier N > Ny, 0

quelconque :
N

1 1 2
NS, =5 [ o

D’aprés I. 3., on a donc que (u,)nen est équidistribuée dans [0, 27].

4. Le nombre a étant de Q : a = § avec p € Z et g € N™.

Montrer que la propriété 2. (b) n’est pas satisfaite pour P = cos(k-) pour un k bien
choisi....



