MP* Lycée Kerichen 2024-2025

\ DM n“4
PROBLEME

Notations

— Pour tout réel z, on note E(z) la partie entiére de z,
— On désigne par #F le cardinal, ¢’est-a-dire le nombre d’éléments, d'un ensemble fini E.

Nous aurons besoin dans ce probléme des deux théorémes suivants que nous admettrons un
sera vu en cours d’année.

Définition : On appelle fonction en escalier sur [0,2x] toute application [ de [0,2x] dans
R, pour laguelle il existe une subdivision (ao,...,a,) de [0,27] : 0 =ay < a; < ... < a, = 2m,
telle que f soit constante sur chaque intervalle de la forme |a;, ;1]

Théoréme 1 : Soit f une application de [0,27n] dans R continue. Pour tout réel ¢ > 0, il
existe g fonction en escalier sur [0,27] telle que sup |f(x) — gw)| <e.

z€[0,27]

Définition : On appelle polynome trigonométrique toute application de R dans C

p
P:R—-C;t— Z cx exp(ikt),

k=—p

avec p une entier naturel et c,,...c_1,Co,C1,...Cp des nombres complexes.

Théoréme 2 : Soit f une application de dans R dans C 2mw-périodique et continue. Alors

pour tout réel € > 0, il existe un polynome trigonométrique P tel que sup |f(x)— Px)| <e.
z€(0,27]

Ce probléme étudie les suites équidistribuées :

Définition : Soit (u,)nen+ une suite d’éléments de [0,27]. On note pour tout élémennt o
de 10, 27| et tout entier N > 1,

Fy(a) = %#{n € (1.2, NYu, € [0,al}.

On dit que (up)nen+ est équidistribuée dans [0,2w] (ou plus succintement équidistribuée), si,

pour tout a €]0, 27],

«
FN(a) Nioo %

La premiére partie établira des propriétés élémentaires des suites équidistribuées et montrera
que on peut remplacer dans leur définition I'intervalle [0, a| par un intervalle quelconque. Elle
établit ensuite une caractérisation intégrale des suites équidistribuées.

La deuxiéme partie étudie une suite équidistribuée particuliére.

La derniére utilise le résultat de la deuxiéme afin d’évaluer la probabilité qu’'une puissance
entiére de 2 commence par un chiffre donné.

Premiére partie



1. Soit (up)nen une suite équidistribuée dans [0, 27].

(a) Montrer que pour tous «; et tout ay réels tels que 0 < a; < ay < 27 et pour tout
réel € > 0, il existe un entier Ny > 1 tel que pour tout entier N > Ny,

Qg — O

0< Fy(az) = Fn(an) < —
T

+e.

(b) Montrer que pour tout élément « de [0, 27,

1
N#{n e{1,2,...,N}u, = oz}erooO,

(on pourra commencer par étudier le cas o €]0, 27[, que 'on traitera soigneusement
en utilisant la sous-question précédente, et étudier plus sommairement les cas o = 0
et « =27 ).

2. Soit (uy)nen une suite équidistribuée dans [0, 27].

(a) On note I un intervalle ouvert inclus dans [0, 27], et 1; la fonction caractéristique de
I, définie par :
1, sizxel,

1; : [O,27r]—>R;a:r—>{O’ Szl

Montrer que
N
1 1]
AT 1 n - =
N; 1(u )N—H-oo 2T
ou |I| est la longueur de 1.
(b) Montrer que pour f fonction en escalier sur [0, 27],

N 2

1 1
¥ 2 S 1 o [ st

(¢) Soit f € C°([0,27], R). Montrer, en utilisant le théoréeme 1 que :

1 N 1 2
NZf(u”)N:jroo% i f(e)de.
n=1

3. Soit (up)nen+ une suite d’éléments de [0, 27]. On note E I'ensemble des applications f
de [0,27] dans R telles que :

1 N 1 2m
N ) g [ s

(a) soit v un élément de |0, 27]. Montrer qu'’il existe deux applications de [0, 27] dans R,
f- et fi, continues et vériviant les propriétés suivantes :
i f4(0) = f+(2m), f-(0) = f-(2m) ;
1. f— < 1[0,&[ < f-i- ;
o2 2
i [T fet)dt—e <a < [J7 fo(H)dt + e
La représentation claire et précise des graphes de f, et f_ tiendra, sans autres ex-
plications, lieu de réponse.



(b) En déduire que si toute application f de [0,27] dans R, continue et prenant des
valeurs identiques en 0 et 27w est dans E, alors la suite(u,),en est équidistribuée
dans [0, 27].

Deuxiéme partie
Soit a € R on définit la suite (u,)n,nn+ par, pour tout n € N*,
up, = (na — E(na))2r.
1. Calculer fo% exp(ikt)dt, pour tout élément k de Z.
2. On suppose que a est irrationnel.
(a) Calculer g: exp(iku,) pour tout élément k de Z.

n=1
(b) Montrer que pour tout polynéme trigonométrique P, on a :

1 N 1 2w
— P(u, — P(t)dt.
N; (U)N:oo%rfo ®)

3. En déduire que (u,)nen+ est équidistribuée.
Indication : on pourra utiliser le théoréme 2.

4. Le nombre a est maintenant élément de Q : a = § avec p € Z et ¢ € N*. En étudiant

N
> exp(ikuy,) et fo% exp(tkt)dt, pour un entier k bien choisi, montrer que la suite(u, ) pen-
n=1

n’est pas équidistribuée.

Troisiéme partie
THEOREME DE BEDFORD
1. Montrer qu’il existe un réel C' (& déterminer), tel que pour tout entier n > 1 :

107 < 2" < 10PT! si et seulement si p = E(nC).

2. Soit un entier n > 1. Montrer que le premier chiffre (& gauche) dans 1'écriture décimale

de 2" est k, (k€ 1,2,...,,9), si et seulement si :
Ik <nin2—mA0E (22} < m(k+1)
nk <nln n 10 n .

3. Pour tout entier N > 1 et tout élément k de 1,2,...,9, on note 1;(N) le nombre
d’entiers n < N, tels que le premier chiffre dans I’écriture décimale de 2™ soit k. Montrer

que +1;(N) tend vers une limite a déterminer lorsque N tend vers +oc.
In(2)
In(10)

(On admettra ici que est irrationnel.)

4. Interpréter pour tout N € N*, 1;(N) en terme de probabilité, ainsi que la Nhr-r: 1.(N).
—+00
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PROBLEME

1. (a) Soit € € R%. Pour i = 1,2, Fn(as) — FN(al)N—> 22— 2 donc on dispose d’un
—

too 27 21

entier naturel N tel que pour tout entier N > N,

FN(OZQ)_FN(al) < ——-—+c¢.

L'inégalité |0 < Fn(ag) — Fy(aq) | est évidente, elle résulte de ce que la famille

({n € N*,n < Nju, € [0,(}) ,q0.20]

est croissante pour l'inclusion.
(b) Soit e € R
e Supposons « €]0, 27].
on peut trouver ay et as des réels tels que :

O<oyp<a<a<2met <ag— oy <E.

D’aprés (a), on dispose d’un entier Ny tel que pour tout entier N > Nj :

« o
0 < Fy(aw) — Fy(ay) < ﬁ - ﬁ te< 2.
Or
{TL S N*vn S N’Un = Oé} - {n S N*an S N|un S [0617052[}7
Donc

1
N#{n € N*,n < Nlu, =a} <
1
N#{n € N*,n < Nlu, € |an, agl} = Fy(az)—Fy(aq).
Donc pour tout entier N > N :
1
0< N#{n € N*,n < Nl|u, = a} < 2.

Comme ¢ ést quelconque,

1
N#{nEN,n_N|un oz}NjFOO 0

Supposons a = (.

1 1
0< N#{nGN*,ngan:O} < N#{HEN*,HSN‘UHE [078[}:FN<€>'



Or Fy(e) — 5= Donc on dispose d'un entier N; € N, tel que pour tout entier
N—+o0 “T

N > Ny,Fy(e) < e. Donc pour tout entier N > N,
1
0< N#{ne N* n < Nlu, =0} <e.

Donc

i * < —
#{nEN n < Nlu, =0} = 0.

Supposons « = 27.

Pour tout N € N,

{n € N*,n < Nlu, =27} ={n € N*,n < N|u, € [0,2r]}—{n € N*,n < N|u, € [0,2x[},

et donc

1 2m
2. (a) prenons pour I, I'intervalle |a, b].
N
> fun) =#{n e N n<Nlu, € I} = #{n € N",n < N |u, € [a,b[}
n=1
—#{n e N n <N |u, =a}
Donc

Nqun = Fy(b) — FN()—%#{nEN*,nSN]un:a}.

Donc d’aprés 1. (b),

N
1 b—a ||
— o=
Ng N—>+oo 2w 2w

(b) Soit (ai,as, ...,a,) une subdivision de [0, 27] adaptée & f de sorte que f s’écrive :

p—1 P
/= Z Ci]—]auai“[ + Z di]‘{@i}’
i=1 =1

ou pour toute partie A de [0,27], 14 est I'application définie sur [0, 27] qui prend la

valeur 1 sur A et 0 sur [0, 27|\ A (fonction caractéristique de A)et ¢y, ..., cp_1,dy ... d,
des réels.
) . 1 N Qi41—ai 1) \
D’une part, pour i = 1,...,p =1, %> Lja; arsy[(Un) N ===t d’apres (a).

D’autre part, pour i =1,...,p,

1
N Z 1oy (un) = —#{n eN‘n<N |u,=0a;} — 0.
-1

N—+400



Par linéarité de la limite,

1 & P gl —a 1 [

i+1 i
E D E — = t)dt.
N &~ J(u )NﬁJroo — T or 27 /o 7e)

3. (a) Les application f, et f_ sont représentées ci dessous.

(b) Soit un réel € > 0. Avec les notations précédentes pour tout entier N > 1,
1w 1 1w
N ; f-(un) < N ; 1[0,a[(un) < N ; J+(un)

N
Or par hypothése % > fe(uy) 2i OQW f+(t)dt. donc on peut choisir un entier
=1 N—)+OO ﬂ—

n
Ny > 1 tel que pour tout N € N*, si N > Ny, alors :

<E.

1 N 1 27
N;f:t(un) - %/0 f(t)dt

Donc pour tout entier N > Nj,

1 1 & 12
— -~ —e<=Y"1 < —
o= ARRUUEEES DM IRIAEE =) QNAUIEE

Donc d’aprés iii., Donc pour tout entier N > Ny,

N
«Q 1 a
(3-9)-esyw an Tpai(n) < (5 +) +e

™

N
soit encore |+ 21 1j0,a[(tun) — 5=| < 2¢. Donc
n=

«

N
FN(O{) = Z 1[07a[(un) N—t)t,-oo %
n=1

Donc la suite(uy,)nen est équidistribuée dans [0, 27].




1 27

1. o exp(tkt) vaut 1 pour k = 0 et est nulle pour tout autre valeur de k.
s

2. (a) Soit k € Z.

Deuxiéme partie

e Premier cas k # 0.

N N
Z exp(iuy,) = Z exp(ik2m(na — E(na Z exp(ik2m(na) Z exp(ik2ma)”
n=1

n=1 n=1

par 2m-périodicité de exp(i-).

Par ailleurs ik2ma ¢ 27Z car sinon a serait rationnel, donc exp(ik2mwa) # 1, et

donc :

1 — exp(ik2ma)

WE

exp(iu,) = exp(ik2ma) T~ exp(ik2ra)

n=1

e Second cas k = 0.

N
Zexpzun 221 N |
n=1

Soit P un polynéme trigonométrique. Il existe donc des complexes ¢, k =
tels que

P
P = Z cr exp(ik -).

k=—p
1 & S
N ; P(u,) = k;p Ckﬁ ; exp(iun).

Or d’aprés (a) pour un entier k # 0

N
1 1+1
— )| < — x 1% , — 0,
N ;GXP(W )| = N |1 — exp(ik2ma)| N—+oo
et donc + Z exp(iu,) — 0. Donc
N—+o00
| XN
N 2 Plun) 3700
Par ailleurs, d’apreés 1. :
1 27
— P(t)dt = ck—/ exp(ik27t)d
2T —_

Finalement

1 & 1
—N" P(u, — [ P@)dt
NZ (u)N:I—OOQﬂ'/O (®)

n=1

—p,...,0,...

D



3. Soit f une application de [0,27] dans R continue et prenant des valeurs identiques en 0
et en 27.
f se prolonge a R en une application 27-périodique continue encore notée f.
Fixons un réel € > 0. Prenons,grace au théoréme 2, P, Polynéme trigonométrique tel
que
sup |f(z) — P(z)] <e.

z€[0,27]
On a pour tout N € N :
1 — 1> al 1 —
— W) — — Hdt| < | = D)= =S Plu,
N Do) = g [0t < 557 ) - 55 Pl
1 N 1 2w 27 1 2m
—N"Pu,) - — [ P®dt|l+|— | P@)dt) — — £)dt
7 22 P =g [Pl [T e 5 [ s
N N N N
e D'une part |+ > f(un) — % 2 Plun)| < % 2 [f(un) = Plun)| < % Y e=¢
n=1 n=1 n=1 n=1
o D’autre part | = [T P(t)dt — o= [ f(t)dt‘ < L PTIf() - P)|dt < L [PTedt =
€.
e Enfin d’aprés I. 3. (b) on peut trouver un entier Ny € N tel que pour tout entier
N Z N()a
1 N 1 2
— P(u,) — — Pt)dt| <
NPl — g [ Poar] <
Finalement pour tout entier N > Ny, |+ SN Fluy) — 3 OW f(t)dt‘ < 3e; € étant
quelconque :

1 N 1 2
S o = [ S

D’aprés 1. 3., on a donc que (u,)nen est équidistribuée dans [0, 27].
4. Le nombre a étant de Q : a = 7—’ avec p € Z et ¢ € N*.

Dapres 1., 5 [, *T exp(igt) = 0, mais ¥ LS expliqu,) = %25:1 1 =1, Donc en
N
particulier On n'a pas + Z f(uy) = = 0% f(t)dt, pour f I'application continue
n—=1 N—>+oo ™
cos(q-)-

(un)nen nest pas équidistribuée dans [0, 27].

Troisiéme partie
THEOREME DE BEDFORD

1. Par croissance du logarithme si 107 < 2" < 107*! alors

m2 i,
PS o <P

In2
t d =F— )
et donc |p (ln10n>

Remarque : la réciproque est vraie et est tout aussi simple a prouver que le sens
direct.




2. Supposons que le premier chiffre de 2™ soit k et que 'écritue de 2™ nécessite ¢ chiffres.
Alors 10971 < 2" < 109 D’aprés 1. ¢ — 1 = E(%n) Par ailleurs k10971 < 2" <
(k+1)10771. Donc en passant au logarithme (qui continue de croitre) et compte tenu de

la précédente égalité : :

In2
1 < — — | 1).
n(k) <nln2—1In(10)E <1n 10n> <In(k+1)

3. Posons a := ﬁf—fo, et pour tout n € N, v, := In10 (nﬁffo —F (ﬁ?—ﬁ]n)) et enfin u, =
21 (ni2% — E (122n)) de sorte que u, = 27(na — E(na)) et que u, € [0, 2).

Pour tout n € N, le premier chiffre de 2" est k si et seulement silnk < v, <In(k+1),
c’est-a-dire si et seulement si

2m 2m
alol < Enlel .
10 Ink <wu, < 10 In(k + 1)

Or Tirrationalité de a dit que (u,),en est équidistribuée dans [0, 27 (cf. IT). Donc

1 1 2 27

B _ — * < —

le(N) N#{n € N*,n < Nlu, € [1n10 Ink, 10 ln(k‘+1)[}

27 27
Fy|—Ink+1))—Fy | —=1Ink]|.
N(lnlO nk + )) N(lnlO N >
1 In(k+1)—Ink
L’équirépartition assure que : le(N) Nj&-oo: ul —il_nl)O -

4. 1,(N) est le rapport du nombre d’entiers strictement positifs n < N pour lesquels le
premier chiffre de 2" est k£ sur le nombre d’entiers strictement positifs inférieurs ou égaux
a N, c’est-a-dire la probabilité que pour n élément de {1, N}, muni de la probabilité
uniforme, 2" ait pour premier chiffre k, sa limite,%, représente la probabilité

pour que, pour un entier n > 1, 2" commence par k, cette quantité décroit avec k.




