MP* KERICHEN 2024-2025

DS n°4

Il sera, dans la notation, tenu compte de la présentation et de la qualité de la rédaction. Les résultats
devront obligatoirement étre encadrés a la régle, le texte et les formules ponctuées, un minimum de
80% des s du pluriel et de 70% des accents est requis.

Pénalités (jusqu’a 15% de la note) pour
— manque de soin ou de lisibilité ;
— formules mathématiques non ponctuées ;

— recours a des abréviations autres que ssi (tt, qgs, fct., ens...), ou symbloles logiques mélangés a
du texte.

L’usage de la calculatrice est interdit.

SUJET CENTRALE

L’objet de ce probléme est de donner une approximation de la somme des séries de Riemann conver-
“+o00

gentes S(«a) = Z — o «v est un réel strictement supérieur a 1. Pour cela, on étudie le reste :
n

n=1
+o0 1
k=n

Dans la premiére partie, on donne une premiére approximation du reste. Cette méthode se généralisant
mal, on utilise dans la deuxiéme partie une formule de Taylor pour obtenir simplement un développe-
ment asymptotique du reste. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle ne donne aucun contréle de
I’erreur.

Dans la troisiéme partie, on retrouve a partir de la formule sommatoire d’Euler-Maclaurin le méme
développement asymptotique avec une expression de U'erreur assez satisfaisante. On a besoin dans cette
partie d’une étude succincte des polynémes de Bernoulli.

Dans la derniére partie, on étudie de maniére assez précise le contrdle de cette erreur, pour conclure
que les formules sommatoires étudiées ne sont pas nécessairement convergentes.

Rappels et notations

On note |z | la partie entiére d'un reel z.
Soit (tn)nen et (vp)nen deux suites réelles. On note v, = O(uy,) si :

IMeR, IngeN, VneN, n>ny = |vy| < Muy|



I Etude préliminaire

I. A Convergence des séries de Riemann

I.LA.1. Soit f une fonction réelle, définie continue et décroissante sur [a,4+o00[, o @ € R. Montrer, que
pour tout entier k € [a + 1,+o0[, on a

k+1 k

|t < [ fo
k k—1
I.LA.2. En déduire la nature de la série de Riemann Z nia selon la valeur de o € R.
n>1
+o0 1
En cas de convergence, on pose S(a) = o
n=1

1
I.A.3. Pour tout réel a > 1, montrer que 1 < S(a) <1+ 1
o —

I.B Premiére étude asymptotique du reste

Dans la suite du probléme, pour tout réel a strictement supérieur a 1 et pour tout entier naturel non

400 1
nul n, on pose Ry (a) = Z Ta
k=n

1 1
I.B.1. En utilisant ’encadrement de la question I.A.1., montrer que R,(a) = ——— + O | — ).
(a —1)no—1 ne
1
I.B.2. Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = W En appliquant a f la formule de Taylor
—a)x
avec reste intégral a ordre 2, montrer que, pour tout k € N* :
1 a 1
f(k+1)—f(k):k7—§W+Ak
1
ou Ay est un réel vérifiant 0 < Ay, < aézo:z)

I.B.3. En déduire que :

1 1 1
R, () = 0]
n(@) (= 1)npo—t o T (naH)
On pourrait répéter le procédé pour obtenir un développement asymptotique plus précis de R, (),
mais la partie suivante va nous donner une méthode plus rapide.

II Formule de Taylor et nombres de Bernoulli

II.A Nombres de Bernoulli

IILA.1. Montrer qu’il existe une suite réelle (a,)nen ayant la propriété suivante : pour tout entier p € N*,
pour tout intervalle non réduit & un point I et pour toute fonction complexe f de classe C*°
sur I, la fonction g définie par : g = agf +a1f' + -+ ap_lf(p_l) vérifie :

-1

1 1. 1 u

g’ + 5g” + 59(5) 4+t ]?g(p) — f’ + E bl7pf(P+l)
! ! ! P

ot les by, sont des coefficients indépendants de f que 'on ne cherchera pas & calculer.



p+1

II.LA.2. Montrer que ag = 1 et que pour tout p > 1, a, = — Z
i=2

En déduire que |a,| < 1 pour tout entier naturel p. Déterminer a; et as.

Ap+1—i
il

ILA.3. (a) Pour tout z € C tel que |z| < 1, justifier que la série Zapzp est convergente.
peN

+oo
On note ¢(z) sa somme : p(z) = Zapzp.
p=0

(b) Pour z € C tel que |z| < 1, calculer le produit (e* — 1)p(2).

En déduire que, pour tout z € C* vérifiant |2| < 1, on a p(2) = — T
e p—

(c) Montrer que asg+1 = 0 pour tout entier £ > 1. Calculer ay.

Les nombres b,, = nla, sont appelés nombres de Bernoulli.

II.B Formule de Taylor

1

(1— )z’
Dans cette question II.B, on fixe un entier naturel non nul p et on note :

Soit f la fonction défnie sur R% par f(z) = ol « est un réel strictement supérieur a 1.

g=aof +arf + -+ agy_ 1 fO7.
Pour tout k € N*, on pose R(k) = g(k + 1) — g(k) — f'(k) de sorte que :
g(k +1) — g(k) = f'(k) + R(k).

I1.B.1. En appliquant & g la formule de Taylor avec reste intégral & 'ordre 2p, montrer qu’il existe un
réel A tel que, pour tout k € N*, |R(k)| < Ak~(pFe),

I1.B.2. En déduire le développement asymptotique du reste :
X1 1
Ru(0) = Y 5 = = (a0f () + @1 f'(n) + a2 f"(n) 4 -+ azyof D)) + O <nz+ >
k=n

On obtient ainsi une valeur approchée de S(«) donnée par :

n—1

Suap-ale) = 3 o~ (a0 () + an'(n) +aaf” () & -+ azy 2] ()
k=1

11.B.3. Donner le développement asymptotique de R, (3) correspondant au cas « = 3 et p = 3.

IIT Polyndémes de Bernoulli et formule sommatoire d’Euler-Maclaurin
On peut calculer, pour n = 100 :

5'10074(3) =1, 202056903159594277 . ..
tandis que S(3) vaut 1,202056903159594285 ... (constante d’Apéry).

La méthode de la partie II semble satisfaisante, mais ne fournit pas d’information précise sur le terme

1
(2p+al>' C’est pourquoi on introduit dans cette partie les polynémes de Bernoulli et la formule
n

sommatoire d’Euler-Maclaurin.



III. A Polynémes de Bernoulli

On définit une suite de polynémes (Ap)neny = (An(X))nen vérifiant les conditions suivantes :
1
Agy=1, A, = A, et / Ap+1(t)dt = 0 pour tout n € N (IIL.1)
0

Les polynomes B,, = n!A,, sont appelés polyndémes de Bernoulli.

I1I.LA.1. Propriétés élémentaires.
(a) Montrer que la suite (A,)nen est déterminée de fagon unique par les conditions (II1.1);
préciser le degré de A, ; calculer Ay, As et As.
(b) Montrer que A, (t) = (—1)"A,(1 —t) pour tout n € N et tout ¢ € R.
(c) Pour tout entier n > 2, montrer que A,(0) = A, (1) et que As,_1(0) = 0.
(d) On pose provisoirement ¢, = A, (0) pour tout entier naturel n.
Montrer que, pour tout n € N,

n X2
An(X) = COF + -+ C'n,—2? + Cn—IX +cp
puis que, sin > 1,
o Cn—2 Cn—1
S— .. pu— 0
e R TR TR

(e) En déduire que, pour tout n € N, on a en fait ¢, = ay.
I11.LA.2. Fonction génératrice.

(a) Montrer que la série ZAn(t)z” converge pour tout réel ¢ € [—1,1] et tout complexe z
n

vérifiant |z| < 1.
+o0
Sous ces conditions, on pose f(t,z) = Z Ap(t)2".
n=0

(b) Soit z € C tel que 0 < |z| < 1.

5/2 Montrer que la fonction ¢ — f(¢, z) est dérivable sur [0, 1].
+o00
3/2 On admet que t — f(t, z) est dérivable sur [0, 1], la dérivée étant ¢ — Z Al ()"
n=0
Exprimer la dérivée de t — f(t, z) en fonction de f(t, z).
En déduire que, si |z| < 1 et z # 0,

tz

= ze
> = 25
n=0

(c) Montrer que, si z € Cet |z] <27, ona:

ze/? z . z/[2
er—1 e —1 “ex/2-1

En déduire, pour tout entier naturel n :

NORERS

I1lLA.3. Variations des polynémes de Bernoulli.
On établit ici une majoration des polynémes de Bernoulli sur [0, 1].




(a) Montrer que, pour tout entier naturel n > 2, les variations des polynémes A, sur [0,1]
correspondent schématiquement aux quatre cas ci-dessous :

Yy Yy Yy Yy

] ! ] N\ ] ] !
0‘ i o‘ K o‘ K 0‘ NV
n=0 mod 4 n=1 mod4 n =2 mod 4 n =3 mod 4

En d’autres termes, pour n > 2, on a :

— Sin = 2 mod 4, alors 4,(0) = A,(1) > 0 > A,(3); de plus la fonction A, est

strictement décroissante sur [0, 3] et strictement croissante sur [%,1].

— Sin = 0 mod 4, alors 4,(0) = A,(1) < 0 < A,(3); de plus la fonction A, est
strictement croissante sur [0, 1] et strictement décroissante sur [3, 1].

— Sin=1 mod 4, alors 4,(0) = A,(3) = Ap(1) = 0; de plus A, < 0sur ]0, 5[ et 4, >0

1
sur |5, 1[.
— Sin=3 mod 4, alors A,(0) = A,(3) = A,(1) = 0; de plus 4,, > Osur |0, [ et 4, <0
sur |1, 1.
(b) Pour tout n € N* et tout z € [0, 1], montrer que [Ag, (2)| < |aga| et [Azni1(2)] < Ia;n|_

ITI.B Formule sommatoire d’Euler-Maclaurin

I1.B.1. Soit f une fonction complexe de classe C* sur [0, 1].

(a) Montrer que pour tout entier ¢ > 1 :

1

q 1
F1) = £0) = 3207 [4,009 0]+ ()7 [ A0 @

0
Jj=1

(b) En tenant compte des relations trouvées dans la partie précédente, montrer que pour tout
entier naturel impair ¢ =2p+ 1 :

1

F1) = £0) = 5O + £ 0) = Yy (0 = 1¥0) = [ A (070

11.B.2. Soit n € N et soit f une fonction réelle de classe C* sur [n, +oo[. On suppose que f et toutes ses
deérivées sont de signe constant sur [n,+oo[ et tendent vers 0 en +oco.

En appliquant, pour k > n, le résultat précédent a fx(¢t) = f(k +¢), montrer :
400 1 p ) +o00
Do Fk) = =) + 51 () = Y az fP(n) + / Ay (£) FEPF2) (1) dt
k=n j=1 n

olt on a posé Aj(t) = A;(t — [t]) pour tout ¢ € R.
Montrer que :

a0 Fe D (1) | < 922 | pevrn
st (07 D0y at| < | 22|40 )

I11.B.3. Montrer que, dans l'expression de R, («) du I1.B.2., le terme O < > peut s’écrire sous la

2p+a—1
n
forme d’une intégrale.



IV  Compléments sur ’erreur

Dans cette partie, on fixe un réel o > 1 et on considére la fonction f définie sur R* par :

1
(1— )zt

fz) =

IV.A Encadrement de ’erreur

IV.A.1. Soit g une fonction continue par morceaux croissante sur [0, 1].

1 1/2 1
En remarquant / = / + , mmoutrer que :
0 0 1/2
1
— sin =1 mod 4, alors / Ap(t)g(t)dt > 0;
0

1
— sin =3 mod 4, alors / An(t)g(t)dt <0.
0

IV.A.2. En reprenant les notations de I1.B.2., montrer que pour tout entier naturel p > 1 :

Snap(a) < S(@) < Snapta(@)

et que

Snap(a) < 8(a) < Snap-2(a)
En déduire que Uerreur [S(a) — S,,.2,(ct)| est majorée par |a2p+2f(2p+2) (n)|.

IV.A.3. Dans cette question, on reprend le cas de II.B.3. Sachant que 6lag = 435, retrouver que I'erreur

|S(3) — S100.4(3)| est majorée par une expression de l'ordre de 10717,



