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DS n°4

1l sera, dans la notation, tenu compte de la présentation et de la qualité de la rédaction. Les résultats devront
obligatoirement étre soulignés ou encadrés a la regle, le texte et les formules ponctuées, un minimum de 80%
des s du pluriel et de 70% des accents est requis.

Pénalités :
— Moins de 80% des s du pluriel ou moins de 70% des accents : -3 points,
— Formules mathématiques non ponctuées : -1 point,
— Recours a des abréviations (tt, qgs, fc., ens...) : -2 points.
L’usage de la calculatrice est interdit.

SUJET 3

Type ENS

NOTATIONS :
Dans tout le probléme, (E, ||.]|) désigne un espace vectoriel normé réel et E’ ’ensemble des formes linéaires
continues f de E dans R muni de la norme :

[fller = sup [f(z)]-

r€E; =<1
On dit qu’une partie non vide C' de F est convexe si
pour tous z, y € C et t € [0,1], tx + (1 —¢t)y € C.

Si U est une partie de E alors IntU et AdhU désignent respectivement 'intérieur et ’adhérence de U.
Les parties I) et II) sont indépendantes. La partie III) utilise les résultats de la partie II). La partie IV)
utilise les résultats des parties précédentes. La derniére partie est indépendante des autres.
PREAMBULE
Définition. Une suite (up)nen @ valeurs dans E est dite de CAUCHY si, pour tout réel ¢ > 0, il existe
ng € N, tel que pour tout (p,q) € N2, sip>q > ng alors :

|zp — 24|l <e.

On dira que l’espace vectoriel normé (E, || -||) est complet si toute suite de CAUCHY a valeurs dans E converge
dans (E, | - |]).

1) Montrer que toute suite (uy)nen & valeurs dans E convergente est de Cauchy.

2) On suppose E complet. Soit (F},)ne, une suite de fermés non vides de (E, || - ||) décroissante (pour tout
entier n € N, F,,.1 C F},) et telle que le diamétre §,, de F,, tende vers 0, lorsque n tend vers +oo.

(a) On choisit pour tout élément n de N, un élément z,, de F,. Montrer que la suite (x,)nen ainsi
construite est de CAUCHY.

(b) En déduire que ﬂ F, est un singleton.
neN



3) Montrer que si E est de dimension finie, alors (E, || - ||) est complet.
Indication : on pourra montrer pour commencer qu’une suite de Cauchy est bornée.
PREMIERE PARTIE : THEOREME D’EKELAND

Dans cette partie, A désigne une partie fermée non vide de F. Soient f : A — R une application continue
et minorée et ¢ un réel strictement positif fixé.

1) Montrer qu’on peut construire une suite (K, ),>o de parties de E et une suite (z,),>1 d’éléments de E
telles que Ky = A et pour tout n > 0,

. 1
Tnt1 € Kn, f(znt1) < inf f + oyt b Knyi={z € A| f(x) < f(Tns1) —ellx — pa|}-

2) Montrer que la suite (K,) est décroissante.

3) Montrer que pour tous n > 1l et x € K, ||z — z,|| < gng”
€

4) On suppose E de dimension finie. Montrer que la suite (z,)nen est bornée. En déduire que (2, )nen
converge vers un point zo € A vérifiant : N, >0 K, = {zo}.
Montrer en utilisant le préambule, que le résultat demeure en supposant ’espace E complet.

5) Montrer que pour tout = € A,
f(@) = f(zo) — el — xol|.

DEUXIEME PARTIE : QUELQUES PROPRIETES DES ENSEMBLES CONVEXES

1) Soit C' un convexe ouvert inclus dans E contenant 0. Pour tout € F, on pose :
. 1
plx) =infsa>0,—zeC,.
«a
(a) Montrer que la définition ci-dessus a un sens et qu’il existe M > 0 tel que pour tout z € E, 0 <
p(z) < Mlz].

(b) Montrer que C' = {z € E, p(x) < 1}.
(c) Montrer que pour tout A > 0 et tout « € F,

p(Az) = Ap(z).
(d) Montrer que pour tous z et y € E,

p(z+y) < plx) +p(y).

2) Soit K inclus dans E un convexe d’intérieur non vide.

(a) Montrer que IntK est convexe.
(b) Montrer que si K est fermé alors Adh(IntK) = K.

TROISIEME PARTIE : PROLONGEMENT DES FORMES LINEAIRES ET SEPARATION DES CONVEXES
Dans cette partie, F' désigne un espace vectoriel normé réel.

1) Soient p : F' — R, une application vérifiant :

Ve € F, VA >0, p(Azx) = Ap(z) (1)
Yo,y € F, p(z+y) < p(z) +py), (2)

G un sous espace vectoriel strict de F' (c’est-a~dire que G # F) et g : G — R une forme linéaire sur G
telle que pour tout x € G, g(x) < p(z). On fixe w € F'\ G et on note H = G @ Ru la somme directe de
G et de la droite vectorielle engendrée par .

(a) Montrer que pour tous y',y" € G, p(y' +u) — g(y') = g(y") — p(y" — ).
(b) Montrer qu’il existe une application linéaire h : H — R prolongeant g (i.e. pour tout y € G,
h(y) = g(y)) et vérifiant : pour tout x € H, h(z) < p(x).

Dans toute la suite du probléme. on admettra le résultat de prolongement suivant :
Pour toute forme linéaire g définie sur un sous espace vectoriel G de F et vérifiant les
hypothéses ci-dessus, il existe une forme linéaire f : F' — R prolongeant g et vérifiant : pour
tout z € F, f(z) < p(x).
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2) Soient A et B deux convexes non vides et disjoints inclus dans F'. On suppose que A est ouvert. On note
D lensemble A—B={d€ F|Jac A be B|d=a—b}.
(a) Verifier que D est un convexe ouvert et 0 ¢ D.

(b) Soit zp € D fixé. On note C' = D — {xo}. L’ensemble C' est donc un convexe ouvert contenant 0 et
on peut poser comme dans la partie IT)

1
p(m):inf{a>0|ax60}.

On note G = Rz la droite vectorielle engendrée par z( et pour tout ¢t € R, g(txg) = —t. Montrer que
pour tout = € G, g(z) < p(x).
(c) En déduire qu’il existe une forme linéaire f continue sur F', non nulle et telle que :

S < inf .
sup (z) < qule(y)

On dira alors que f sépare A et B.

QUATRIEME PARTIE : THEOREME DE BISHOP-PHELPS

Dans cette partie, l'espace E est supposé complet, Y désigne I'espace vectoriel produit FxR muni de la

norme :
(@, O)lly = [zl + [¢]

et Y’/ 'ensemble des formes linéaires continues sur Y.

1) (a) Montrer briévement que 'application :
[E'XR - Y
N (ya) = D, 0

définie par : ®, o(x,t) = y(x) + at est un isomorphisme.
(b) Calculer |¢(v,a)|y en fonction de |||z et |al.

Dans la suite de cette partie, C désignera un convexe fermé borné non vide inclus dans F, f une
forme linéaire continue sur F, € un réel strictement positif fixé et o € C' un élément vérifiant :

Vo € C, f(x) > f(zo) —ellx — xo|

(I’existence de xq a été établie dans la partie I)).
On notera :

Cy ={(z,t) € ExR | t < f(zg) —€llx — zo||} et C2 = {(x,t) € CxR | t > f(x)}.

2) Montrer que IntCy et Cy sont deux convexes non vides disjoints de Y.

3) (a) Montrer en utilisant les résultats précédents qu'’il existe (h, a) € E' xR tel que la forme linéaire ¢(h, a)
soit non nulle et sépare IntCy et Cy. La définition de la séparation de deux parties par une forme
linéaire a été donnée dans la partie III.

(b) Montrer que la forme linéaire ¢(h, ) sépare aussi Cy et Cs.
4) Montrer que o # 0. En déduire qu’il existe g € E’ tel que la forme linéaire ¢(g, 1) sépare C; et Cs.
5) Montrer que |||z < € et que f + g atteint son minimum sur C' au point x¢ € C.

6) En déduire que ’ensemble

Ey={0€E' |3y €C, 0(y) = sug&(y)}
ye

des formes linéaires continues qui atteignent leur maximum sur C' est dense dans E’.

CINQUIEME PARTIE : QUELQUES EXEMPLES

Dans cette partie C' désigne la boule unité fermée de E :
C={rec k||l <1}
et E{ ’ensemble des formes linéaires continues sur F qui atteignent leur maximum sur C' :

By ={f € E' | 3z € C, f(ao) = swp f(2)}.



1) On suppose que I'espace F est de dimension finie. Que peut-on dire de Ej,?
m z(k)=0

2) Dans cette question F désigne ’espace vectoriel des suites réelles © = (x(k))x>1 telles que . li
- —+0o0

muni de la norme ||z||g = sup |z(k)| et F' I'espace vectoriel des suites réelles u = (u(k))gr>1 telles que la
E>1

+oo
série Z |u(k)| converge muni de la norme ||ul|p = Z lu(k)].
k=1
(a) Pour u € F, montrer que ’on définit une forme linéaire continue ¢, sur E en posant, pour tout
reF,
+oo
bule) = 3 ulk)a(k)
k=1
et calculer ||ty | 5.
(b) Montrer que I’application
F — F
v {u —
u

est une isométrie linéaire surjective.
(c) Quels sont les éléments u € F tels que 1, € Ej?
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