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PROBLEME 1 : PROCESSUS DE GALTON-WATSON

Introduction

FrANCIS GALTON un proche parent de CHARLES DARWIN, s’interroge a la fin du 19° siécle sur l'extinction
des patronymes. Aprés des travaux en météorologie, (on lui doit le mot d’anticyclone), il se consacre a la
génétique et sa formation ne lui permetait pas de résoudre lui-méme ce probléme. Il fait donc appel a un ami
mathématicien WILLIAM WATSON. Tous les deuzx publient un article en 1874 qui, suite a une regrétable erreur
conclut de fagon fautive a U'inévitable disparition des patronymes [Bacaér, 2008].

Nous proposons ici une étude moderne et plus général du probléme qui — on ’espére — est exempte
d’erreurs.

On se donne une famille (Y}, ;)n,ijenxn+ de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(©,A,P) , mutuellement indépendantes et de méme loi. On note pour simplifier Y := Y51, m := E(Y') et pour
tout entier k > 0, p, := P(Y = k). On suppose que py n’est ni nul, ni égal a 1 :

0<po<l.

Pour tout entier naturel n, et tout entier ¢ > 1, si & la n® génération il y a au moins ¢ membres masculins de
la famille que ’on se propose d’étudier, alors Y, ; représente dans le modéle historique, le nombre de déscendants
maéles probable du i® membre.

On considére sur (2, 4,P) , la varable aléatoire Zy qui vaut presque sGrement 1 et la suite de variables
aléatoires (Z,,)nen définie par récurrence par :

Zn
Vn € N, Zn+1 = E Kl,h
i=1
ce en convenant comme d’ordinaire qu’une somme vide vaut 0.

1. FONCTION GENERATRICE DE Z, On note g la fonction génératrice de Y et pour tout n € N, G, la
fonction génératrice de Z,,.

(a) Que modélise pour un entier naturel n la variable aléatoire Z,, 7

(b) Montrer que pour tout n € N,
Gn+1 = Gn °g,

en déduire ’expression de G, en fonction de g.

2. ETUDE DE ¢

(

a) Montrer que g est strictement croissante sur [0, 1].
(b) On suppose que py + p1 # 1. Montrer que g est strictement convexe.

(c) On suppose que pg + p1 = 1. Que dire de g 7

3. EXTINCTION DES PATRONYMES
On note A I’événement la suite (Z,) s’annule, qui caractérise I’extinction du patronyme,

A= {3neN|Z, =0}.

(a) Montrer que G, (0) 2 P(A). En déduire que P(A) est un point fixe de g.
n—+00

Pour la suite on introduit application ¢ : [0,1] = R; s+ g(s) — s.
(b) On suppose m < 1. En étudiant les variations de ¢, montrer que P(A4) = 1.
Conclusion : le patronyme s’éteint presque sdrement.
(c) On supose a présent que m > 1. Montrer que la restriction de g & ]0,1[ admet un et un seul point
fixe v. Montrer que G,,(0) — .

n—-+o0o



(d) On suppose que m = 1. Montrer que g est strictement convexe. On suppose que la restriction de g a
10, 1[ admet un point fixe v. Montrer que g coincide avec 'identité sur [v, 1]. En déduire que P(A) = 1.

PROBLEME 2 : EXPONENTIELLE DE MATRICE

EXPONENTIELLE DE MATRICE —

On admet les résultats de TD sur la décomposition de Dundford.

On rappelle le résultat au programme : Soient A et B des éléments de M,,(C) qui commutent entre eut,
alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

On désigne par n un entier > 1 et par M un élément de M,,(C).
1. déterminer Det(exp(M)).
2. Montrer que si M est diagonalisable, alors exp(M) est.
3. Facultatif.
(a) Donner la décomposition de Dundford de exp(M).
(b) Montrer que M est diagonalisable si et seulement si exp(M) Vest.
4. Montrer qu’il existe un polynome P de C[X] tel que exp(M) = P(M). Montrer qu'’il n’existe pas de
polynéme Py tel que pour tout élément A € M,,C, exp(A) = Py(A)
5. (a) Soit N une matrice élément de M,,(C) nilpotente. Montrer qu’il existe élément de A de M,,(C) telle
que exp(4) =T+ N.
(b) Déduire de (a) que exp (M, (C)) = GL,(C). On pourra utiliser la décomposition par blocs d’une
matrice.

(c) Soient A € GL,(C) a valeur et p € N. On suppose A diagonalisable. Montrer qu’il existe B € M,,(C)
tel que BP = A. On ne suppose plus A diagonalisable, montrer que le résultat précédent demeure.

On peut s’inspirer de (a) et (b)
6. L’exponentielle de matrice est-elle injective de M,,(C) dans GL,,(C)?

7. Montrer que la restriction de I’exponentielle de matrice au sous-ensemble des éléments de M, (R) dia-
gonalisables est injectif.

8. Montrer que 'exponentielle de matrice définie sur M, (R) est & valeurs dans GL,(R)* mais est non
surjectif de M,,(R) sur GL; (R).
9. ETUDE DE exp(M,(R)) Facultatif.

(a) Soit A € M, (C). On suppose que A est diagonalisable. Montrer qu’il existe p € C[X] tel que

exp(p(4)) = A,
(b) En utilisant la décomposition de Dundford, montrer qu’il existe p € C[X] tel que exp(p(M)) = M,
avec toujours M € M,,(C). Retrouver le résultat de la question 7.

(c) Déduire de ce qui préceéde que :

exp(M,(R)) = {4 € GL,(R),3B € M,(R), A= B*}.

(d) Montrer que le groupe G engendré par exp(M, (R)) dans GL,(R) est GL(R).
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Probléme 1
1. FONCTION GENERATRICE DE Z,

(a) Soit un entier naturel n. La variable aléatoire Z, modélise le nombre de descendants males a la n°
génération.
(b) Soit n € N. Pour tout s € [—1, 1], puisque ({Z,, = ¢})4en est une famille compléte d’événements,

+oo +o00 400
Crir =Y P(Zn1=0)s" =D "P(Zyj1 =k Z, =q)s" (1)
k=0 k=0 ¢q=0

Or pour pour tout entier k > 0,ona: {Z,41 =k, Z, =q¢} ={Ypo1+ ...+ Y, =k, Z, = q}, donc :

—+00 +00
Gni1 = Z Z P(Ypi+ o+ Yoy =k Z,=q)s"
k=0 g¢=0
—+00 +00
- Z Z P(Yp1+ .t Yo, =kP(Z, = q)s",
k=0 q=0

(2)

La derniére ligne est due & I'indépendance de Z,, et de Y;, 1 +.... + Y, 4. Cette indépendance provient
de ce pour n > 1 que Z, n’est fonction qu des Y, ;, pour i € N et p € [0,n — 1] et que les variables
aléatoire (Y,,;), (n,7) € N x N* sont mutuellement indépendantes (lemme de coalition).

En remplant dans la formule précédente s par |s| on obtient G(|s|), et I'on a donc par le théoréme
de Fubini-Tonelli, pour tout s € [—1,1—] la sommabilité de la famille & termes positifs

(P(Yn1+ ...+ Yo =k)P(Z, = ‘J)|S|k)<k,q>6N2

donc par définition celle de la famille (P(Yy1 + ... + Y, 4 = k)P (Z, = q)s*)
alors le théoréme de Fubini-Lebesgues pour les familles de réels :

(k,q)ENZ" En appliquant

+o00o 400
it =D D P(Yad + oo+ Yo = KP(Zy = )5,
q=0 k=0

+oo
= P(Zn = q)Gy, 1.4V, (5)
q=0

+o0o (3)
=Y P(Zy =q)Gy, ,(s) X ... x Gy, ,(s)
q=0
+oo
=Y P(Zy = q)Gi(s)
q=0
=Gn(g(s))-
Les deux derniéres égalités proviennent de I'indépendance de Y, 1,...., Yy 4 et de ce que ces variables

suivent toutes la loi de Y. Donc G, 11 = G o g et par une récurrence immédiate on a :
G, = g[n]7
ot gll:=go...0g.
—
n termes
2. ETUDE DE ¢

(a) Comme py # 1, on dispose de ng € N* tel que pg soit strictement positif, et, partant, ¢ — p,, soit
strictement croissante sur [0,1]. Comme pour tout n € N* ¢ — p, est croissante sur [0,1] g est
strictement croissante sur [0, 1].



(b)

()

On suppose que py + p1 # 1.

Remarque.la notion de stricte convexité n’est pas au programme dans un devoir on rappelerai
la définition. Jai éviter d’utiliser une condition suffisante utilisant la dérivée, par contre j’admets la
stricte convezité sur [0000, 1] des applications de R = + dans R, t — t", pour tout entier n > 2.

—+o00

Comme py+p; # 1 et que Y p, =1 on dispose d’un entier ng > 2 tel que p,, # 0, application
n=0

t — pp,t"™ est strictement convexe tandis que les applications ¢ — p,t" sont pour tout n € N au

moins convexe, donc par somme g est strictement convexe.
Montrer que g est strictement convexe.
Comme py + p1 = 1, pour tout n € [2,+o0[, on a p, = 0 et donc g ets 'application affine :

g  t— pit + po.

3. EXTINCTION DES PATRONYMES

(a)

Notons que A sécrit

A= J{z.=0}

neN

et que pour tout élément w de Q et tout élément n de N, on a Z,(w) = 0, alors Z,,11(w) = 0
(convention sur une somme vide). Donc la suite d’événements ({Z,, = 0})nen croit. Il résulte de la
continuité monotone que :

J(0) = Gu(0) = P(Z, =0) = P(A) @)
Autrement dit P(A) est la limite de la suite des itérée de 0 par g, la continuité de g (somme d’une
série entiére) assure donc que P(A) est un point fixe de g.

On suppose m < 1. En étudiant les varaiations de ¢, montrer que P(A) = 1. On a ¢(0) = pg > 0 et
¢(1) =g(1) =1 =1—1 = 0. Par ailleurs pour tout ¢ € [0,1]

+oo
dt)=4¢t)—1= Zn(pnt”_l) —1l<m-1<0.

n=1

Donc ¢ étant continue sur [0, 1], cette application est strictement décroissante sur [0,1] de py a 0.
Ainsi g admet-elle un et un seul point fixe 1. Donc par (a), on a P(A) = 1.

Le patronyme s’éteint presque stirement.
On supose a présent que m > 1.

D’abord ¢(1) = 0, ensuite ¢'(1) = m — 1 > 0, donc le développement limité au voisinage de 1 &
l’ordre 1,

¢(t) = ¢(1) + (t = 1)¢'(1) +o(t = 1) =0+ (t = 1)¢'(1) + ot — 1); (¢t = 1),

on sait que ¢ est négatif au voisinage & gauche de 1. ¢ qui est continue s’annule donc en au moins un
point de ]0, 1].

Supposons que ¢ s’annule en deux points disons a et b avec 0 < a < b < 1. Le lemme de Rolle (g
est C!), appliqué entre a et b et entre b et 1 veut que g’ s’annule en deux pont distincts ¢ et d avec
a<c<b<d<1,le méme lemme (la restriction de g a [0, 1 est |?) fournit un point d’annulation de
¢" donc puisque ¢” = ¢” de ¢”, élément de ]0, 1] ce qui exige la nulité de p,, pour tout n € [2, 400 ;
et donc que

l=po+p1>pr=m>1L1

Voila qui est absurde!

Donc ¢ a un et un seul zéro v élément de |0, 1] et donc g n’a que v comme point fixe dans ]0, 1].

On a vu en (a) que la suite (¢!"),en croit, or phi continue est sur 0, 1] de signe constant donc
négatif puisque négative au voisinage de 1 et donc pour tout élément x de Jv, 1[ on a g(z) < z Donc
la croissance de (g/™),en assure que cette suite est & valeur dans [0,v] (elle n’est pas constante égale
a1 car g(0) < 1). Donc (gl")),,cn suite croissante minorée par v converge vers un élément de [0, v]
qui ets un point fixe de g, car g est continue, donc converge vers g

Conclusion : P(A4) = 1.



PROBLEME 2 : EXPONENTIELLE DE MATRICE

EXPONENTIELLE DE MATRICE —

On admet les résultats de TD sur la décomposition de Dundford.

On rappelle le résultat au programme : Soient A et B des éléments de M,,(C) qui commutent entre euz,
alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

On désigne par n un entier > 1 et par M un élément de M, (C).

1. déterminer Det(exp(M)). I suffit de trigonaliser !

2. Montrer que si M est diagonalisable, alors exp(M) ’est. Trés faclile!

3. (a) Donner la décomposition de Dundford de exp(M). On par de celle de M, .

M =D+ N.
Comme N et D commutent
exp(M) = exp(D) + exp(D)(exp(N) — I,) ;

de plus exp(D) est diagonalisable reste & montre que exp(D)(exp(N) — I,,) est nilpotent
(b) Si exp(M) est diagonalisable alors par unicité de la décomposition de Dundford exp(D)(exp(N) —
I,)puis (exp(N) — I,,) sont nulles. Reste a montre que N est nulle.
On trouve dans la littérature (exp(N) — I,,) = Np(N) ot p = 1+ 3X% 4+ ... On montre
linversibilité de p(N) donc la nulité de N.
Je pense que I'on peut aussi dire que pour tout ¢ € R on a exp(tM) diagonalisable donc (exp(tN)—
I,,) est nulle. En dérivant en ¢ le résultat tombe.
La réciproque est a été faite.
4. comme exp(M) est la limite d’une suite de polyndémes en M et que K[M] est un espace vectoriel de
dimension finie donc fermé, le résultat tombe.
il n’existe pas de polynome P, tel que pour tout élément A € M,,C, exp(A) = Py(A) considérere
Ay = diag(t,0,0,...,0). On a €' = py(t) pour tout t......

5. (a) Soit N une matrice élément de M,,(C) nilpotente. Montrer qu’il existe élément de A de M,,(C) telle
que exp(A) = I + N.On s’inspire de la série donnant le logarithme de (1 + z) en tenant compte du
caractére nilpotent de N.

En notant p un entier supérieur ou égal a 2 et & l’ordre de nilpotence de N on pose :

3
|

1 k-1
P .= %X’“, A:= P(N).

1

>
Il

Comme C[A] est une algébre commutative,

I I
AP = (A AN = AP AP =0,
;z—I—l ) (Z_:Oz—kl ) ©

p—1
Donc exp(A) = > ’2—!
Par ailleurs llzezdoéveloppement limité de exp(In(1 + x)) & l'ordre p — 1 au voisinage de 0 est :
exp(In(l+z) =1+ 2+ O(2P) (x — 0),
(le grand O est méme nul). Mais la pratique des développements limités dit que :

p—1
> pF=1+X+X"R.
k=0

ol R est un polynome, zPr(x) représente les termes d’ordre supérieurs & p — 1 qui ne figurent pas
dans le DL et disparaissent dans le O(zP)).

Substituons dans cette égalité, N & X :
exp(A ZAk ZP Vk=1,+ N+ NPR(N) =1, + N.

D’ou le résultat.



(b) Montrons que tout élément de GL,(()C) est une exponentielle. Cette matrice est semblable avec les
notations du cours a
diag()\llkl + Ny, ..., )\1[]% + Nk>
son inversibilité exigeant que les \; soient non nuls.

11 suffit d’écrire chaque matrice Iy, + Nj comme une expoentielle. ce qui résulte directement de la
question précédente est de ce que \; est 'exponentielle de In(|\;|) + i6;, ou ; est un argument de \;

(c) Méme principe!

. L’exponentielle de matrice est-elle injective de M, (C) dans GL,(C)? Non, ce méme pour n = 1
(exp(0) = exp(i2m))!

. Exercice traité en cours!

. Pour M € M,,(R),la premiére question montre que exp(M) a un déterminant positif strictement, c’est
exp(tr(M). Donc exp(M,,(R)) est inclus dans GL;! (R)).

Supposons n > 2. Soit A = diag(—1,—-2,3,...,n). Suppososns que A = exp(B), ou B € M, (R);
Alors A et B commutent, puisque B commute avec les sommes partielles de exp(B) et le produit par
un élément de M,,(R) & droite comme & gauche est continu. Donc B est diagonale, car B stabilise les
espace propre de A c’est-a-dire les droites dirigées par les vecteurs de la base canobique de R™, donc
s’écrit :B = diag(f, ..., Bn) et donc A = diag(exp(B1), ...,exp(Bn)). Mais alors —1 = exp(f1)! Voila une
contradiction. Donc A ¢ exp(M,,(R)).

Conclusion exp(M,(R)) est STRICTEMENT inclus dans GL} (R)
. ETUDE DE exp(M,(R))

(a) Soit A € M,(C). On suppose que A est diagonalisable. Montrer qu’il existe p € C[X] tel que
exp(p(A)) = A.
Merci Lagrange !

(b) En utilisant la décomposition de Dundford, montrer qu’il existe p € C[X] tel que exp(p(M)) = M,
avec toujours M € M,,(C).

Partons de la décomposition de Dundford de M :
M =D+ N,
de plus c¢f. TD D =¢g(M) et N =r(N) ou g et r sont des polynomes. Par la question précédente
M = exp(p(D))(In + exp(—P(D)N) = exp(p(M)) (I + exp(~P(D)N).

Reste & voir la nilpotence de exp(—P(D)N et d’utiliser 5.(a), pour avoir (I,, +exp(—P(D)N) comme
une exponentielle d’un polynome en exp(—P(D)N matrice elle-méme un polyndéme en M...

Retrouver le résultat de la question 7. Immédiat.
(c) Déduire de ce qui précede que :

exp(M,(R)) = {4 € GL,(R),3B € M,(R), A= B}.
Soit A une matrice de la forme A = B? avec B réelle! Par la question précédente ou 7, B s’écrit

B = exp(p(B)),

avec P € C[X] ; mais B = B = exp(p(B))....
La réciproque est triviale.

(d) si A€ GL}(R). D’aprés le premier chapitre A = T'diag(1,1,....1,det(A))T”, ott T et T’ sont des pro-
duits de transvections réelles. Il ne reste plus qu’a écrire une transvection est un carré de transvections,
bien évident si ’on connait ’effet produit par la multiplication par une transvection et d’appliquer la
question précédente aux transvections et a diag(1,1,....,1,det(A)), pour avoir A comme un produit
d’exponentielles.

Donc le groupe G' engendré par exp(M,,(R)) dans GL,(R) est GL;' (R).



