MP* Lycée Kérichen 2024-2025

correction du DM n°6

Partie I
On convient que det désigne le déterminant dans la base canonique de R", (le texte a
omis cet précision).

I.A Comme une application linéaire est de classe C'!, de différentielle égale en tout point A I’application
elle—mAame, f, somme d’une application linéaire et d’une constante, est de classe C'! et pour tout
r e R™,
J¢(z) = Matg, (f(z)) = A.

Par B, est désignée la base canonique de R™.

LB 1) ¢ est la composée de g est d’une application linéaire toutes deux de classe C!, donc est de
classe C! et

Vit e R, ¢'(t) =dg(ta) - a = Zajg(ta)aj.

j=1

2) Comme en particulier ¢ est dérivable en 0, ¢(t) = ©(0) + t¢’(0) + . Oo(t) soit :
—

g(ta) = g(O)+tZaj3jg(0)+ o ().

t—=0

I.C 1) On at; =te; ou e; désigne le j° vecteur de la base canonique. En utilisant le I.B.2 :
filty) = fi(te;) = 04 19;£i(0) + o(t),

Par n-linéarité du déterminant on déduit :

det(f(tr), ... f(tn)) = t" det(01f(0)+0(1), ..., On f(0)+0(1)) = t" (jacs (0)+0(1)) = t"jac;(0)+o(t"),

par continuité du déterminant.

det(f(t1), ..., f(tn
2) Puisque det(t1, ..., t,) = t" det(ey, ...,e,) = " on a bien }g% ¢ ((ij;g(ii: :{n() )

3) Pour n = 2, [jac;(0)| = [det(01f(0),d2f(0))| est égal a I'aire du parallélogramme de sommets
(0,0), 91£(0), 92f(0) et 91 f(0) + 02f(0).
Pour n = 3, [jac;(0)| = |det(01f(0),02£(0),03f(0))| est égal au volume du parallélépipede de
sommets (0,0), 01f(0), d2£(0), 93f(0), 01£(0) + 02£(0), O1f(0) + J3f(0), O2f(0) + 03 f(0) et
01£(0) + 02£(0) + 95f(0).

= jac;(0).

Partie 11
II.A D’apres le I.A. on a jacy(x) = A donc divy(x) = tr(A).

IIL.LB 1) Pourtout réel ¢,

eMt 0 A Aoty T
w(®) =epdla= (" L Ya= @M ae)T,

2) det(uq(t), up(t)) = (a1by —aghy e+ 2t = det(a, b)e!dVs (@) puisque divy(z) = tr(A) = A+ Aa.
De plus on a bien det(u,(0)|up(0)) = det(alb) puisque uq(0) = a et up(0) = b.

3) Le parallélogramme de sommets (0,0), uq(t), up(t) et uq(t) + up(t) a pour aire:
| det(uq(t), up(t))| = | det(a, b)|e!dvs(), Donc :



— si divy(a) > 0 alors ¢ — | det(uq(t), up(t))| est une fonction croissante;
— si divy(a) < 0 alors t — | det(uq(t), up(t))| est une fonction décroissante ;
— si divy(a) = 0 alors t — | det(u,(t), up(t))| est une fonction constante.

A2/

2(t) puisque ay et A; sont non nuls. On a donc x2(t) = 0,(x1(t)) avec

11.C 1 302 = ag

i )\2/)\1
aq
1’ I2
2) a) b al‘zz, Op(x) = 22% et Oyqp(z) = 3
4 2 27
b) Oq(x) = pox Op(z) = — et Oars(z) = et

8| ©

C) ea(iﬁ) = eb(i') = % et 9a+b(1’) =

ILD 1) Soit t € R. Comme A\, commute avec toute matrice,

o=

uq(t) = exp(tA)a = exp(Mtlz) exp (t 8 g ) a=eM (12 +t ( 8 )) a = (eMay + agtp, age™) ",

ca ( 8 g ) est nilpotente d’ordre 2

Donc det (ug (t), up(t)) = ((a1+pagt)by—az(by+ubst))e* = det(a, b)e!dVs (@) puisque div(z) =
tr(A) = 2.
Variante. Notons g I’application linéaire qui envoie la base canonique de R? sur (a, b), alors :

det (g (t), up(t)) = det(exp(tA)a, exp(tA)b) = det(exp(tA) o ge** det(a,b) = det(a, b)e!dvs (@

2) Si A a un polynéme caractéristique scindé sur R, elle est soit diagonalisable et donc semblable
a la matrice du I1.B, soit non diagonalisable et semblable a la matrice triangulaire du II.D.1,
dans le premier cas Le spectre de exp(A) est {e*t, e} et {e}}, avec une valeur propre double
dans le second, dans tous les cas, le déterminant de exp(A) est et"4 résultat officiel du
programme. On a donc :

det(uq (1), up(t)) = det(exp(tA) o g™ ) det(a, b) = det(a, b)e!divs(®

3) Sile polynéme caractéristique de A n’est pas scindé sur R, le résultat demeure, la trigonalisa-
tion dans C étant possible.

Partie III
Soit un couple (7, j) d’éléments de {1,...,n}.

LA Comme f est de classe C?, f; lest aussi et on peut lui appliquer le théoréeme de Schwarz: f; j j =
0 fk = 05.ifk = [k
III.B 1) pour tout k € {1,...,n}
Puisque J; est A valeur dans A,(R), 8;fi = —9;f; donc :

fijo = 0i0jfr = =00k fj = — fikj-

2) Por tout k € {17 ...,n}, on a fi,j,k = fj,i,k: et fi,k»]‘ = _fi,j,k7 et donc fi,j,k = _fi,k,j = —fk’m =
frgi = fiki = — [k = —fijk, et finalement 'application f; ;5 est nulle.
Les dérivée partielles de tout les coefliciant de Jy étant nulle sur R™ qui est connexe par arcs, Jy
ets constante ; notons A sa valeur et posons g(z) = f(x) —Az. Onadd = df —A = Ogn_pmn).
Donc la fonction g est constante (connexité par arcs ded R™). Donc

f R"SR";, z— Az +b,

ol A est antisymétrique.



II1.C

IV.A

4) On vient de montrer que si J¢(z) est antisymétrique pour tout z alorson a f : z— Az + B
avec A antisymétrique. Réciproquement, si f(x) = Az + B avec A antisymétrique, alors par
le A, J¢(x) = A pour tout x et est donc antisymétrique.

Supposons que pour tout ¢ on ait f; = 0;g avec g de classe C?, f est de classe C! et vérifie
0;fi = 059 = 0;;9 = 0;f; par le théoreme de Schwarz. Jy(z) est donc une matrice symétrique
pour tout x € R”.

Réciproquement supposons que J¢(z) soit une matrice symétrique pour tout z. Définissons
n 1
g :R" S R; z— Za:k/ Sr(tz)dt.
k=1 0

Pour montrer que g est de classe C'* on utilise un théoréme du chapitre prochain.

Soit i € {1, ...,n}. Le théoréme assure I'existence de dérivée partielle pour g données par :
nool
Vo € R",;0;9(z) = / (z1 — xp fr(tx))'dt.
k=10

Donc pour tot x élément de R™,

8ig($)=/0 fi(m)dt+k§xk/o taifk(ta:)dt:/o (fi(ta:)—i—t;xkakfi(tx)) dt

puisque Jy(x) est une matrice symétrique pour tout z. Puique la dérivée de t — tf;(tz) est égale
a fi(te) +t0 Y} _, 20k fi(tx) on déduit que d;ig(z) = [tfi(tx)]} = fi(z).
Enfin g est bien de classe C? puisque f est de classe C*.

Partie IV

1) Puisque Jy esta valeur dans le groupe orthogonal JfT Jy vaut constament I,, donc pour tout
couple (4, 7):

n
Z&i fp0jfp = di;. En dérivant par rapport & zj on obtient, pour tout triplet (i,7,k)

p=1
d’éléments de {1,...,n},

0= Z Ok,i [0 fp + Z 0i fpOk,j fps
p=1 p=1

ou encore
Qj ki = —Qk,j

. Si on échange le premier et le troisieme indice on change le signe.

Comme f est de classe C2, le théoréme de Schwarz donne, pour tout triplet (7,7, k),
gk = Q4 k5,

on a donc bien

Qi kg = Qg k = —Xk,ji-
2) Soit untriplet (i,j,k) d’éléments de {1,...,n}. Puisque o;,; = —au i, une permutation
circulaire sur les indices change le signe. On a donc ;1 = —0j ki = Oki; = — 5% On a

bien ¢ j = 0 pour tout triplet (¢, j, k).
3) Pour tout (i, 4, k) € ({1,...,n})% et tout z € R™,

0=air; = (Jr(2) 0(Js) (@),
donc l'inversibilité de J(z)T (c’est une matrice orthogonale) dit :
Vk e {,...,n};0k(Jf) = Oy.

Donc par connexité par arcs de R", Jf et constante, notons A I'élément de O,, qui est sa
valeur. Le méme raisonnement qu’au I11.B.3 donne f : R™ — R"; x — Az + b.



IV.B On vient de montrer que si (P) alors f = A X - + b avec A orthogonale.
Réciproquement, si f = A x - + b avec A orthogonale, alors par I.LA, pour tout z € R"™, on a
Jr(z) = A€ O,(R).

Il y a donc bien équivalence.



