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À propos d'un exercice du cours

Reprenons l'exercice du cours sur la stabilité du système

dY

dt
= AY.

Nous utilserons pour simpli�er la décomposition de Dundford, le temps perdu à l'établir est compenssé par la

simplicité de la preuve qui en résulte.

La matrice A s'écrit, puisque χA est scindé sur le corps C,

A = Pdiag(A1, ..., Ak)P
−1,

où k est le nombre de valeurs propres λ1, ...., λk distinctes, P un élément de GLn(C), et pour i = 1, ..., k
Ai = Im1

+Ni avec mi la multiplicité de λi et Ni une matrice triangulaire supérieure stricte.
Posons N = Pdiag(N1, ..., Nk)P

−1 et D = Pdiag(Im1
, ..., Imk

)P−1. On véri�e alors sans mal, en utilisant
des produits par blocs que :

� A = D +N ;
� AN = NA ;
� N est nilpotente.

Voit TD.
La solutionsur R notée ΦX0

du problème de Cauchy { (12), Y (0) = X0 vaut :

ΦX0
: R → Mn,1(C) ; t 7→ exp(tA)X0.

• Supposons que les parties réelles des valeurs propres soient toutes négatives.
On note α := min{|Re(λ1)|, ..., |Re(λk)|}
Comme N et D commutent, pour tout t ∈ R+, ΦX0

= exp(tD) exp(tN)X0. Notons ||| · ||| la norme sur Mn(R)
subordonnée à ∥ · ∥∞.

Alors ||| exp(tdiag(Im1
, ..., Imk

))||| ≤ exp(−αt), pour tout t ∈ R∗
+.

Par ailleurs exp(tN) =
n∑

k=0

1
k!N

k, puisque l'ordre de nilpotence des Ni est inférieur à mi donc à n.

De ces deux points, comme ||| · ||| est une norme d'algèbre, vient :

∀t ∈ R∗
+, ||| exp(tA)||| ≤ |||P ||||||P−1||| exp(−αt)

n∑
k=0

1

k!
tk|||N |||k

Posons A = |||N |||+ 1 et B = |||P ||||||P−1|||, alors pour tout réel t ≥ 0 on a

||| exp(tA)||| ≤ B exp(−αt)n(1 + t)nAn

Donc t 7→ ||| exp(tA)||| est bornée sur R+ car continue et de limite nulle en 0.
Donc ΦX0

est bornée sur R+ et tend vers 0 en +∞, puisque pour tout réel t ≥ 0.

∥ΦX0
(t)∥∞ ≤ ||| exp(tA)||| ∥X0∥∞.

• Supposons qu'une valeur propre soit de partie réelle positives.
Prenons quitte à réindexer les valeurs propres λ1 ≥ 0, et choisisson V1 un vecteur propre associé. Alors pour

tout N ∈ N et tout t réel ,
N∑

k=1

1

k!
(tA)kV1 =

N∑
k=1

1

k!
tkλk

1V1

par continuité de la multiplication par V1 sur Mn(C), vient :

ΦV1
(t) = exp(tλ1)V1

puis

∥ΦV1(t)∥∞ = exp(tReλ1)∥V1∥∞.

Comme V1, vecteur propre est non nul, ΦV1
(t) ne tend pas vers 0 lorsque t tend vers +∞.


