MP* 2024-25

A propos d’un exercice du cours

Reprenons l'exercice du cours sur la stabilité du systéme

dY
— = AY.
dt

Nous utilserons pour simplifier la décomposition de Dundford, le temps perdu & l’établir est compenssé par la
simplicité de la preuve qui en résulte.
La matrice A s’écrit, puisque x4 est scindé sur le corps C,

A = Pdiag(Ay, ..., Ax) P71,

ot k est le nombre de valeurs propres \ip,...., Ax distinctes, P un élément de GL,(C), et pour ¢ = 1,...,k
A; = I, + N; avec m; la multiplicité de A; et N; une matrice triangulaire supérieure stricte.

Posons N = Pdiag(Ny, ..., Ny)P~! et D = Pdiag(I,,,, ..., I, )P~!. On vérifie alors sans mal, en utilisant
des produits par blocs que :

— A=D+ N,

— AN =NA,;

— N est nilpotente.
Voit TD.

La solutionsur R notée ®x, du probléme de Cauchy { (12), Y (0) = X, vaut :

Oy, : R—= M, 1(C); t — exp(tA)Xo.

0

e Supposons que les parties réelles des valeurs propres soient toutes négatives.

On note o := min{|Re(A1)], ..., |Re(Ax)|}

Comme N et D commutent, pour tout t € R, ®x, = exp(tD) exp(tN)Xp. Notons ||- || la norme sur M,,(R)
subordonnée & || - ||0o-

Alors || exp(tdiag(Im,, ..., Im,))|| < exp(—at), pour tout t € R7..

n
Par ailleurs exp(tN) = 3 %N’“, puisque 'ordre de nilpotence des N; est inférieur & m; donc a n.
k=0
De ces deux points, comme || - | est une norme d’algébre, vient :

n
* _ 1
vt € Ry, [lexp(tA)] < [PIIP~ | exp(—at) ) =t IV
k=0
Posons A = |N|| + 1 et B = || P||||[P~!||, alors pour tout réel t > 0 on a

llexp(tA)|| < Bexp(—at)n(l+t)"A"

Donc t — || exp(tA)]| est bornée sur R, car continue et de limite nulle en 0.
Donc ®x, est bornée sur Ry et tend vers 0 en +o00, puisque pour tout réel ¢ > 0.

1@, (Dloe < lexp(tA)]| [ Xol[oo-

e Supposons qu’une valeur propre soit de partie réelle positives.
Prenons quitte a réindexer les valeurs propres A1 > 0, et choisisson V; un vecteur propre associé. Alors pour

tout N € N et tout ¢ réel ,
N N

1 .
DA V=) St

k=1 " k=1
par continuité de la multiplication par Vi sur M,,(C), vient :
©V1 (t) = exp(t)\l)Vl
puis
[@v; (D)lloc = exp(tReA1)||Vi|oo-

Comme V7, vecteur propre est non nul, ®y, (¢) ne tend pas vers 0 lorsque ¢ tend vers +o0.



