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Oral 1

A. Déterminer I'ensemble des endomorphismes d’un espace vectoriel E qui commutent avec
tous les endomorphismes.

A’ (ENS 2018) Déterminer les éléments de GL,(C) qui commutent avec tous les éléments
de leur classe de conjugaison

A” (version Centrale). Soit A un élément de GL,(C) qui commute avec tous les éléments
de sa classe de conjugaison.

1. Soit A une valeur propre de A et P un élément de GL,,(C). Comparer Ey(A) et Ey(PAP™).

2. On suppose que A laisse stable tous les espaces de dimension k, ou k € {2,..n — 1}.
Montrer que A laisse stable tous les espaces de dimension 1.

3. Montrer que A est une homothétie.

B. Déterminer les applications f de R dans R dérivables telles que f'(x) = f(—z), pour
tout réel x.

B’. Déterminer les applications f de R* dans R dérivables telles que f'(z) = f(z~1), pour
tout réel x > 0.

Oral 2

A. Soit n un entier naturel non nul et A un élément de M,,(R). Montrer que l’ensemble E,
défini par

E={MeM,(R),AMA=0,},

est un sous-espace vectoriel de M,,(R) dont on précisera la dimension en fonction du rang de
A.
B. Soit la fonction I de la variable réelle a définie par

_ +a dz
VD) @ =)

Montrer que I est définie sur R7.

Déterminer les limites éventuelles de I en 0 et +o0.

Oral 3

A. Soit n un entier naturel non nul et A un élément de S;F(R). Montrer que 'ensemble F,
défini par

I(a):

E = {M € Mn(R), MTAM = On}7

est un sous-espace vectoriel de M,,(R) dont on précisera la dimension en fonction du rang de
A.

B. Montrer la convergence et donner la valeur de la somme de la série suivante :

=
Z 2n+ 1

n>0



Oral 4
A. Déterminer les applications de R dans C dérivables telles que pour tout x et tout v réels,

flutv) = fu)f(v).
Reprendre la question en supposant f seulement continue.
A’ (ENS) . Soit E = {f € RR|V(z,y) € R?, f(z +v) = f(z) + f(y)}.
1. Déterminer les éléments de E continus.
Montrer que le graphe de tout élément de E non linéaire est dense dans R2.
Soit un entier n > 2 on pose E, = {f € RR|Vz € R%, f(z") = f(z)"}.
Déterminer les applications de R dans R linéaires éléments de F,,.

On suppose n pair. Déterminer £ N E,,.

A

On suppose n impair. En calculant pour un réel x > 0 et un rationnel ¢ > 0, la quantité
f((x +t)"), déterminer E N E,,.

B. (Mines 2024)

Montrer que Iapplication f : R[X], — R; fol(P(x) — €%)?dx admet un point critique et
un seul.

Oral 5

A. Soit M € M, (C).

Montrer que pour tout ¢ € R il existe unematrice 7" semblable a M dont tous les coefficients
non diagonaux ont un module inférieur ou égal a ¢

A’. Déterminer les matrices de M,,(C) dont la classe de similitude est bornée.

B. Soit f une application de C dans C développable en série entiére sur C entier.
Montrer que si f est bornée, alors elle est constante.

Oral 6
A. Soit u et v des endomorphisme de E, K-espace vectoriel de dimension finie. On suppose
que u et v commutent.

Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de u et v sont diagonales.
B. (Centrale 2021)
Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R non nul et de somme f.

1. Soit r €]0, R]. On veut montrer que :

f(z) = 1 /27r ret f(.reit) dt,
0

2 relt — 2

pour tout tout z € By(0,7).
(a) Montrer la formule pour f : z+— 2"
(b) Montrer la formule dans le cas général.
2. Soit g une application continue sur By(0, R).
On suppose que pour tout r €]0, R],

1 2 . it
Vz € B0(07T>7Q(Z) - %/0 Telt%dt.

Montrer que g est développable en séries entiéres.

Oral 7
A.



1. Soit wuy, ug,..u, des endomorphisme de E, K-espace vectoriel de dimension finie. On
suppose les u;, © = 1,, ..., p, tous diagonalisables et commutant deux a deux.

Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle les matrices de tous les u; sont

diagonales. On dit que les u; sont codiagonalisables ou simultannément diagonalisables.

2. Soit G un sous-groupe fini de GL,,(C) abélien. Montrer que tous les éléments de G sont
codiagonalisables.

A’. (ENS 2018)
Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 3. Soit 'application

¢ : GL.(Z) = GL, (Z/pZ) ; M+ M.

On désigne par A, pour tout élément A de M, (Z), la matrice d’ordre n & valeur dans Z/pZ,
dont le coefficient d’indice i, j est la classe modulo p de a; ;.
Soit G un sous-groupe fini de GL,,(Z), montrer que ¢ est injective.
B. Soit h une application de classe C*° sur un intervalle J =] — a,a[ (a > 0), telle que
pour tout n € N, h(™ soit positive sur [0, al.
N
. )
Pour tout entier N > 0, on note Ry(z) = h(z) — > hn—,(o)x”.
n=0 ’
1. Pour tout couple de réels (z,y) vérifiant 0 < z < y < a, et tout entier N > 0, montrer
que :

T N+1
0<Ry(0) < (1) Rxly)
2. En déduire que h est somme de sa série de Taylor en 0 sur [0, a.
T
272

B’ Soit g l'application définie sur I = ] [ par g(r) = tanz. Montrer que g est déve-

loppable en série entiére.

Quel est le rayon de convergence de la série de Taylor en 0 de g.

Oral 8

A. Soit A un élément de M, (C). Montrer qu’il existe un réel R > 0 tel que, pour tout
entier k£ > 0 et tout réel r > R,

1 2w

_ PR ik +1)0 (,reiGIn . A)_l dé.
27 Jo

Ak:

En déduire le théoréme de Cayley-Hamilton.

B. Soit n un entier naturel non nul et A un élément de M, (R). Monter que la matrice A
est la somme de deux matrices inversibles.

Oral 9

A. Soit pour ¢« = 1,..,n et j = 1...,n des varaiables aléatoires X, i.i.d suivant la loi de
Randmacher. Et M,, la matrice aléatoire (X, ;)i<; j<n-

1. Calculer E(tr(MP¥), pour k = 1,2, 3, 4.
2. Calculer E(det(M,)) et E(det(M,))?).
3. Soit f : R™ — R telle que lig.} = +o00.
Montrer que P(|det M| > f(k)VE!) e 0.
B. Soit n € N.

1. Montrer que tout élément de M,,(R) strictement triangulaire supérieur est nilpotent.



2. Déterminer la dimension maximale d’un sous-espace vectoriel de M,,(R), dont tous les
éléments sont nilpotents.

Oral 10
A. Montrer que tout hyperplan de M, (R) rencontre GL, (R).
A’ Soit V' un hyperplan de My(R) dont tous les éléments sont diagonalisables dans R.

1. Montrer que Iy est élément de V.
2. Donner un exemple d’un tel hyperplan V.

3. Montrer qu’il existe P € GLy(R) tel que P~'V P contienne toutes les matrices diago-
nales.

4. Montrer qu’il existe Q € GLy(R) tel que Q7'VQ = S..

B. Soient a et b des réels. Soit (u,),en la suite définie par la relation de récurrence suivante :
up=a, uy =b, et Vn € N, Up 19 = Upy1 + Up.

Donner un équivalent de w,, lorsque n tend vers +oo en fonction de a et b.

B’. On suppose a et b strictement positifs et (X,,),en est une suite de variables de Ber-
noulli mutuellement indépendantes. On considére la suite aléatoire (v,),en (variable aléatoire
a valeurs dans RN), définie par

vo =a,v; =bet Vn € N, v,10 = U1 + X0y,

Montrer que la suite v converge presque sirement vers +oo.

Oral 11
B. Soient n € N* et Xi,..., X,, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi uniforme sur
{1,...,n}. Pour k =1,2,...,n, on note

Y, = Z 1,k
i—1

et Z =max{Y,k=1,..,n}.
1. Soit A € R, Montrer que e*™#) < nE (eM).

2. Montrer que

2Inn
B2 = i)y

Oral 12 A. Soit V I'ensemble de I'espace vectoriel R® muni de sa structure euclidienne
canonique
V=A{(z,y,2) e R’z =2 +y*}.

Détreminer le plan tangeant en un point (a, b, c) de V.
B. Soit X et Y des variables aléatoires a valeurs dans R’ de mémes lois
On étudie sous différentes hypothéses 'inégalité

B (g) > (1)

1. On suppose X et Y indépendantes. Montrer (1).
2. On ne suppose plus X et Y indépendantes, mais que In(X) € L;. Montrer (1).



B’; (ENS 2024)
Soient X et Y des variables aléatoires & valeurs dans R’ de mémes lois

Montrer
X
El—=]>1

Oral 13 A. Soit C un convexe fermé de R? muni de sa structure euclidienne canonique.

1. Soit a un point de R?. Montrer qu’il existe un et un seul élément ¢ de C' tel que [la—c| =
d(a, C).
2. Montrer que si d est un point de C, on a I’équivalence des deux propositions suivantes

i.d=c;
ii. pour tout m € ¢, <a—dm—d ><0.

A’ soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n supérieure ou égale a 2. Soit C' un convexe
ouvert de F ne contenant pas 0. Montrer qu’il existe une droite vectorielle ne coupant pas C'.

B. Soient Ay, As ...A,, des élément de M,,(C) qui commutent deux & deux. Montrer qu’elles
sont cotrigonalisables.

Oral 14

A. Montrer que ’ensemble des projecteurs orthogonaux d’un espace euclidien est compact.

A’. (ENS 2024) Soient n € N*, r € {0,n} et P I'ensemble des projecteurs orthogonanux de
R” (muni de sa structure euclidienne canonique) de rang r. Déterminer ’ensemble des vecteurs
tangeants a P en un point py.

B. Soir (E, (-|-)) un espace euclidien muni d’une base orthonormée (7, j, k). Déterminer la
nature de ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base (;, 7, IZ) est

1 § 1 —4
9 -4 4 =7
1 8 4

ORAL 15 —

A. Montrer que O, (R) est compact et connexe par arcs.

A’ Soit N une norme sur un espace vectoriel E de dimension finie. On note O(N) 'ensemble
des endomorphismes de E qui conservent la norme. Montrer que O(N) est compact.

B. Soit G un sous-groupe fini de GL,,(C). Montrer que tout élément A de G est diagonali-
sable. Montrer que »_ A est diagonalisable.

Aeqd

Oral 16 —

A. Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n n’ayant que des valeurs propres stricte-
ment positives. Montrer qu’il existe une unique matrice triangulaire supérieure a coefficients
diagonaux strictement positifs, T', telle que A = 'T'T.

B. Montrer la convergence et donner la valeur de l'intégrale suivante :

T Int
/ Sl T

Oral 17
A,

1. Soit M € GL3(R). Montrer qu’il existe 7" et 7" produit de matrices de transvections
d’ordre 3 telles que
TMT'" = diag(1, 1, det(M)).



2. En déduire que GL,(R)* et GL,(R)™ sont connexes par arcs.

A’(ENS 2024) Soient n € N* et m un entier supérieur ou égal & 2. Montrer que la réduction
modu lo m définit un morphisme de groupes de SL,(Z) dans SL,(Z/mZ). Montrer que ce
morphisme est surjectif.

B. (Mines 2023) Soit f € C°(R,, C) dérivable en 0. On suppose que z I®) st intégrable.

x
Soient (a,b) € RY. Montrer que I'intégrale suivante converge et donner sa valeur.

[t

T

Oral 18
A. (Mines 2022) Etudier la convergence de I'intégrale f0+°o sin(e*)dz.
B. Soit un entier n > 2. On dit qu'un élément M de M,,(C) est cyclique si il existe un
élément X de M, 1(C) tel que (X, M X, ..., M" 1 X) soit libre.
1. Montrer que le polynéme minimal d’une matrice cyclique est son polyndéme caractéris-
tique.

2. Montrer que I'ensemble des matrices cycliques de M,,(C) cycliques est ouvert.
3. Soit M un élément de M,,(C) diagonalisable et A;, Ag,...,\,, ses valeurs propres. Montrer

que M est cyclique si et seulement si les \;, ¢ = 1,2, ..n sont deux a deux distincts.
Indication : on pourra considérer la somme des vecteurs d’'une base de vecteurs propres.

4. Montrer que 'ensemble des matrices cycliques de M,,(C) est dense.

B’ Montrer que M est cyclique si et seulement si x; = fias-
Oral 19
A. (Mines 2022)

1. Soit f € C%([0, 1], C). On suppose que pour k = 1,2, ..., n, fol f(t)t*dt = 0. Montrer que
f s’annule au moins n + 1 fois.

2. On suppose que pour que fol f(t)tkdt = 0, pour tout entier k > 0. Montrer que f est
nulle.

B. Montrer que M est nilpotente si et seulement si 0,, est adhérente a la classe de similitude
de M.
B’ Déterminer les points de continuité de ’application

QﬁIMH,uM

Oral 20 A. Soir r la rotation de (E, (-|-)), espace euclidien de dimension 3 orienté, d’axe
engendré et dirigé par un vecteur w et d’angle de mesure 6. Soit s un élément du groupe
orthogonal de E, O(E). Donner la nature de 'endomorphisme sor o s™1.

A’ Soit (Z, 7, lg) une base orthonormée de E. Déduire du 1., que 'ensemble des rotations qui
ont pour axe soit vect(7), soit vect(J), soit vect(k) engendre SO(E).

B.(Mines 2022)

Etudier la convergence de l'intégrale suivante :

/+°° sin(w) In(a)

X

Oral 21
A. Soit M € M,,(C). Montrer I’équivalence des trois propositions suivantes.

1. Les valeurs propres de M sont toutes de module strictement inférieur a 1.



2. La série Y, M* converge.
k>0

3. La suite (M*),en converge vers O,,.

A’ (Mines 2022) Soit G un compact non vide de M,,(R) inclus dans GL,(R). Montrer que
G est un groupe.
B. Résoudre sur R I’équation différentielle

de 4
1 =t7x.
Oral 22
(Centrale 2022)
Les éléments de R™ seront notés en colonne et R™ sera muni de sa structure euclidienne
canonique ; de plus on oriente R" de sorte que sa base canonique soit directe.
Les ensembles S,(R) et A, (R) désignent respectivement I'espace vectoriel des matrices
symétriques réelles et des matrices antisymétriques réelles d’ordre n. On munit M, (R) du
produit scalaire (-|-) défini par :

d : (M3(R))* = R; (4,B) — Tr(A"B).

1. Justifier que ® définit bien un produit scalaire et montrer que S3(R) et A3(R) sont des
sous-espaces vectoriels supplémentaires orthogonaux de M3(R).

Reconnaitre la symétrie orthogonale par rapport & S,,(R).
Pour tout élément M de M, (R) on note Sy, la projection orthogonale de M sur
Sq(R).
Soit A € SO, (R).
2. Notons sp(S4) le spectre de S4. Montrer que :

sp(Sa) C [-1,1].

Montrer que si n est impaire alors 1 est valeur propre de Sy
Dans le cas n = 3, préciser la nature de I'endomorphisme de R3? canoniquement
associé a A, lorsque —1 est valeur propre de Sy.

3. Soit B un élément de SO3(R) tel que Sp = S4. On suppose que ni A ni B ne sont égales
a la matrice identité.

(a) Montrer que pour tout élément T’ de Az(R) et tout élément X de R3,

XLITX;

(b) Montrer que les endomorphismes de R? canoniquement associés & A et B sont des
rotations de méme axe.

Comparer une mesure de leurs angles.



Oral 23 CENTRALE PYTHON
Soit g une application de R’ dans R de classe C!, vérifiant les conditions suivantes :

—g(1)=0:

T 4\ — () -
— pour tout t € R%, g(t + 1) — g(t) = arctan (\/%)

1. Déterminer ¢’ sous la forme de la somme d’une série de fonctions.

On pourra considérer ¢'(t + 1) — ¢'(t).

[\]

. Déterminer g sous la forme d’une série de fonctions.

wo

. Soit (2,)nen+ une suite de complexes définie par récurrence par :
Z1 = 1
Vn e N* 2,01 = 2, + ilz—zl.

Montrer que cette suite est bien définie.
4. Calculer les dix premiers termes de la suite (2, )nen+-

5. Tracez z1,...z19 dans le plan complexe et, sur la méme figure 'arc paramétré
v: R =>R;t— (\/Ecos(g(t)), ﬁsin(g(t))) :

6. Formuler une conjecture puis la démontrer.

7. Trouver un équivalent de g(n), lorsque n tend vers +o0.

Oral 24 CENTRALE PYTHON
Pour tout n € N on considére les fonctions de la variable réelle x suivantes :

n < — (="
fn(x):Hx+i;F(x)=Z;G($):Zn!(x+n)'

1. Montrer que F' et GG sont bien définies sur R

2. Tracez les graphes de I’ et G pour des intervalles raisonnables de x. Représentez ensuite
celui de F//G. Que peut-on conjecturer ?

3. (a) Jusitifier 'existence d’une famille de réels (a;;)inen2 tel que pour tout n € N,

fn<x) = Z (;L__F,;

=0
A Paide d’équivalents au voisinage des points —¢, exprimer les coefficients «; ,,.
(b) Prouver la conjecture faite a la question précédente.



