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COURS DE MATHEMATIQUES MP*

Chapitre 1

LES PROBABILITES, REVISIONS DE
MPSI

Le présent chapitre couvre le programme de premiére année en probabilité. Le cours complet, est émaillé d’exercices
qui en assurent 1’assimilation.

INTRODUCTION

Les probabilités se distinguent du reste des mathématiques en ce qu’elles consistent non seulement en une théorie
mathématique, mais encore en une activité de modélisation, activité que les autres domaines des mathématiques une fois
fondés et développés ont rejetée en dehors de leurs préoccupations, se coupant ainsi des activités scientifiques qui les ont
parfois fait naitre, et qu’ils abandonnent volontiers aux autres sciences. Ainsi I’étude des équations différentielles méne-
t-elle une existence autonome, indépendemment des problémes physiques qui ’alimentent. Cette situation s’explique
aisément, puisque c’est précisement ’impuissance de la science & apporter une réponse prédictive & un phénoméne
qui fait que ’on recourt aux probabilités. Les lois de la mécanique ne sauraient prédire le résultat d’un lancé de dé,
puisqu’il dépend de fagon strement non continue de conditions initiales nombreuses et inconnues. Bref, les probabilités
apparaissent 1a ol la science renonce & exercer son pouvoir, et le travail de modélisation, peu conséquent et trés variable
d’une situation & 'autre, a atterri naturellement dans les mains des mathématiciens.

De cette double essence, les probabilités héritent d’une terminologie propre qui se référe au contexte concret qu’elles
modélisent qui se substitue au langage mathématique, ainsi 14 ot un mathématicien parlerait de partie d’un ensemble,
de complémentaire, le probabiliste use des termes événement, événement contraire. Cette contamination langagiére
constitue la principale difficulté dans ’abord de cette discipline.

L’objet des probabilités est d’attribuer & un événement qui n’est judiciable d’aucune science un nombre compris entre
0 et 1 et qui est sensé traduire la fréquence d’apparition de I’événement si ’on répétait un grand nombre de fois les
circonstances qui I’ont produit. Dans les sciences on part d’une circonstance connue avec précision (conditions initiales)
et on en déduit avec certitude la situation qui en résultera. La position et la vitesse d’un satellite en un instant donné
fournissent sa position future. Les probabilités partent d’un événement précisément connu et lui accorde une plausibilité
plus ot moins grande, sa probabilité; ce sont cette fois les conditions initiales qui échappent & notre connaissances,
ou qui sont tellement complexes qu’elles en deviennent inexploitables : lorsque on jette un dé on sait seulement que le
dé roulera s’arrétera sur une face. La probabilité d’un événement se veut proportionnelle & la fréquence de réalisation
du dit événement si 'on reproduisait un grand nombre de fois les circonstances qui 'ont créé, circonstances dont les
détails échappent a notre savoir et conduisent a chaque expérience a une issue a priori différente. Ce faisant on suppose
implicitement qu’il y a une certaine régularité dans "apparition de I’événement.

Les probabilités sont nées au XVII® siécle, & la suite des travaux de Blaise Pascal, Pierre de Fermat et Christian
Huygens motivés par les jeux de hasard. Le terme probabilité prend peu & peu son sens actuel avec les développements
du traitement mathématique du sujet par Jakob Bernoulli. I1 faut attendre le début du Xx° siécle et les travaux de
Kolmogorov, pour voir se développer une théorie axiomatisée des probabilités, théorie qui se fond dans la théorie de
I'intégration de Lebesgue.

Pour ce qui nous concerne, obéissant au programme nous traiterons des probabilités finies c’est-a-dire pour lesquels
une expérience conduit & un nombre fini de résultats possibles. Dans ce cadre la part de la modélisation est importante,
celle du traitement mathématique reste fort élémentaire.

On signalera enfin les deux jolis ouvrages [Ouvrard, 2007] et [Jacod, 2003] dont le début est abordable.

CHAPITRE 1. LES PROBABILITES, REVISIONS DE MPSI 1



LAURENT BERNIS, LYCEE KERICHEN

PROBABILITE, ESPACE PROBABILISE

Nous allons commencer par décrire clairement le cadre des probabilités et en fixer la terminiologie. Nous ne séparerons
pas la présentation des définitions premiéres du role qu’elles jouent dans la modélisation d’une situation concréte.

2.1 Expérience aléatoire et univers

Notre but, comme nous ’avons dit dans l'introduction, est d’étudier des phénomeénes concrets : jet de dé, tirage du loto,
déplacement d’une microbille en suspenssion dans un fluide sous ’action des collisions avec les molécules du fluide, entre
deux instants, prix & venir d’une action etc., phénomeénes que les sciences sont impuissantes & prévoir et qui cependant
présentent une certaine régularité dans la répétition. On parle pour un tel phénoméne d’ezpérience aléatoire ou épreuve
aléatoire. Pour modéliser ’ensemble des résultats d’une expérience aléatoire on recourt a un ensemble, appelé univers
que la coutume désigne par €. Cet ensemble est de natures diverses, donnons des exemples :

Exemple 2.1.1. —

1. Dans le cas d’un lancé d’un dé (a six face), 'univers est tout naturellement {1,2, 3,6} le résultat d’un lancé est
représenté par le nombre marqué sur la face tournée vers le ciel.

2. Dans le cas d’un lancé de deux dés, I'univers est {1,2, 3,6} le résultat d’un lancé est représenté par le couple
formé par le nombre indiqué par le premier dé, puis celui indiqué par le second.

3. Dans le cas de la distribution dans un jeux de 52 cartes d’une main de 5 cartes, € est I’ensemble des parties a
5 éléments de 'ensemble {1,...,52}, on a numéroté les cartes de 1 & 52.

4. On dispose de deux urnes contenant chacune N boules blanches ou noires, (le nombre de boules d’un couleur
pouvant varier d’une urne a lautre), on choisit une urne puis on tire une boule de 'urne choisie, ici 2 est
{0,1} x {1,..., N}, la premiére composante d’un élément de Q désigne le numéro de l'urne, la seconde celui
attribué aux NV boules de chaque urne.

5. On regarde la suite des lancés successifs d’une piéce, Q = {P, F}N* le n® terme d’une suite élément de €2 est P
si au n® lancé on obtient pile, F' sinon.

6. Dans le cas du déplacement entre deux instants d’une microbille livrée aux chocs des molécules d’un fluide,
Q=R3.

Tout univers est par convention non vide et dans la suite de ce chapitre on ne s’intéressera qu’a des
univers ) finis.

L’univers étant fixé, on peut étudier différents événements qui peuvent advenir suite & ’expérience aléatoire. la réali-
sation d’un événement peut se modéliser par une partie de 2. Par exemple dans le cadre du premiére exemple 2.2.1.,
Pévénement « le résultat du lancé est pair » est modélisé par la partie {0,2,4,6}. Dans Pexemple 5, ’événement « les
3 premier lancés donnent le méme résultat » se modélise par la partie {(P, P, P, x4, s, ... )|(z4,%5,...) € {P, F}N} U
{(F,F,F,zq,25,...)|(x4,25,...) € {P,F}N}. Si la réalisation d’un premier événement se modélise par une partie A,
de € la réalisation d’un second par une partie B, alors la partie A U B modélise la réalisation du premier événement
ou du second, la partie A N B modélise la réalisation du premier événement et du second, enfin le complémentaire de
A modélise la réalisation de I’événement contraire au premier.

Pratiquement on a tendence & confondre la situation réelle modélisée et le modéle mathématique, si bien que le langage
courant lui-méme en vient & contaminer le langage mathématique, conduisant & la terminologie suivante :

Terminologie 2.1.1. —

Les éléments de l'univers €) sont appelés issues ou résultats possibles ou réalisations;

Les parties de 2 sont appelées événements ;

On appelle événement élémentaire toute partie de Q) qui est un singleton;

Si A et B sont des événements on appelle événement A ou B ’événement AU B, événement A et B I’événement
AN B et I'événement contraire de A, le complémentaire (dans Q) de A, noté A;

e Des éléments A et B sont dit incompatibles si ils sont disjoints (AN B =10);

o L’élément Q est dit événement certain, [’événement () est dit événement impossible.

o Un systéme complet d’événements est une famille (Ay, ..., Ay,) de parties de Q0 deux & deux disjointes et dont
la réunion est €.

La porosité entre le réel et le modeéle fait qu’on pourra par exemple écrire & propos de I'exemple 2.1.1.-2 : « soit
A Tévénement “le résultat du lancé de dé est pair ” . » Dans cette phrase A = {2,4,6} événement au sens ma-
thématique est entiérement confondu avec ’événement réel qu’il décrit, & savoir le fait que le lancé de dé donne un
nombre pair. Cette négligence coupable est coutumiére en probabilité et cette hérésie ne semble guére émouvoir ceux-la
mémes qui distinguent scrupuleusement le modéle mathématique du réel qu’il représente, dés lors qu’il s’agit d’autres
sciences.
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2.2 Probabilité

Nous en arrivons a I’objet essentiel de ce cours : définir la probabilité d’un événement. Soit un événement A quelconque.
1l sera réalisé si 'issue de ’exérience est un élément de A. Par exemple dans le cadre de 'exemple 1 de 2.1.1 I’événement
{2,4,6} qui modélise un score pair, est réalisé dés que Iissue de I’expérience est 2, 4, ou 6. On cherche & attribuer
a4 A un nombre réel compris entre 0 et 1 qui mesure le degré de plausibilité de la réalisation de A, ce nombre étant
d’autant plus proche de 1 que la réalisation de A est vraisemblable. Pour avoir une idée intuitive de ce que doit étre
ce nombre et de ce que seront ses propriétés on peut imaginer que l'on répéte n fois la méme expérience et que 1’on
observe la fréquence f,,(A) de la réalisation de A (nombre de fois ou l’issue de 'expérience est élément de A divisé par
n). L’acte de fois fondateur des probabilités est que f,,(A) tend en un certain sens vers une limite lorsque n tend vers
+00, c’est cette limite que nous appelerons probabilité de 1’événement A et noterons P({A}).

Les propriétés des fréquences d’un événement imposent alors immeédiatement & I’application P que nous cherchons a
définir, les propriétés suivantes :

i. 0<P(A) <1

ii. P(Q) =1.

iii. P(0) = 0.

iv. Si B est un élément tel que AN B =0, alors P(AU B) = P(A) + P(B).

v. P(A) = ;AP({Q}).

a

Ces propriétés ne sont pas indépendantes les unes des autres. On pourrait pour une définition rigoureuse de la fonction
P, se donner la probabilité des événements élémentaires et supposer i., ii. et v., Cette démarche serait évidement
la plus naturelle et redonnerait iii. et iv. Mais une telle définition n’est pas généralisable au cas d’un univers {2 de
cardinal infini. Aussi allons-nous adopter la définition d’une probabilité sur Q suivante :

Définition 2.2.1. — PROBABILITE —
On appelle probabilité sur un univers fini 2, toute application P de P(Q) dans [0,1] qui jouit des propriétés sui-
vantes

1. P(Q) =1

2. Pour tout A et tout B parties disjointes de 2 (événements incompatibles),
P(AUB)=P(A)+P(B).
On appelle espace probabilisé fini tout couple (P,Q) ot Q est un univers fini et P une probabilité sur Q.

Examinons les propriétés d’une probabilité.

Proposition 2.2.2. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini et Ay, As, ..., A, des événements deux & deuz incom-

patibles (disjoints si l'on préfére), alors
P <U Ai> = P(4).
i=1 i=1

Corollaire 2.2.3. —Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A un événement (une partie si l'on veut) de €.

Alors
P(A)=> P({x}).

T€A

Preuve de la proposition 2.2.2. — Notons H,, la propriété & prouver
e H, est vraie par définition d’une probabilité.

e Soit un entier m > 2. On suppose Hy vraie. Soient Ay, As, ..., A,,+1 des événements deux & deux incompatibles.
n n n
OJ&)nAmlzLﬂmmAmﬂwzuwzw
i=1 i=1 i=1
Donc par Ho,

m—+1 m m
P(OAJ:P<<UAJumHQ:P<U&>+m&Hm
i=1 =1 =1

et donc d’aprés H,,,

Voici H,,, 41 prouvée.
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Par récurrence nous venons de montrer la propriété H,, pour tout entier n > 2. []
Preuve du corollaire 2.2.3. — L'univers Q étant fini il s’écrit {z1, z2,..., 25} (ol les z; sont deux & deux distincts). Si
n =1 alors il n’y a rien a prouver sinon, les événements élémentaires {x1},{z1},...,{z,} étant incompatibles et leur
réunion {2, 2.2.2. donne le résultat. []

Venons en aux propriétés d’'une probabilité, dont certaines ont été intuitées dans ’approche heuristique par les fré-
quence.

Le corollaire 2.2.3 montre que la probabilité P est définie par sa valeur sur les événements élémentaires. On a un peu
mieux comme le montre I’exercice suivant.

Exercice 2.2.4. — Soit Q un ensemble fini. Soit (p;).cq une famille de réels.
1. Montrer qu’il existe au plus une probabilité P sur 'univers (2 telle que, pour tout élément x de €2,
P({z}) = pe-
2. Montrer qu’il existe une probabilité P sur Q telle que, pour tout élément = de €2,

P({z}) = px

si et seulement si, pour tout z € , p, > 0et > p, = 1.
zeQ

Proposition 2.2.5. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A et B des événements de (.

1. P(A)=1-P(4).

2. P(0)=0.

3. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
4. St AC B alors P(A) <P(B).

Remarque — le premier point de cette proposition revét un caractére pratique important. Il est parfois, en effet, plus
facile de calculer la probabilité de I’événement contraire que de I’événement lui méme (cf. exercice 2.2.7.).

Preuve de la proposition 2.2.5. — B
1. Les événements A et A sont incompatibles donc d’apres la définition d’une probabilité, 1 = P(Q2) = P(AU A) =

P(A)+P(A), et donc
P(A)=1-P(A).

2. Résulte du point 1 appliqué a €.
3. Les événement A et BN A sont disjoints et leur réunion est AU B, donc :

P(AUB)=P(AU(BNA))=P(A)+P(BnA). (L1)
D’autre part les événements BN A et BN A sont disjoints de réunion B, donc :
P(B)=P((BNA)U(BNA)=P(BNA) +P(BNA).. (1.2)

Finalement grace a (I.1) et (1.2),

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(BNA)
4.Si A C B, alors AU B = B et (I.1) s’écrit :

P(B) = P(A) + P(BN A) > P(A)

Ainsi s’achéve la preuve de 2.2.4. []

Lors de la modélisation d’un expérience aléatoire réelle, le choix de la probabilité P peut étre plus ou moins expéri-
mentale, il peut aussi se fonder sur les symétries du probléme. Ainsi lorsque 'expérience est le jet d’un dé, la symétrie
méme du dé fait qu’il n’y a pas plus de raison qu’il fasse un chiffre plutot qu’un autre, dans un jeu de carte, une main
n’a pas plus de raison de sortir qu'une autre. Pour ce genre d’expérience aléatoire on introduit la probabilité uniforme
qui accorde a chaque événement élémentaire la méme probabilité. C’est par défaut la probabilité que ’on considére
sans indication particuliére.

Proposition-définition 2.2.6. — PROBABILITE UNIFORME — Soit Q) un ensemble fini. Il existe une et une seule
probabilité P sur 'univers £ qui soit constante sur les événements élémentaires.
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Elle est donnée par :

cardA
P —
(4) cardQ’
pour toute partie A de Q.
Elle vérifie :
1
P - -
{eh) =

pour tout élément x de €.

Preuve de la proposition 2.2.6. —

e Supposons que P soit une probabilité sur I'univers (2, constante sur les événements élémentaires, de valeur p,

alors comme {2 est la réunion disjointe de tous ses événements élémentaires, d’apreés le corollaire 2.2.3.,

1=P(Q) =) P({z})=> p=card(Q)p.

€N €N

Soit p = ﬁ(ﬂ) Toujours d’aprés 2.2.3. on a aussi, pour toute partie A de

card(A)
card(Q)’

P(A) =) P{a}) =) p=card(4)p=
r€A T€A
Il existe donc au plus une probabilité constante sur les singletons de 2.
e Réciproquement ’application
card(A)
card(Q)’

P:PQ—-R; A

est une probabilité. En effet :

— Les propriétés des cardinaux assurent que P est & valeurs dans [0,1] ;
_ card(Q) _ 4.

T P(Q) T ocard(Q?) T ]"

— Soit enfin A et B des événement disjoints,

card(AUB)  card(A4) 4+ card(B) card(A) card(B)
P(AUB) = card(f?) - card(Q) - card(Q) + card(Q) = P(4)+P(B).

(1.3)

Il existe donc une et une seule probabilité P sur 'univers € qui soit constante sur les événements élémentaires. On a,

montré dans la preuve de I'unicité qu’elle vérifiait les propriétés annoncées. []

Exercices 2.2.7. —

1. Soit (€2, p) un espace probabilisé fini. Soient A et B des parties de €2 telles que P(A) = 2 et P(B) = 1. Montrer

que 5 <P(ANB) < L.
2. Soit un entier n > 2.

(a) Quelle est la probabilité qu'une famille & n enfants soit constituée d’enfants des deux sexes ?

(b) Quelle est la probabilité pour qu’une famille ait au plus une fille ?

(¢c) On désigne par A l’événement décrit dans la premiére question et par B celui décrit dans la seconde.

Comparez P(AN B) et P(A)P(B).

Réponse : 1 — 11 2 - P(AN B) = P(A)P(B) si et seulement si n = 3.
3 2

3. Soit un entier n < 365. On considére une classe de n éléves nés une méme année (non bisextile). Quelle est la

probabilité qu’au moins deux étudiants soit nés le méme jour ?
A§65
3657 *

Réponse : 1 —
4. Soient (£2,P) un espace probabilisé fini et A, B, et C des parties de Q. Montrer que

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC).

Pour une généralisation (Formule de Poincaré) voir exercices.
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2.3 Conditionnement

On se pose maintenant la question suivante : Dans une expérience aléatoire lorsque l'on sait quun événément B est
réalisé comment mesurer les chances qu’un élément A le soit ? Intuitivement on congoit bien que la réalisation de B
change les chances de voir A se réaliser, par exemple dans le cas de deux jets successifs d’un dé ’événement A :« la
somme des deux jets est supérieure ou égale & 10 yest modifié par la réalisation de I’événement B « le premier jet
donne k ». Si k est inférieur ou égal & 3, on voit bien qu’il n’y a aucune chance que A soit réalisé, dans le cas contraire
on sent bien intuitivement que plus k est grand plus augmentent les chances de voir A se réaliser. Pour définir la
plausibilité de A sachant que B est réalisé, reprenons I'approche déja faite pour définir une probabilité en termes
de fréquences. Effectuons n expériences successives, afin de voir la plausibilité de A sachant B réalisé, regardons la
fréquence d’apparition de A lorsque B est réalisé, c’est-a-dire le rapport du nombre d’expériences a 'issue desquelles
A et B sont réalisés et du nombre d’expériences & l'issue desquelles B 'est. Avec les notations du 2.2., ce rapport
vaut

nfu(ANB)  fu(ANB)
nfn(B) fn(B)
Par un passage a la limite, acte fondateur des probabilités, cette quantité tend vers :
P(ANB)
P(B)

C’est ce rapport qui va définir la probabilité d’avoir A sachant B réalisé.

Définition 2.3.1. — Soit (2, P) un espace probabilisé fini, B une partie de Q) telle que P(B) # 0. Pour toute partie A
de Q, on appelle probabilité conditionnelle de I’événemnent A sachant [’événement B et on note P(A|B) le réel :

P(A|B) = P(lf(g)B)
On retiendra
|P(ANB) =P(A|B)P(B)]| (I.4)

Proposition 2.3.2. — Soit (Q,P) un espace probabilisé fini, B une partie de Q) telle que P(B) # 0, la probabilité
conditionnelle sachant B,

P(:|B) : P(Q) - R; A~ P(A|B)
est une probabilité sur Q). On la note souvent Pp.

Preuve de la proposition 2.8.2. —

e Comme P est a valeurs positives, (P(-|B) 'est aussi et comme, pour toute partie A de Q, (AN B) C B, la
propriété 4 de 2.2.5., assure que (P(-|B) est & valeurs dans [0, 1] ;

P(QNB P(B
e P(QB) = Ptp = DB = 1;

e Enfin soient A; et As, des parties de €2 disjointes.

P((A1 UAs) N B)) P((A1 N B)U (AN B))

P(A; U As|B) = P(B) = PB) =
P(Ai1NB)+P(A2nNB) P(ANB) P(A;NB)
P(B) = PB) + P(B) = P(B|A1) + P(B|A2).
Ainsi P(-|B) est-elle une probabilité. [ ]
Exercice d’application — Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A, B et C' des événements de Q. On suppose

P(C) # 0. Montrer que P(AU B|C) = P(A|C) + P(B|C) — P(AN B|C).
Nous allons maintenant généralisé (XX.1).

Proposition 2.3.3 — THEOREME DES PROBABILITES COMPOSEES —
Soient (Q,P) un espace probabilisé fini et n un entier supérieur ou égal a 2. Pour toute fammille (Ay)r=1

—1,..n de
n—1

parties de ), telle que P ( N Ak> #£0. Alors :
k=1

P (ﬂ Ak> = P(A1)P(A3|A)P(A3|A1 N As) .. . P(Ap_1|A1 N Ay N Ap_o) P(Ap| A1 N As -0 Ap_y).
k=1
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n—1 k

Preuve de 2.3.8. — Observons que puisque P < N Ak> # 0, d’aprés 2.2.5.4, P < N Ak> #0pourk=1,2,...,n—1,
k=1 k=1

ce qui confére un sens & la formule & prouver.

La propriété a prouver notée (H,,) se démontre sans surprises par récurrence sur n.
e La propriété (Hz) n’est autre que (XX.1).
e Soit un entier m > 2. Supposons (H,,). Considérons alors (Ag)k=1,... m+1 une famille de parties de £2, telle que

P ( ﬁ Ak) # 0. Par (XX.1);
k=1

(?ﬁl Ak) =P(A1NAs-- - NA,)PAn+1|A1NAy---NA).
Donc, comte tenu de (H,,),
P (ﬁ Ak> =P(A1)P(42|A1) ... P(Ap_1|A1NAg - -NAp—2) P(An|A1NAg - NAp—1)P(Ami1|A1NAs - -NAL).
Voici (H,,,) prouvée.

Donc pour tout entier n > 2, (H,,) est vraie. []

Exercice 2.3.4. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini, A et B des parties de Q. On suppose P(A) # 0.

1. On suppose que pour tout = € Q, P({z}) # 0. Montrer que P(B|A) = 1 si et seulement si B C A. Si 'on ne
suppose plus que pour tout = € Q, P({z}) # 0, qu’elle implication reste vraie dans l'implication précédente ?

Proposition 2.3.5. — FORMULE DES PROBABILITES TOTALES —
Soient (2, P) un espace probabilisé fini et (By, ... By,) un systéme complet d’événements, tous de probabilité non nulle.

Alors, pour toute partie A de €,
= Z P(A|B;)P(B;).
i=1

Preuve de la proposition 2.3.5. — Les AN B;,i=1,...,n sont deux a deux distincts de réunion A. Donc :
P(A) = Z P(ANB;) = Z P(A|B;)P(B;).
i=1 i=1

[]

Remarques —

1. On notera que la premiére égalité, est souvent utile et suffit dans de nombreux exercices, par exemple la formule
de Wald (voir feuille d’exercices sur le chapitre).

P(A) = iP(A nB)
=1

2. On peut remplacer le systéme complet d’événement par un systéme quasi-complet, ¢’est-a-dire une famille de
parties de €2 deux & deux disjointes et dont la réunion est de probabilité 1.

3. Le programme autorise I’écriture Z P(A|B;)P(B;) méme dans le cas ou pour certaines valeurs de 4 la quantité

P(B;) = 0, dans ce cas P(A|B) est certes non défini, mais précisément comme P(B;) = 0, on convient que

P(A[B;)P(B;) = 0.

Exemple 2.3.6. — PROBLEME DU CHEVALIER DE MERE —

Donnons a titre d’exemple un probléme historique a lorigine du développement des probabilités. Il fut possé par le
Chevalier de Méré a Blaise Pascal. Le voici. Deux joueurs jouent & un jeu de hasard (sans parties nulles), le gagnant et
le premier & remporter trois parties. Les joueurs doivent mettrent terme & leur rencontre avant la fin, & un moment ot
le premier joueur a gagné deux parties, le second une seule. Comment partager équitablement la mise entre les deux
protagonistes 7
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Dit en langage probabiliste, la question sous-entend que la part de la mise que doit empocher chaque joueur est
proportionnelle & la probabilité qu’il a de gagner. Voyons ca. On peut faire comme si les joueurs jouaient quoiqu’il
arrive encore deux parties, en considérant que si le premier joueur emporte la premiére de ces deux parties, comme il
a gagné, la suivante est jouée pour le plaisir. Ceci permet de prendre comme univers 2 = {0,1}2, un élément (z,y) de
Q) représente la situation ou la premiére partie a été gagnée par le joueur x la suivante par le joueur y. On munira 2
de la probabilité uniforme.

Remarquons que pour un tel univers & chaque partie les deux joueurs ont bien la méme probabilité de gagner. En
effet I’événement B; modélisant « le joueur ¢ emporte, disons la premiére partie, » est pour i = 1,2, {B; = {(i,y),y €
{1,2}}} ensemble de cardinal 2. Du reste nous aurions pu ne pas expliciter 2 et nous contenter de cette propriéte.

La famille (B, By) est un systéme complet d’événements. Soit I’événement A le premier joueur I'emporte la rencontre.
La formule des probabilités totales dit :

P(A) = P(B1)P(A|By) + P(B2)P(A|By).

Nous avons mentionné que P(B;) = P(B3) =
du premier joueur), tandis que P(A|By) = %, p
la seconde partie.

. Par ailleurs, P(A|By) = 1 (le duel voit quoi qu’il arrive la victoire

1
2 . . . . .
uisque le premier joueur gagne la rencontre si et seulement si il gagne

Au total ) L1
P(A) = - x 1+~ x =
(A) =5 x1+35x3

Le premier joueur doit légitimement empocher les % de la mise.

Z.

On retiendra que sur cet exemple on n’a pas besoin réelement d’expliciter 2.

Passons a ce que 'on appelle la probabilité des causes.

Proposition 2.3.7. — FORMULE DE BAYES OU DE PROBABILITE DES CAUSES —
Soient (U, P) un espace probabilisé fini et (A1,...,A,) un systéme complet d’événements. Alors pour toute partie B
de Q) de probabilité non nulle, et tout j € {1,...,n}

P(B|A,)P(4;)
"~ P(B|A)P(A;)

P(4;]B) =

i=1

Souvent dans la pratique les événements A; précédent chronologiquement I’événement B et peuvent méme étre pensé
comme des causes possibles de cette événement. La formule de Bayes permet de déterminer la probabilité de chaque
cause possible, d’oit son nom. D’un pure point de vue mathématique, il ne s’agit que d’un calcul de probabilité
conditionnelle et ’aspec temporel n’a pas de réalité.

Preuve de la proposition 2.3.7. — Soient B une partie de Q de probabilité non nulle et j un élément de {1,...,n}.
Par définition des probabilités conditionnelles,

P(4;|B)P(B) = P(4; N B) = P(B|4;)P(4;),
cf. (XX.1). En appliquant alors & B la formule des probabilités totales, on a bien le résultat. [ ]

Exemple 2.3.8. — On reprend ’exemple 2.1.1.-4. On note b; le nombre de boules blanches supposé non nul, dans
I’urne numéro i, n; = N — b; désigne le nombre de boules noires. On suppose avoir tiré une boule blanche. Quelle est
a posteriori la probabilité que le tirage ait eu lieu dans la premiére urne? Autrement dit notons A; I’événement « on
a choisi pour le tirage 'urne numéro i » pour i=1,2 et B I’événement « on a tiré une boule blanche » ; déterminons
P(A;|B).

(A1, A2) est un systéme complet d’événements, la formule de Blayes affirme :

P(B|A1)P (A1)
(B|A1)P(A;) + P(B|A)P(Ay)”

P(Ai|B) = 3

On peut munir Punivers €2, défini au 2.1.1., d’une probabilité uniforme, ce n’est pas ici I’essentiel, ce qui est primordial
c’est que pour ce choix, la probabilité de tirer une urne ou une autre est la méme et que la probabilité de tirer une
boule dans chaque urne est uniforme. On aurait pu se limiter & cette hypothése sans préciser ni €2, ni la probabilité
dont on I’équipe, comme dans I’exemple 2.2.6.

Ainsi P(B|4;) = %, et P(A;) = 3. Donc :

o b1—|—b2.

P(A,|B) = ~

vl 2|
Z‘S“ o=

zls
o=
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Exercice 2.3.9. — Un client achéte une ampoule dans un magazin. Dans ce magazin 30% des ampoules proviennent
d’une usine F) le reste d’une usine F5. A la sortie de 'usine F; 2 % des ampoules sont défectueuses, seulement 1% a
la sortie de 'usine Fy. Sachant que 'ampoule achetée par le client est défectueuse, quelle est la probabilité qu’elle ait
été fabriquée par la premiére usine.

6

Réponse : 13-

2.4 Evénements indépendants

Commencgons par une démarche heuristique. Cherchons a modéliser le fait que dans une expérience aléatoire des
événements sont indépendants, c’est-a-dire que la réalisation de I'un ne modifie en rien les chances de réalisation
de T'autre. Supposons la situation modélisée par un espace probabilisé fini (2,P) et les deux événements par des
parties A et B de Q. Admettons momentanément que ces événements sont de probabilités non nulles. Dire que les
chances de réalisation du premier événement A ne sont pas modifiées par la réalisation du second événement se traduit
naturellement par le fait que P(A|B) = P(A). Ce qui s’écrit encore P(AN B) = P(A)P(B). Cette derniére expression
est symétrique en A et B et va servir de définition & 'indépendance de deux événements (de probabilité non nulle ou

pas).

Définition 2.4.1. — Soit (Q,P) un espace probabilisé fini. On dit que des événements (parties) A et B de Q sont

indépendants si
P(ANB)=P(A)P(B).

Soient un entier m > 2 et Ay, Ao, ..., A, des événements de Q, on dit qu’il sont deux a deuz indépendants si, pour
tout couple (i,j) d’élements distincts de {1,...,m},

P(A; N A;) = P(A)P(A)).

De la définition d’une probabilité conditionnelle il vient immédiatement :

Proposition 2.4.1. — Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A et B des événement de ). On suppose de surcroit
que P(B) # 0. Alors A et B sont indépendants si et seulement si P(A|B) = P(A).

Exemple 2.4.2. —
e Reprenons 'exemple 2.1.1.-5 sur les N lancés successifs d’un dé. On regarde ’événement A « le premier lancé
donne face » et ’événement B « le second lancé donne face » . Montrons qu’ils sont indépendants.

A={(F, X2, X5,... XN)|(Xo, X3... Xn) € {P,F}V"'},

B={(X1,F, X3,...XN)|(X1,X5... Xn) € {P,F}N "'}
2N—1 2N—1 1

card(Q) ~ 2N T 2
Par ailleurs AN B = {(F,F,X5,... Xn)|(X3...Xy) € {P, F}""?} et donc :

Le cardinal de A et B est 2V~1. Donc P(4) = P(B) =

panB) =2 L L L paps

(ANB) = = 3 = 5 x 5 =P(AP(B).

Les événements A et B sont bien indépendants, ce qui est conforme & notre intuition le fait de faire face au
premier lancé et de faire face au deuxiéme non aucun rapport 1’'un avec l'autre.

e Prenons a présent 'exemple 2.3.8 ot 'on modélisait le choix d’une urne puis le tirage d’une boule dans 1'urne
choisie. Considérons I’événement B « la boule tirée est blanche » et I’événement U; « ’urne choisie est la
premiére » . Intuitivement on congoit fort bien que la probabilité d’obtenir une boule blanhe va dépendre du
choix de l'urne si les deux urnes n’ont pas le méme nombre de boules blanches. Voyons cela.

Uy = {(Ly)aye {177N}}

Supposons que dans les deux urnes nous ayons numéroté d’abord les boule blanches (dans ’'urne numéro i, les
boules blanches sont celles numérotées de 1 a n;). L’événement B vaut alors

B = {(17y)7y € {]-»nl}} U {(2ay)7y € {1vn2}}~

Donc, B étant écrit comme la réunion de deux événements incompatibles

ni N9 n1 + no 1

P(B) =P ({(Ly)ye{lm}}) +P({Q2ylye{lin}}) = —o+ —0 =T P(h) = 3.

CHAPITRE 1. LES PROBABILITES, REVISIONS DE MPSI 9



LAURENT BERNIS, LYCEE KERICHEN

L’événement BN Uy = {(1,y),y € {1,n1}}, donc P(BNU;) = &-.
Ainsi a-t-on : P(BNU;) = P(B)P(U;) si et seulement si :

n1 + no
2x N’

ni

2N = 2

soit si et seulement si % = % Finalement B et U; sont indépendants si et seulement si n; = ny ce qui est
conforme & notre intuition.
Exercices 2.4.3.— Soit A et B des événements d’un espace probabilisé fini (2, P).
1. Montrer que si A, et B sont indépendants, alors A et B le sont, ainsi que A et B.
2. On suppose que AN B = ). Montrer que A et B sont indépendants si et seulement si P(A) = 0 ou P(B) = 0.
3. On suppose A et A indépendants. Que dire de la probabilité de A ?

Définition 2.4.4. — soit (2, P) un espace probabilisé fini. Soient un entier m > 2 et Ay, Aa, ..., A,, des événements
de Q, on dit qu’ils sont (mutuellement) indépendants si, pour toute partie finie J de {1,...,m} non vide,

P4 ] =]]PwA).

JjEJ JjEJ

Pour vérifier concrétement la mutuelle indépendance de m éléments il faut vérifier 2™ — m — 1 conditions (le nombre
de parties de {1,...m} ayant strictement plus d’un élément).

Des événements de €2, mutuellement indépendants, sont deux & deux indépendants, il suffit pour le voir de prendre en
particulier dans la définition de la mutuellement indépendance, les parties J & 2 éléments. En revanche la réciproque est
fausse, comme le montre ’exemple suivant. Prenons Q = {w;,ws,ws, w4} et munissons cette ensemble de la probabilité
uniforme. Posons A = {wy,ws}, B = {wy,ws}, C = {w1,ws}.

P(ANB)=P(ANC)=P(BNC)=P{w}) = i.

Les événements A, B et C sont donc bien deux a deux indépendants. En revanche : P(ANBNC) = P({wi}) = 1

tandis que P(A)P(B)P(C) = (2)° = L.

Dans le méme ordre d’idées, on peut avoir P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C) sans que A, B, C soient indépendants deux
a deux et donc a fortiori mutuellement indépendants, comme le lecteur pourra s’en convaincre en prenant A = B,
avec P(A) €]0,1][.

Exercice 2.4.5. — Soient (£2, P) un espace probabilisé fini et Ay,..., A, des événements de (2.

n
1. Supposons les événements Ay, ..., A, (mutuellement) indépendants. Montrer que les événements Ay et () A;
i=2
sont indépendants.
2. Montrer que A4y, ..., A, sont (mutuellement) indépendants si et seulement si, pour toute partie J non vide de

{1,...,n} telle que P ( N Aj) # 0, et tout élément ¢ de {1,...,n}, sii ¢ J alors :
Jj€J

P (Al A4; | =PA).
jeJ

Comparer avec 2.4.1.

VARIABLES ALEATOIRES

Lorsque I’on a modélisé une expérience aléatoire simple (par exemple par la loi uniforme), il est alors possible d’étudier
des événements plus complexes qui sont fonctions des issues de notre expérience... C’est le role des variables aléatoires,
qui sont, contrairement & ce que leur nom laisse accroire des fonctions définies sur I'univers. Elles vont nous permettre
d’associer une probabilité mesurant des événements complexes et difficiles & modéliser.
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3.1 Premiéres définitions

Définition 3.1.1. — Soit (2, P) un espace probabilisé. On appelle variable aléatoire sur (2, A, P) , toute application
X de Q dans un ensemble quelconque E.

Si de plus E est une partie de R, on parle de variable aléatoire réelle.

Exemples 3.1.2. — On reprend 'espace probabilisé fini défini en 2.1.1-2 qui modélise le lancé de deux dés. On peut
définir sur (2, 4,P) les variables aléatoires suivantes :

1. (a)
(

X
b) X2 : {1,...,6}> = R; (x,y) — max{x,y} (résultat maximum des deux dés),
X

(c)

(d) X4 : {1,...,6}> 2 R; (2,y) — 1sixz >y, 2sinon (numéro du dé affichant le plus grand nombre),

12 {1,...,6}2 - R; (2,y) — x (résultat du premier dé),
3 {1,...,6}2 = R; (z,y) = = +y (somme des résultats des deux dés),

2. On considére l'espace probabilisé fini (S, P) ou S, est le groupe symétrique a n éléments et p la probabilité
uniforme sur S,,.
(a) On définit sur cet espace probabilisé la variable aléatoire N qui & un élément o de S,, associe le nombre de
ses points fixes.

(b) On peut aussi considérer la variable aléatoire M qui & un élément o de S,, associe la matrice de permutation
P,, c’est-a-dire I’élément de M,,(R) dont la j¢ colonne est le o(5)° vecteur de la base canonique de M,, 1 (R)
(un 1 en o(j)° ligne, des 0 ailleurs).

3. Soient X7, X5...X,, des variables aléatoires définies sur un espace probabilisé ({2, P) a valeurs respectivement
dans des espaces Fq, Fs,..., E,,, alors on dispose d’une variable aléatoire

Z Q= E X X Ep; we (X1(w), Xa(w),..., XmWw)).

On la notera abusivement (Xi,...,X;,).
Dans ces exemples, les variables aléatoires M et Z ne sont pas réelles, les autres le sont.

Notations — Les probabilistes recourent sans vergogne pour les variables aléatoires a des notations abusives proscrites
partout ailleurs. Voyons cela :

Soient X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (2, P),  valeurs dans un ensemble E, A et B des
parties de F et a un élément de F.

NOTATIONS RIGOUREUSES NOTATIONS PROBABILISTES

XY A)ou{weX(w)e A} |{Xe€A} ou (XeA

X~1({a}) {X =a}ou (X =aq)
Pour £ =R, X !([a, +o0]) {X>a}ou(X >a)
P(X1(A)) P(X € 4)
P(X~'({a})) P(X = a)

Pour E =R P (X—l([a,+oo[)) P(X > a)

Définition 3.1.3. — Soient X une variable aléatoire sur un espace probabilisé (0, P) & valeurs dans E et [ une
application de E dans un ensemble F. L’application f o X définit alors une variable aléatoire sur (0, A, P) a valeurs
dans F,on Uappelle image de X par f et on la note abusivemnent f(X).

3.2 Loi d’une variable aléatoire

Nous allons maintenant associer a une variable aléatoire une probabilité définie sur son image.

Proposition-définition 3.2.1. — LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE —
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (0, P) a valeurs dans un ensemble E. Alors lap-

plication
Px : P(X(Q)—[0,1]; A=P(X € A)

est une probabilité sur X (Q).

On appelle cette probabilité, loi de la variable aléatoire X .

Preuve de la proposition 3.2.1. —

Remarquons pour commencer que X () est fini puisque Q ’est, ce, que E' le soit ou non. Par ailleurs Px est bien a
valeurs dans [0, 1] puisque P Dest.
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e {X €X(2)} =Q,donc Px(X(Q)=P(Q) =1.
e Soient A et B des parties disjointes de X (£2).
D’une part, par définition de Py,

Px(AUB)=P(X € AUB)=P(X Y(AUB)) =P(X (A UX1(B)) =P{X € A}U{X € B)}).

D’autre part,
(XeAn{XeBl =X A)nNX(B)=X"YAnB}=X"0) =0,

donc {X € A} et {X € B} sont deux événements de  disjoints. Donc
Px(AUB)=P({X € A}) + P{X € B}) =Px(A) + Px(B).
De ces deux points il vient que P x est une probabilité. []

Remarque : On pourrait songer a prolonger Px en une probabilité définie sur E, par (Px(A4) = P(X = A) pour
tout A dans F) mais comme F n’est pas nécessairement fini, on sort du cadre du programme de premiére année et
I’on verra cette année que la chose nécessite quelques précautions.

On écrira

Soient X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (Q2,P) & valeurs dans un ensemble F et f une
application de E dans une ensemble F'. Soit B une partie de f(X(2)), alors :

P;x)(B) =P(f(X) € B)=P(X € f7'(B)) = Px(f~'(B)).

Le corollaire 2.2.3. nous a appris qu’une probabilité sur un univers fini est entiérement définie par ses valeurs sur les
singletons, il en résulte le résultat suivant.

Proposition 3.2.2. — Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé fini (Q,P) a valeurs dans un
ensemble E. Alors la loi de X est entierement déterminée par les valeurs P(X = x), ot x décrit X (Q).

Plus précisément pour toute partie A de X (£2),

Px(A)=> P(X =u).

z€A

Nous allons donner maintenant des lois de variables aléatoires qui modélisent de nombreuses situations.

Nous supposerons qu’est donné un espace probabilisé fini (Q, P). En vertu de 3.2.2., nous définirons les lois des variables
aléatoires X par les valeurs P(X = z).

LOI UNIFORME —

Définition 3.2.3. — On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans E ensemble fini suit la loi unifiorme si, pour
tout x € E,
1
PX=zx)=—
|E|
On note :
X ~U(E)

C’est la situation dégénérée ou P est la loi uniforme et X lidentité, mais pas que. Prenons pour 2 [’ensemble
{0,...,99} que 'on munit de la probabilité uniforme, et X la variable qui & un élément w de Q associe le dernier
chiffre dans ’écriture décimale de w, ici £ = {0,...,9} et X ~ U(E), puisque pour i =0,...9,

(X =4} = {i,10,2i,...,93),

et donc
_|{X:i}|_10_1 1

Px({ih) =PX =i) = "= = {5 = 15 ~ &

Lol DE BERNOULLI —
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Commencons par un exemple. Le lancer d’une piéce non équilibrée conduit & deux issues possibles pile ou face, 'univers
est donc {P, F'}, la probabilité de {P} est prise égale & p élément de ]0,1[, donc celle de {F'} 4 1 — p. La variable
aléatoire X qui associe 1 & P et 0 & F' suit la loi :

Px({1}) =p.Px({0}) =1—p.

De fagon générale :
Définition 3.2.4. — Soit p un élément de [0,1]. On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans {0,1} suit la loi
de Bernoulli de paramétre p si, P(X =1) = p (donc P(X =0) =1—p) On note :

X ~B(p).

Notons que X ~ B (3) ne signifie rien d’autre que X ~ ({0, 1}).

La loi de Bernoulli est trés utile : dans toute expérience a deux issues, (pile ou face, victoire ou défaite...) la variable
aléatoire qui renvoie 1 pour une issue, O pour ’autre, suit une loi de Bernoulli. Par abus on dit encore que la variable
aléatoire qui renvoie le résultat de ’expérience (qui n’est autre que identité) suit une loi de Bernoulli, ce faisant on
identifie implicitement les deux issues & 0 et 1.

Une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli de paramétre p est dite simplement variable de Bernoulli de

paramétre p.

Proposition 3.2.5 — Soit A un événement de (Q, A, P) de probabilité p. La fonction indicatrice (caractéristique) de
A, 14 est une variable aléatoire de Bernoulli de paramétre p.

Preuve de 2.2.5. — OnaP(1ly=1)=P(A)=pet Pla=0)=P(A) =1-P(4) =1—p.

Lo1 BINOMIALE
Commencons 14 encore par un exemple.

On considére une urne contenant N boules blanches et M boules noires. On tire n boule avec remise. L’univers est
bien siir, aprés numérotation des boules, {1,..., N + M}" et il est naturellement muni de la probabilité uniforme. On
note X la variable aléatoire qui & un élément de 2, asocie le nombre de boules blanches obtenues, mathématiquement
le nombre de ses composantes qui sont le numéro d’une boule blanche. Soit k € {0,...,n}. Etant donné une partie .J
a k éléments de {1,...,n} le nombre d’éléments (x1,...,x,) de £, tels que pour tout ¢ € {1,...,n}, x; soit le numéro

d’une boule blanche si j € J et d’une boule noire sinon, vaut N¥M"~*. Or il existe Z parties de {1,...,n} a k

n
k

r-n- () (25 (+25)

éléments donc le cardinal de {X = k} est ( ) N=M"=*. Comme le cardinal de 2 est (N + M)" on a :

Posons p = ﬁ, alors :

Plus généralement :

Définition 3.2.6. — Soit un entier n > 1 et p un élément de [0,1]. On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans
{0,...,n} suit la loi binomiale de taille n et de paramétre p (ou plus négligemment, de paramétres n et p) si,

Px =) = () oo
On note :

X ~ B(n,p).

Une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de paramétre n et p est dite variable binomiale de paramétres n et
.

Remarques —
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1. On retrouve que Px({1,...,n}) =1 grace au binome de Newton, qui donne son nom 4 la loi :

n

n
Px({l....np) =S P(X =k) =Y (’;) P—p)F = (p+ (1 - =17 = 1.
k=0 k=0
2. La loi binomiale de paramétre 1 et p est la loi de Bernoulli de paramétre p.
Exercice —
Soit X une variable aléatoire.
1. On suppose que X ~ U({1,...,n}) identifier la loi de n — X.
2. On suppose que X ~ B(n,p) identifier la loi de n — X.

Exercice 3.2.7.— Une urne contient N boules blanches et M boules noires. On tire n boules sans remise, donc
n > N + M. On note X le nombre de boules blanches obtenues.

1. Décrire ’espace probabilisé (2, P) qui modélise cette expérience aléatoire.
2. Soit k € {0,n}. Déterminer P(X = k).

3. On suppose que N et M tendent vers +oo de telle sorte que MLM tende vers une limite finie p. Montrer que

P(X = k) tend vers (Z

) pF(1 — p)"~*. Interpréter ce résultat.

Solution de lexercice 3.2.7—

1. Comme on tire les boules sans remise et que ’on ne se soucie pas de 'ordre dans lequel elles ont été prélevées,
il est loisible de considérer que ’on tire les n boules d’un coup et de prendre pour 2 I’ensemble des parties & n

éléments de {1,..., N+ M}, son cardinal est (N —7: M> . On munit naturellement 2 de la probabilité uniforme.

2. On dispose de X qui est une variable aléatoire sur (2,.4,P) . Si k > N ou n—k > M alors ’ensemble {X = =}
. . N M
est vide, sinon |[{X = z}| = (k) (n - k) Donc :

()1

P(X =k) = N+M\ "’
n
0, sinon.

sik<Netn—k<M,

3. Calcul élémentaire. Lorsque le nombre de boules blanches et noires devient trés grand le fait de ne pas remettre
ou de remettre les boules ne change pas grand chose, ce qui explique le résultat.

3.3 Couples et n uplets de variables aléatoires

Dans tout ce paragraphe nous est donné un espace probabilisé fini (Q2, P). Toutes les variables aléatoires sont définies
sur cet espace.

On a vu que si 'on dispose de deux variables aléatoires X; et X5 a valeurs respectivement dans Fj et Es, d’aprés
3.1.3.-3 (X1, X2) est une variable aléatoire & valeurs dans E; x Es, la loi de (X7, X5) s’appellera loi conjointe de X3
et X5. Réciproquement si X est une variable aléatoire & valeurs dans un produit cartésien Fq x Es, la premiére et la
seconde composante de X sont des variables aléatoires, leurs lois sont appelées respectivement premiére et seconde loi
marginale de X. Nous allons donner une définition plus générale dans le cas de p variables aléatoires.

Jusqu’a la fin du paragraphe p désigne un entier supérieur ou égal a 2, et E,, E»,...,E}, des ensembles.

Définition 3.3.1. —Soient X1, X», ..., X, des variables aléatoires a valeurs respectivement dans les ensembles £y, Es, . ..
On appelle loi conjointe (ou jointe) de ces variables (prises dans cet ordre) la loi de la variable aléatoire (X1, Xo,...,X,).

Autrement dit, en notant X = (X1,...,X,), pour (w1, ws,...,wp) un élément de X(Q),

Px ({(wi,w2, ..,wi)}) =P(X1 =wi,..., Xp = wp).

St X est une variable aléatoire a valeurs dans Ey x Ep x --- X Ep, pour k =1,2,...,p, on appelle k° loi marginale de
X la loi de X, k® composante de X.

On peut déduire facilement une loi marginale de la loi d’une variable :
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Proposition 3.3.2 — Soit X = (X1,...,X,) une variable aléatoire & valeurs dans Ey X --- x E,. Pour k élément de
{1,...,p}, la k® loi marginale de X}, Px, est donnée par :

PXk(A):P(Xe (By XX By X AX Ejpq X -+ pr))7
pour tout A C X (£2) .

Preuve de la proposition 3.3.2. —
Soit A C X(Q). L’ensemble {X;, € A} = {X € By X -+ X Ep_1 X AX Epq1 x --- x Ep}, le résultat en résulte
instantanément. D

Illustration lorsque p = 2, — Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes et qui suivent la méme loi
binomiale d’ordre n et de paramétre p. On note U = min{X,Y} et V = max{X,Y}.

Déterminons pour commencer la loi du couple (U, V). En premier lieu

(UaV)(Q) = {('La]) € {O,...,’I’L}Q‘i S]}’

Soit alors (¢,7) € (U, V)(Q). Deux cas.
— Premier casi = j.

car X et Y sont indépendantes.
— second cas i < j

P(Uzi,V:j):P(((Xzi)ﬂ(Y:j))U((X:j)m(Y:i))):P(X:i,Yzj)+P(X=j,Y:i),
i) N

Car les événements ((X = i) N (Y = j)) et (X = j)n (Y = z))) sont incompatibles, or X et Y sont

indépendantes, donc,
PW =i,V =) = P(X =P =)+ POX =P =) =2 (1) = (1) -,
Au total,

in(l _ p)2n—2i7

T.L) (") (1 —p)2—iti, sid< .

v J

sig =7,

Etudions par exemple la premiére loi marginale de (U, V).

Soit i € {0,...,n}.

Py({i}) =P((U.V) € {i} x {1,...,n}) = Y "P((U,V) = (i, ) = ZP(U,W(Z}J'),

=0

en effet les événements {(U, V) = (4,5)}, j =0,...,n sont deux & deux disjoints de réunion {U = ¢, j)}. Donc

2 n
Ay _ (1 2001 .\2n—2i n T\ idjrq _ \2n—i—j
po(ih = (1) sa-pe Y 2 (1) (7)o
Jj=i+1
En convenant qu’une somme vide est nulle.

On peut présenter synthétiquement ces résultats dans un tableau.

0 1 1 . n

Pw.v)({0,0}) | Pw,v)({0,1}) Pwyv)({0,5}) Pwv)({0,n}) — Py ({0})

Puvy({1,0}) | Py ({1,1 Puwv({L,j}) Puwvy({1,n}) — Py ({1})

P (0D | Py (61D P, (7)) Pon (o)) | — Pulfi})

P, () | Py (1) | [Py (0nd) | [ Pam (@) | — Pol{n})
{ ¥ 1 {

Py ({0}) Py ({1}) Pv({j}) Py ({n})
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Les sommes en lignes donnent Py, celles en colonne Py .

On a noté abusivement P ((U, V') = (i, j)) plus simplement P ;v ({7, j}) méme si (4, j) n’est pas élément de (U, V')(Q2).

En revanche, avec les notations de 3.3.1., la donnée pour une variable X = (Xy,...,X,) de ses p lois marginales ne
permet pas en général de connaitre la loi de X. Donnons un contre-exemple.

Contre-exemple 3.3.3. — Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. Les deux premiéres sont blanches les
deux derniéres noires. Dans une premiére expérience on tire deux boules avec remise. L’univers Q; est donc {1,...,4}>
muni, faute de plus d’information, de la probabilité uniforme. On considére la variable aléatoire X = (X;,X32) a
valeurs dans {B, N}2, qui & un élément (x1,z5) de £, asocie le couple (Cy, Cy) oit C; est la couleur de z; pour i = 1, 2.
Ainsi X (1,4) = (B, N), X(3,3) = (N, N). Les deux variables X; et X, suivent naturellement une loi de Bernoulli de

paramétre % En effet on a par exemple :

{(B,B),(B,N)}| _2_1

P(X;=B)= —Z2_Z

(X1=B) Ql 1-3
Dans une seconde expérience on préléve sans remise deux boules dans notre urne, 'univers {25 est alors I’ensemble
des couples de 2 éléments distincts de {1,...,4}!, toujours muni de la probabilité uniforme. Le cardinal de 5 est le
nombre d’arrangements a 2 éléments de {1,...,4}, soit 4 x 3 = 12. On considére la variable aléatoire Y = (¥7,Y3)

a valeurs dans {B, N}?, qui & un élément (y;,y2) de € associe comme dans la premiére expérience le couple des
couleurs correspondantes.

La variable Y7 suit clairement une loi de Bernoulli de paramétre % L’étude de Y5 est plus délicate. D’apres 2.3.5,
P(Y, = B) = P(Y; = BV = B)P(Yi = B) + P(Y = B|Y; = N)P(Y; = ) =

Ainsi, Y5 suit-elle aussi une loi de Bernoulli de paramétre %
Les variables X et Y ont mémes lois marginales. Mais

px = (5,my = ML) _ 41

tandis que P(Y = (B, B)) = W = &. Ainsi donc X et Y n’ont-elles pas la méme loi.

Remarque : on a noté de la méme fagon par P les probabilités sur 2y et sur Q5 afin de ne pas alourdir les notations

La loi conjointe permet également de découvrir les lois conditionnelles de variables aléatoires.

Proposition 3.3.4 — Soient X = (X1,...,X,) une variable aléatoire a valeurs dans Ey x --- X E, et k élément de
{1,...,p} et (A1,...,A,) un élément de (X1(Q2),...,X,(Q)) tel que :

P(X1 €A,..., X 1€ Ak717Xk+1 S Ak+1,...,Xp S Ap) 7é 0.
Alors

Px(A; x - x A
P(XkeAk|X1€A1,...Xk_1eAk_l,XkHeAkH...XpeAp)—PX(AIX_._XZEC ixEkxAZilx---xA)'
- p

pour tout A € E1.

Preuve de la proposition 3.3.4. —
Par définition P(XV]C S Ak|X1 € Al, L. Xp 1 E Ak,thJrl S Ak+1 .. .Xp € Ap) vaut :

P((Xk S Ak) n (X1 €A,... X1 € Akfl,Xk+1 S Ak+1 . ..Xp S Ap))
P(X1€Ay,...,.Xp1 €A1, Xpy1 € Apgr,... . Xp €A

D’une part, P ((Xk S Ak> N (Xl € Al,. X1 € Ak717Xk+1 S Ak+1 . ..Xp € Ap)) vaut :
P(Xl €A, .. . Xp1 €A1, X € AIka—i-l S Ak+1-~-Xp S Ap) = Px(Al,...,Ap).
D’autre part, P(Xy € Ay,..., Xp—1 € Ag—1, Xi41 € Aps1,..., X, € Ap) vaut :
P(XE(Al><---><Ak_1xEkxAka---xAp)) =Px(A1 X - x Ap_1 X By X A1 X -+ X Ap).

D’ou le résultat. []

1. Contrairement a la situation de 'exercice 3.2.7., 'ordre de tirage & une importance pour la suite et I’on ne se contente pas de prendre
pour issue de notre expérience une partie a 2 éléments
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3.4 Variables aléatoires indépendantes

Dans tout ce paragraphe on dispose d’un espace probabilisé (€2, P). Toutes les variables aléatoires sont définies sur cet
espace.

Définition 3.4.1. — Des variables aléatoires X et Y a valeurs respectivements dans des ensembles E, et Fo sont
dites indépendantes si, pour toute partie A de Eq et toute partie B de Eo,

P(X €AY eB)=P(X € A)P(Y € B).
autrement dit si les événements {X € A} et {X € B} sont indépendants.

Plus généralement des variables aléatoires X ..., X, a valeurs respectivement dans des ensembles E ... E, sont dites
mutuellement indépendantes si, pour tout (A1, ..., A,) tel que Ay C Ex, ..., A, C E,,

PXi€4,..X,€¢4,)=P(X; € 4) x---xP(X, € 4,).
autrement dit si les événements {X1 € A1},...,{X, € A,} sont mutuellement indépendants.

Des variables aléatoires X ..., X, a valeurs respectivement dans des ensembles Fy ... E, sont dites deuzr o deux
indépendantes si, pour tout couple (i,j) d’éléments distincts de {1,...,p}, X; et X; sont indépendantes.

Si avec les notations de la précédente définition, X, ..., X, sont mutuellement indépendantes alors elles sont deux &
deux indépendantes, en effet considérons sans restreindre la généralité les variables X; et X5. Pour toute partie A; de
E1 et AQ de EQ,

P(Xl,Xz)(Al X Ag) = P(X1 € Al,XQ € Ag) = P(Xl S Al,XQ S Ag,Xg € Fs, .. .Xp € Ep)
Donc par mutuelle indépendance,
P(Xl,Xz)(Al X Ag) = P(X1 S Al)P(XQ S AQ)P(XS € E3) .. .P(Xp S Ep) = P(Xl S Al)P(XQ S A2) x 172

et finalement
P(X],XQ)(Al X Ag) = P(Xl S Al)P(XQ S A2)

En revanche, on peut avoir X;...,X,, pour p > 3 deux & deux indépendantes sans étre mutuellement indépen-
dantes.

Remarque : Soient des variables aléatoires X; ..., X, & valeurs respectivement dans des ensembles F; ... E,. On a
vu que les lois des variables (Xi,...X,) ne permettent pas en général d’obtenir leur loi conjointe, cf. contre-exemple
3.3.3. Par contre si les variables sont indépendantes, la chose est possible, puisqu’en notant X = (Xq,...,X,),

Px(A]_ X owee XAP) :P(Xl EA17...XP EAP) :P(Xl :Al) Xo--- XP(Xp:Ap) :PX1<A1) X e XPXp(AP)'

C’est précisément la situation décrite dans la premiére expérience du contre exemple 3.3.3. Les variables X; et Xy
sont indépendantes, par exemple :
1{(1,3); (1,4); (2,3); (2,4)}] 1

P(X; € {B},X; € {N}) = 12 Ty

tandis que

(i@ ilie (LD {G3):Galie (L) 8 8 1
42 42 16~ 16 4

P(X, € {B}) x P(Xy € {N}) =

On étudie de méme tous les autres cas. Ceci est intuitivement rassurant le second tirage n’est pas influencé par le
résultat du premier. On aurait du reste pu modéliser I'expérience par un couple de deux variables aléatoires X| et X}
indépendantes qui suivent une loi de Bernoulli (& valeurs dans {B, N}).

Plus généralement lorsqu’une expérience est en fait la répétition de N expériences toutes identiques et sans influence
les unes sur les autres, il est possible de la modéliser par un N-uplet de variables aléatoires mutuellement indépendantes
suivant la méme loi. Prenons un exemple.

On jette une piéce non nécessairement équilibrée N fois (N désigne un entier supérieur ou égal & 2). On pourrait définir
pour univers {P, F}"V et définir une probabilité sur cette univers, dans le cas ot la piéce est équilibrée, ce serait la
probabilité uniforme, dans les autre cas c’est un peu plus ardu et il est plus simple de considérer N variables aléatoires
(X1,...,Xn) mutuellement indépendantes et qui suivent toute la méme loi de Bernoulli (& valeurs dans {P, F'}) et
dont le paramétre p dépend de la piéce. La ¢ variable donne le résultat du ¢ lancer. Ainsi

P(X,=P,X;=P,.. Xy=P)=P(X;=P) x --- x P(Xy = P)
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donne la probabilité pour qu’a chaque coup la piéce donne pile.

En général on ne précise pas I’espace probabilisé sur lequel sont définies les variables X1,..., X et 'on ne s’inquiéte
méme pas de son existence. Toutefois il est possible de justifier cette négligence. Les plus curieux trouveront dans
Iexercice suivant une présentation rigoureuse de cette fagon de procéder.

Exercice 3.4.2. — Soit (E1P4),...,(E,,Py) des espaces probabilisés. Onnote E = E; X---xExetpouri =1,... N,
X; la 1° projection de F,
X;: E=E;; (x1,...,2N) = ;.

1. Montrer qu’il existe une probabilité P et une seule sur F telle que pour tout élément (z1,...,zy) de E,
P(ml, e ,J}N) = Pl(xl)P2($2> X PN(Z‘N)

2. Montrer que les variables X;, i = 1,..., N sont mutuellement indépendantes et que pour ¢ = 1,..., N et tout
élément A; de E;, P(X; € A;)) =P;(4;).powri=1,...,N

3. Application montrer qu’il existe N variables de Bernoulli toutes de paramétre p, définies sur un méme espace
probabilisé et mutuellement indépendantes.

Proposition 3.4.3. — Soient X| et Xo des variables aléatoires indépendantes & valeurs respectivement dans des
ensembles Fy, Eo Soient par ailleurs, pour i = 1,2 f; une application de E; dans une ensemble F;. Alors les variables
aléatoires f1(X1) et fo(X2) sont indépendantes.

Preuve de la proposition 3.4.8 — Soient A; € F} et Ay € Fy, alors :
P(fi(X1) € A1, fo(X2) € A2) = P(Xy € f{ (A1), Xo €[5 (A2)),
donc par indépendance de X; et X5,
P(f1(X1) € A1, f2(Xa) € A3) = P(X1 € [ (A))P(Xz € f3(42)) = P(fi(X1) € AP(f2(X2) € As).
Donc les variables aléatoires f1(X1) et fo(X>) sont indépendantes. []

Plus généralement on peut prouver le résultat suivant :

Proposition 3.4.4. —Soient un entier N > 2, Xy, X5,... Xy des variables aléatoires mutuellement indépendantes a
valeurs respectivement dans des ensembles E1, ..., En et k un entier tel que 1 <k < N — 1. Si f est une application
définie sur E1 X Ey--- X Ey et g une application définie sur Eyiq1 X Egyo--- X En alors les variables f(Xq,..., Xk)

et g(Xg+1,--.,Xn) sont indépendantes.

Attention de ne pas généraliser trop hativement la proposition 3.4.4., comme nous le montre l’exercice suivant :

Exercice 3.4.5. — Soient deux variables aléatoires & valeurs dans {—1,1}, U et V, défines sur un méme espace
probabilisé (€2, P) indépendantes et de méme loi :

L Po() =Py() = 2.

Py(-1) = Pr(-1) = 5

On définit sur (2, A, P) , les variables aléatoires sur X et Y par :
X =UY =sign(U)V.

1. Quelle est la loi de la variable aléatoire (X,Y")?

2. Les variables aléatoires X et Y sont elles indépendantes ?

3. Les variables X2 et Y2 sont elles indépendantes ?
Réponses

1. Laloi de (X,Y) est entiérement définie par les valeurs de P(X = z,Y = y), pour tout couple (z,y) d’éléments
de {—1,1}, données ci dessous :

Y [—1]1

X
2 1
—1 i |3
2 4
L g 13

2. Non, par exemple P(X =1)P(Y =1) =2 x (4 x s +2x2) =D #P(X =1,V =1).
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3. Oui d’aprés 3.3.4, puisque X2 =U? et Y2 = V2.

Etudions & présent la somme de N variables aléatoires de Bernoulli indépendantes. Cette étude est d’une grande
utilité pratique. Considérons par exemple un joueur qui lance N fois une piéce non nécessairement équilibrées. Nous
avons vu qu’une telle expérience se modélise par N variables aléatoires indépendantes X1,... Xy qui suivent toutes
une méme loi de Bernoulli, en convenant par exemple que pile est représenté par 1 et face par O. Alors en notant
Sy =X1+ X+ -+ Xn, P(S,) = k représente pour tout entier k la probabilité que le joueur fasse au cours de ses
N lancers, k fois pile. La loi de S, est remarquable :

Proposition 3.4.6. — Soient un entier N > 1 et N variables aléatoires indépendantes sur (Q, A, P) , X1,... Xn qui
sutvent toutes la loi de Bernoulli de paramétre p, pouri=1,..., N,

Xi ~ B(p).

Alors la variable aléatoire somme Sy, définie par Sy = X1 + Xo + -+ + Xy suit une loi binomiale de paramétres N
etp :

Preuve de la proposition 3.4.6. —

Commencons par une preuve par récurrence sur IV, c¢’est sans doute la preuve la plus simple, mais elle masque le sens
du résultat.

Notons (Py) la propriété a prouver.
e (Py) est vraie puisque, comme nous l’avons déja dit la loi binomiale B(1,p) n’est rien d’autre que la loi de
Bernoulli de paramétre p.
e Soit un entier M > 1 tel que (Pjy) soit vraie. Prenons X7, ..., X411 des variables aléatoires indépendantes qui
suivent toutes la loi de Bernoulli de paramétre p et posons :

Supi=X1+ -+ Xpp1, SM=X1+-+Xu.

Notons que Spr41 est a valeurs dans {1,..., M + 1}, puisque les X;, i = 1,..., M + 1 sont a valeurs dans {0, 1}.
Soit alors k € {0,...,M + 1}.
— Premier cas : k > 1. Puisque ({Xpr4+1 = 0}; {X 41 = 1}) est un systéme complet d’événements,

P(Syvt1=k) =P(Sut1 = k[ Xy = DP(Xyr1 = 1) + P(Sayr1 = k[ X1 = 0)P (X1 = 0).

Soit
P (S = k) = P(Sy =k — Lp+ P(Sy = k)(1 - p).

Donc d’apres (Pay),

P(Syr41=k) = (kﬂfl) P A-p) M +<J\k4) p*(1=p)" T (1-p) = <(k‘]\_41) + (f)) pH(1=p) M

et finalement par la formule de Pascal,

M+1 _
P(Syi1=k) = ( A )pk(l—p)MH ¥
— Second cas : k=0
PSyt1=0=P(X;=0,X2=0,...Xp41 =0).

L’indépendance mutuelle des variables X1, ..., X3/ assure donc :
M+1 _
P(sur =0 = (1= )+ = (M) - i,

De ces deux cas il vient que (Pjs41) est vraie.
Ainsi a-t-on prouvé par récurence la propriété (Pasi1).

Donnons & présent une preuve ayant du sens.

Soit k un élément de {1,...N}. Désignons par Py, I’ensemble des parties de {1,..., N} a k éléments.

PSy=k =P |J |N{X=0n{X;=0}

JEPL \j€J jeJ

CHAPITRE 1. LES PROBABILITES, REVISIONS DE MPSI 19



LAURENT BERNIS, LYCEE KERICHEN

jGJ
si Xj(w) =1, pour j € J et X;(w) = 0 sinon. Donc :

(Sv=k=> P{X,=13n[){X; =0}

Les ensembles A; = < N{X,=1}n N{X; = O}> , J € Py, sont deux a deux disjoints, en effet w € A; si et seulement

JEPy jeJ jeJT
I'indépendance mutuelle des X, j =1,...,n assure alors que :
P(Sy =k) = Z HP =) x [[Px;=00= Y s -p~ "
JEPK jEJ jeJ JEPk

finalement :

px =1 = () s

Pour ceux qui déploreraient la sécheresse de ce calcul donnons une approche moins rigoureuse mais plus intuitive. Pour
une partie J & k éléments donnée la probabilité de {X; = 1} pour tous les éléments de J et {X; = 0} pour les autres

est pf(1—p)N "% Tlya (]11[) paries & k éléments donc : P(Sy = k) = (g) pF(1—p)N-k. ]

3.5 Moments

Dans toute ce paragraphe on considére un espace probabilisé fini (2, P) sur lequel seront définies, sauf mention
contraire, toutes les variables aléatoires.

ESPERANCE

Commencons par une approche heuristique. On effectue une expérience quelconque et 1’on considére une grandeur
réelle X qui dépend de l'issue de l’expérience, autrement dit X est une fonction définie sur I’ensemble des issues
possibles, a valeurs dans une partie £ de R. On imagine que ’on effectue un grand nombre n de fois ’expérience et
on fait la moyenne des valeurs prises par X, on trouve

3 Nb(fuh)X (),
weN

ot Nb({w}) représente le nombre de fois ot ’événement élémentaire w se produit. Notons qu’avec les notations de
introduction, 2Nb({w}) vaut f,({w}), fréquence de 'événement {w} si bien que la moyenne des valeurs prises par

X, vaut :
Z fn(w})X w

weN

D’aprés l'introduction de la probabilité en terme de fréquences, cette quantité tend avec n en un certain sens

vers :
> PH{whX(w

weN

Cette quantité qui mesure la valeur moyenne de X s’appellera espérance de X.

Définition 3.5.1 — Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q, A, P) . On appelle espérance de X et l’on note

E(X), la qantité
=3 P({whX(w
wenN

L’espérance est donc la moyenne des images par X des éléments w de €2, pondérée par la probabilité de I’événement
{w}. On peut donner une autre forme de 'espérance.
Proposition 3.5.2. — Soit X une variable aléatoire définie sur (Q, A,P) , & valeur dans une partie E de R.

Alors
X)=) PX=zz= » PX=

zeE zeX(Q)

L’espérance de X apparait donc comme la moyenne des valeurs = prises par X pondérées par la probabilité que X

prenne la valeur z, eneffet Y PX=2z)= > Px({z})=1.
eX(Q) TeX(Q)
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Preuve de la proposition 3.5.2— Que Y P(X =z)zx = >, P(X = z)x résulte de ce que P(X = z) = 0, pour tout
zeE zeX(Q)

élément = de E qui n’est pas élément de X (€2). On notera au passage que € étant fini, les sommes de la formule sont

bien définies, la premiére comme somme d’un nombre fini de termes non nuls, I’autre comme somme finie. L’ensemble

{X = z},ex(0) est une partition de Q. Donc :

EX)=) P{whX@) = > > PHuhXw),

weN zeX(Q)we{X=z}
Soit
EX)= > > Plwpz= > (P U {}]]|=
zeX(Q) we{X=z} z€X(Q) we{X=z}
puisque ({w})ye{x=¢} est une famille d’éléments deux a deux incompatibles, leur réunion étant de plus {X = x},

EX)= ) PX=ux)z

zeX ()
Voici la formule prouvée. []

Exemple 3.5.3. — Un jeux consiste & miser un franc sur un des numéros 1, 2, 3, 4, 5 et 6. On lance alors un dé et
si le numéro sur lequel on a misé sort, le joueur empoche 5 francs, sinon il ne gagne rien, dans tous les cas il laisse sa
mise. Modélisons le jeux et le gain que peut espérer le joueur. L'univers est {1,...,6} que I’on munira de la probabilité
uniforme. Le gain est représenté par une variable aléatoire G défini comme suit. On note k£ le numéro sur lequel le
joueur a misé, alors pour tout z € Q, G(x) = —1si x # k, et G(k) =5 — 1 = 4. L’espérance de G vaut donc :
5 1 1

EG)=P(G=-1)(-1)+P(G=4)4=P{1,...6} \{kH(-1)+P({k}4d = 6(_1) + 64 =5
En conclusion, puisque ’éspérance est négative, si I’on a foi en les probabilités, on peut s’attendre & ce qu'un joueur
qui jouerait un grand nombre de parties, perde de 'argent (en gros % de franc).

Remarque — L’intéret de la formule de la proposition 3.4.2. est qu’il est nul besoin de connaitre ’espace probabilisé
(Q2, P) pour calculer I’espérance de X, seule la loi de X est nécessaire. En fait I'espérance de X ne dépend que de sa
loi.

Donnons donc ’espérance d’une variables aléatoire réelle X lorsqu’elle obéit & des lois connues.

e Variable constante : la variable X prend une valeur constante ¢, donc P(X = z) = §,, pour tout réel .

E(z)=1lc=c.
e Loi uniforme : on suppose que X suit la loi uniforme sur {1,...,n}.
- "1
E(X) = ;P(X = k)k = ,; ~,
donc
si X ~U{1,...,n}) alors E = nTH

e Loi de Bernoulli : on suppose que X suit la loi de Bernoulli de paramétre p.
EX)=PX=D14+P(X=00=px1+(1-p)x0,

Donc
si X ~ B(p) alors E=p

e Loi binomiale : on suppose que X suit la loi de Binomiale de parameétre (n,p). Le calcul direct est asssez
délicat, nous allons donner dans la suite une facon rapide de trouver ’espérance, pour lors, nous développons
néanmoins une méthode de calcul

BX)=Y P(X=kk=)_ (Z) pF(1—p)"Fk.
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Par dérivation formelle :
n

> () #r - =+

k=1

Donc en substituant a 'indéterminé 7' dans 1’égalité précédente le réel p et en multipliant par p, on a :
" /n

> <k> kp"(L—=p)" " =pn(p+ (1 -p))" ",

k=1

et donc

‘ si X ~ B(n,p). alors E :pn‘

Passons aux propriétés de I’espérance.
Proposition 3.5.4. — Soient X et Y des variables aléatoires réelles définies sur (2, A,P) , et (a,b) un couple de
réels. L’espérance jouit des propriétés suivantes :

1. Linéarité : E(aX 4 bY) = aE(X) + bE(Y), autrement dit E est une application linéaire de l’espace vectoriel des
variables aléatoires réelles définies sur (Q, A, P) , dans R.

2. Positvité : si X est 4 valeurs positives, alors E(X) > 0.
3. Croissance : si X >Y, alors E(X) > E(Y).

Preuve de la proposition 3.5.4 —

1.
E(aX +bY) Z P({w})(aX + bY)( Z P({w})(aX (w) + bY (w))
we weN

Donc

E(aX +bY)=0a ) P{wh)X(w)+b> P{w}Y(w) = aE(w) + bEw).

weN weN

X) = Y P({w)) X (w

weN

2. Supposons X > 0.

Donc E(X) > 0, puisque tous les termes de la somme précédente sont positifs.

3. Comme X —Y > 0, le deuxiéme point dit que E(X —Y) > 0, ce qui compte tenu du premier s’écrit :
E(X) - E(y) = 0.

[]

Application — La proposition précédente redonne ’espérance d’une variable qui suit une loi binomiale. En effet
si X1,...X,, sont des variables aléatoires sur (2, A,P) qui suivent toutes la loi de Bernoulli de paramétre p, alors
on a vu que X; = X + --- + X, suit la loi binomiale de paramétre (n,p), cf. 3.3.6. Mais E(X; +--- + X,,) =
E(X1) 4+ -+ E(X,,) = np d’aprés le calcul déja fait de ’espérance d’une variable de Bernoulli.

Exercice 3.5.5. — Généralisons le troisiéme point de 3.5.4. Soient X et Y des variables aléatoires réelles définies sur
(©, A, P) . On suppose que P(X >Y) = 1. Montrer que E(X) > E(Y).

Solution de I’exercice 8.5.5. — Notons ' = {X > Y}. Par hypothése P(€') = 1, donc P(€') = 0 et donc, pour tout
w e Q, P({w}) = 0. Par ailleurs

= > X@P({wh) + Y X@P{w}) = > XwP{w})

we! weQ we!
Donc
E(X)> Y Y(@P({w}) = > Y@P{wh+ > Y(wP{w}) =EY).
we we we)
Définition-proposition 3.5.6. — Une variable aléatoire réelle X est dite centrée si par définition : E(Xy) = 0.

Si X est une variable aléatoire réelle, alors la variable aléatoire X — E(X) est centrée.

Preuve de 3.5.6. — Résulte immédiatement de la linéarité de ’espérance et du calcul de ’espérance d’une variable
constante. D

On étudie maintenant I’espérance d’un produit de composition.
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Proposition 3.5.7. — FORMULE DE TRANSFERT —
Soit X une variable aléatoire sur (Q, A, P) a valeurs dans un espace E et f une application de X () a valeurs réelles.

Alors
Y f@P(X =x)= > fl@)Px({z})
Te€X(Q) zEX(Q)
Autrement dit, E(f(X)) est l’espérance de [ sur l'espace probabilisé fini (X (Q),Px). .
Remarque : on peut écrire encore avec quelques abus, E(f(X)) = > f(z)P(X = z), puisque pour tout x € E si
zel
z ¢ X(w), alors P(X = 2) =0, (f est alors prolongée a E de quelconque maniére).
Preuve de le proposition 3.5.7.—

L’ensemble {X = x},cx (o) est une partition de 2. Donc :
=Y P{w))f = > Y PU«HIXW),,
weN ze€X(Q) we{X=x}

Soit

o Y Pwhr@= Y (P U {0 ] @),

zeX(Q) we{X=x} z€X(Q) we{X=x}
puisque ({w})werx—¢} est une famille d’éléments deux & deux incompatibles, leur réunion étant de plus {X = x},
Y. P(X=a)fl@)= Y Px{a})f(x)
zeX(Q) TEX(Q)

Voici la formule prouvée. [ ]

Etudions & présent le comportement de ’espérance vis & vis du produit.

Proposition 3.5.8. — soient X1, Xo,...X, des variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes définies sur
(Q,AP). Alors :
E(X1x Xy x---xX,)=E(X;) x E(X3) x E(X,).

Preuve de la proposition 3.5.8. — Posons X = (X1,X2,...,Xp) et Z = X1 Xo... X, notons que Z = f(X), ot
f+ RP = R; (1,...,2p) — 21 X -+ X 2. Par la remarque qui suit 3.5.7.,

E(Z) = > P(X = (z1,22...,2,)) f(z1,22. .., 7).

(z1,z2...2p)ERP

Donc compte tenu de la mutuelle indépendance de Xy, ... X,

E(Z) = > P(X =2))P(X =29)...P(X = 2,)1122 ... ).
(z1,x2...2p)ERP
Donc
=Y PX=a)m » PX=m)25... ) P(X=
z1€ER z2€R z,ER
Finalement : E(Z) = E(X1)E(X3)...E(X,). []

Attention!

— le résultat 3.5.8. est faux sans I’hypothése de mutuelle indépendance,
— que l’espérance du produit de variables aléatoires soit le produit de leurs espérances ne prouve pas la mutuelle
indépendance de ces variables.

Lorsque une variable aléatoire X prend des valeurs entiéres il est souvent plus aiser de déterminer P(X > x) que
P(X = z), 'expression de P(X = z) qui s’écrit P(X = z) = P(X > z) — P(X > = + 1) prend une forme souvent
compliquée. Qu’importe l'exercice qui suit doune ’expression de la variance en fonction de P(X > z).

Exercice — Soit X une variable aléatoire définie sur Q & valeurs dans {0,n}.

Montrer que : E(X) = Y P(X > z).

r=1

CHAPITRE 1. LES PROBABILITES, REVISIONS DE MPSI 23



LAURENT BERNIS, LYCEE KERICHEN

Solution — Pour tout élément = de {0,...,n}, {X > z} est la réunion disjointe de {X => z + 1} et de {X = =}, si
bien que :

PX=2)=PX>z)-P(X>2+1)
Donc

n

E(X) :imP(X:x) :Zx(P(XZ:E)—P(XZx—Fl)) :ixP(X Zw)—ZazP(XZm+1)
=0 =0 x=0

n

Grace au changement d’indice de sommation « y = x + 1 »dans 'ultime somme, on obtient donc :

n n+1
B(X) =Y aP(X 2 2) - S (y— DP(X >y) =.
=0 y=1

Mais X étant a valeur dans {1,...,n}, P(X >n+1) =0, donc

n

E(X)=) aP(X>2)-> (z-1)P(X >2)=) P(X >ux).
=1

=1 x=1

ECART TYPE

L’espérance d’une variable aléatoire, donne on I’a vu une idée de la valeur moyenne des valeurs prises par X sur un
grand nombre d’expériences aléatoires. Par contre elle ne donne aucune information sur les fluctuations de ces valeurs
autour de cette moyenne. Pour mesurer 1’écart moyenne entre les valeurs prises par X et E(X), il est d’abord naturel
de considérer E(]X — e(X)|). Mais cette quantité est peu propice aux calculs et 'on préfére introduire une quantité,
appelée variance de X.

Définition 3.5.9. — VARIANCE — Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle variance de X et l’on note V(X),
la quantité :
V(X) = E(X - E(X))?)

La variance est donc donnée par les formules :

V(X) = (X(@) -EX)’P({w}); V@)= > (z-EX))’P(X =2)

weN TzEX (w)( OU E)

E((X — E(X))?) est en quelque sorte la moyenne des écarts au carré entre X (w) et E(X), pondérée par la probabilité
de {w}. Ce faisant, on diminue par rapport E(|X — e(X)|) 'importance des petits écarts (inférieurs a 1) et 'on
augmente celle des plus importants, mais ceci n’a que peu d’importance face au gain en matiére de calcul et a la
richesse mathématique de cette notion.

Donnons quelques propriétés de la variance utiles & son calcul pratique.
Proposition 3.5.10. — Soient X une variable aléatoire réelle, a et b des réels, alors :

V(aX +b) = a®*V(X).

Preuve de la proposition 8.5.10 — Par linéarité de 'espérance et le fait que ’espérance d’une variable constante est
précisément cette constante,

V(aX+b) = E((aX +b—E(aX +b))?) = E((aX +b—(aE(X)+b))?) = E(a*( X —E(X)?) = ’E((X -E(X))?) = a*V(X).

[]

La variance est donc homogéne de degré 2 il en résulte que si X représente une grandeur physique, des métres par
exemple V(X) ne représente pas la méme grandeur, mais son carré. C’est pourquoi, on définit un nouvelle indicateur
de dispersion, [’écart type, qui est la racine carrée de la variance.

Définition 3.5.11 — Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle écart-type X et l’on note o(X), la quan-
tité :
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Définition, proposition 3.5.12. — Soit X, une variable aléatoire réelle. On dit que X est réduite si V(Xy) = 1. Si

X est une variable aléatoires réelle d’écart-type non nul, alors X;(EX(;( ) est une variable centrée et réduite.

Preuve de la proposition 3.5.12 — Résulte directement de la linéarité de ’espérance et de 3.4.10. [ ]

La formule qui suit est comme nous le verrons utile pour calculer la variance dans de nombreux cas.

Proposition 3.5.13. — FORMULE DE KONIG-HUYGHENS — Soit X une variable aléatoire réelle. Alors :

V(X) = E(X?) - E(X)2

Preuve de 3.5.18. —
V(X) =E(X —E(X))?) = BE(X? - 2E(X)X + E(x)?).

Donc par linéarité de I'espérance, et le fait que ’espérance d’une variable constante est cette constante,
V(X) = E(X?) - 2E(z)E(X) + E(X)? = E(X?) - E(X)%

[]

On peut utiliser ce résultat dans le calcul la variance d’une variables aléatoire réelle X lorsqu’elle obéit a des lois
connues.

e Variable constante : la variable X prend une valeur constante c,

V(X) =E(X?) - (B(X))* = — & =0

e Loi de Bernoulli :

V(X) = B(X?) - (E(X))* = B(X) - E(X)* =p - p”

Donc

‘ si X ~ B(p). alors V(X) = p(1 —p) ‘

La formule de K&nig-Huyghens assure en particulier que E(X?) > E(X)?2. L'exercice suivant généralise ce résul-
tat.

Exercice 3.5.14. — Soient X et Y des variables aléatoires. Montrer que :
E(XY)? < E(X)?E(Y)?
On retrouve E(X?) > E(X)? en choisissant Y constante égale a 1

Indication : utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

On peut aussi pour les calculs de variance utiliser le résultat suivant.

Proposition 3.5.15. — Soient X et Y des variables aléatoires réelles. Si elle sont indépendantes, alors :

V(X 4+Y) = V(X)+ V()
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Preuve de la proposition 3.5.15. — La encore, 3.5.13. et la linéarité de ’espérance nous sauve :
VIX+Y)=E(X+Y)) -EX +Y)? =E(X?+Y?+2XY) — (E(X) +E(Y))? =

E(X?) +E(Y?) +2E(XY) — E(X)? - E(Y)? — 2E(X)E(Y).

Donc, toujours 3.5.13,
VIX4+Y)=V(X)+ V() +2(EXY) - EX)E(Y)) (I.5)

Mais si X et Y sont indépendantes, alors, d’aprés 3.4.7. :
VIX+Y)=V(X)+ V(YY) +2EX)EY) —EX)EY)) =V(X)+ V().

[]

On déduit de ce résultat la variance d’une loi binomiale.

Loi binomiale — La somme de n variables de Bernoulli indépendantes de paramétre p suit une loi binomiale de
paramétre (n,p) donc sa variance est par applications itératives de 3.5.15., n(p(1 — p).

‘ si X ~ B(n,p). alors V(X) = np(1 — p) ‘

INEGALITES DE MARKOV ET BIENAYME-TCHEBYCHEV
Nous allons étudier la probabilité qu’une vaiable s’écarte de son espérance.
On appelle inégalité de Markov diverses inégalités qui reposent sur une raisonnement simple a retenir.

Prenons X une variable aléatoire réelle et h une application de R dans R a valeurs positives. Evaluons ’espérance de
h(X). Soient un réel a > 0 et Q' := {h(X) > a}.

E(A(X)) = Y MX(@)P({w}) = > h(X(w)P{w}) + Y A(X(@))P{w}).

wen we weQY

Comme h est & valeur positive, on a donc

E(h(X)) > 3 h(X(@)P({w}) = 3 aP({w)) = aP(€)

weq we
finalement
E(h(X)) = aP(h(X) > a) (1.6)
On en déduit immédiatement pour h = | - |, Iinégalité de Markov classique :
E(|X
(P(|X|>a) < (XD (inégalité de Markov)
a

Cette égalité a surtout une importance théorique et intervient dans la preuve de la loi faible des grand nombres.
Par le méme genre de techniques on traitera ’exercice suivant.
Exercice 3.5.16. — Soit X une variable aléatoire réelle

1. Soit g une aplication de R dans R, strictement croissante. Montrer que pour tout réel a > 0,

B(g(|X])
P(X| > a) < =205

2. Soient un réel a > 0 et une application h : R — [0, a]. Montrer que pour tout réel a tel que 0 < a < «, on a

E(h(X))—a

a—a

P(h(z) >a) >

Cet exercice est trés important, souvent pour application g on prend la fonction exponentielle cf. feuilles
d’exercices (ch. I, exercice 30 et second chapitre de probabilités, exercices 9 et suivants).

L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev montre bien comment la variance controle ’écart d’une variable & son espérance.
Soit un réel a > 0. Appliquons (XX.4) & la variable aléatoire X — E(X) avec h : =+ 22 :

E((X — E(X))*

P((X ~B(X))? > a?) < ==
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Mais comme par stricte croissance de z — z? sur R4, {|X —E(X)| > a} = {(X —E(X))? > a?}, on obtient la formule
suivante :

V(X)

P(|X —E(X)| >a) < (inégalité de Bienaymé-Tchebichev)

a

COVARIANCE, CORRELATION

On cherche & présent & mesurer la « ressemblance » entre deux variables aléatoires X et Y. Plus exactement étant
donner X et Y variables aléatoires on cherche & comparer les variables centrées réduites Xg = X;&()X) t Yo = Y;(EY()Y ) ,
ce afin de comparer la dispersion de X et Y autour de leurs espérances respectives en les ramenant & des quantités

adimensionnées.

Pour ce faire remarquons que, dans le cas ou aucun événement élémentaire n’est de probabilité nulle,

R? x R? : (X1,X3) = E(X1X3) = Y X1 (w)Xa(w)P{w}
we

est un produit scalaire, noté (-|-) , sur 'espace vectoriel des variables aléatoires réelles sur (2,4, P) , la variance
d’une variable aléatoire Z n’est alors que la norme au carré de Z —E(Z). Si des événements élémentaires {w} sont de
probabilité nulle ce n’est plus un produit scalaire mais une forme bilinéaire symétrique positive.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz (valable dans tous les cas) donne alors

|E(XoY0)| < V/V(Xo)V(Yy) =1

Plus présisément en nous plagant dans le cas ol aucun événement élémentaire n’est de probabilité nulle, X,y et Yy
sont normés, —1 < E(Xy,Y)) < 1 et d’apreés la condition d’égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz E(Xy,Yp) =1
si et seulement si Xy = Yy, E(Xo,Yy) = —1 si et seulement si Xg = =Y, E(Xo,Yy) = 0 si et seulement si X est
orthogonal a Yy. E(Xp,Yp) mesure donc la ressemblance entre X et Yj si cette quantité est proche de 1 alors X et
Y se resemblent, si elle est proche de —1 alors X est proche de —Yj et enfin, si cette quantité est voisine de 0, alors
X et Yy sont sans rapport.

E((X—E(X))(Y—E(Y)))
o (X)a(Y)

Notons que F(Xy,Yy) = et adoptons les définitions suivantes :

Définition, proposition 3.5.17 — Soient X etY des variable aléatoires réelles sur (Q, A, P) . On appelle covaraiance
de X etY et l'on note Cov(X,Y) la quantité

Cov(X,Y) = E((X ~ E(X))(Y ~E(Y))),
lorsque o(X)o(Y) # 0, on appelle coéfficient de corrélation de X et'Y et l'on note p(X,Y) la quantité

B((X ~ E(X))(Y ~ E(Y)))

pXY) = (K)o (V)

Le coefficient de corrélation de X et'Y est élément de [—1,1].

On dit que X et Y sont non corrélées si Cov(X,Y) = 0, ou si l'on préfére, lorsque o(X)o(Y) # 0, si p(X,Y) =
0.

L’interprétation en terme de forme bilinéaire symétrique de la covariance, assure les propriétés suivantes :

| Cov(X, X) = V(X)|

V(X +Y) = V(X) 4+ 2Cov(X,Y) + V(Y); Cov(X,Y) = = (V(X +Y) — V(X) = V()

M| —

On déduit de ces formules I’expression suivante de la covariance qui généralise 3.5.13.
Proposition 3.5.18. — Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur (Q, A,P) . Alors

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Preuve de 3.5.18. —

Cov(X,Y) == (V(X+Y) - V(X) - V(Y)),

N | =
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donc compte tenu de 3.5.13.,

(E(X+Y)*) —EX +Y)? - BE(X?) + E(X)* —E(Y?) + E(Y)?) = E(XY) — E(X)E(Y).

DN | =

[]

Passons au lien entre non corrélation et indépendance.

Proposition 3.5.19. — Soient X et Y des variables aléatoires réelles sur (2, A,P) . Si X et Y sont indépendantes,
alors X et'Y sont mon corrélées.

Preuve de la proposition 3.5.19. — Résulte directement de 'expression de la covariance de 3.5.18. et de 3.5.8. |
La réciproque est fausse comme le montre le contre-exemple suivant.

Contre-exemple 3.5.20. — On prend pour espace probabilisé {—1,0,1} muni de la probabilité uniforme. Soient
les variables aléatoires X qui est l'identité, et Y définie par Y = 1,si X =0, 0 sinon. On a X ~U({-1,0,1}), XY
nulle et E(X) = 0 donc :

Cov(XY)=E(XY)-EX)EY)=0-0=0.

Les variables X et Y sont non corrélées.

Mais P(X =1,Y = 1) = 0 puisque XY =0, et P(X =1) = § et P(Y = 1) = 1, ainsi :
PX=1,Y=1)#4PX=1)PY =1),

et donc X et Y ne sont pas indépendantes.

MOMENTS

L’intéret des moments apparaitra dans le cours de spé. lorsque 2 ne sera plus fini.

Brutalement, la définition :

Définition 3.5.21. — Soient X une variable aléatoire réelle sur (2, .4, P) et un entier £ > 0. On appelle moment
d’ordre k de X la quantité E(XF).

Ainsi, lespérance de X est son moment d’ordre 0, sa variance le moment d’ordre 2 de X — E(X).

En particulier le moment d’ordre 2 de X vaut :

Y X\ Pw)

weN

On notera I'analogie avec le moment! d’inertie M par rapport & un point O de n points matériels wy, ... w, de masses
respectives M(x1), ... M(z,,), distants respectivement de X (wy),..., X (wy,) de 0 :

M= Z X(wz‘)2M(wz‘)

La variance de X est a rapprocher du moment d’inertie par rapport au centre de masse.

1. Moment, vient du latin momentum-i, impulsion, poids...
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Chapitre 11

REVISIONS D’ALGEBRE LINEAIRE DE
SUP. DTAGONALISATION,
TRIGONALISATION

Le présent chapitre a deux objectifs : réviser les notions d’algébres linéaires de math. sup. et introduire la diagonalisation
des matrices et endomorphismes.

La révision du programme de MPSI se fera par un survol du cours de premiére année, nous ne repecterons pas
la chronologie et 'ordre naturel de présentation des notions, de méme nous ne prétendons pas reprendre de fagon
exhaustive la totalité du programme de math. sup. Le présent cours est plutot une promenade agrémentée d’exemples
et d’exercices au travers des connaissances d’algébres linéaires indispensables & tout taupin.

Nous avons choisi d’introduire dés ce chapitre la diagonalisation et la trigonalisation des matrices et des endomor-
phismes, en effet ces notions cruciales sont nécessaires pour aborder rapidement des sujets de concours. Nous axerons
notre étude et les exerices sur les aspects les plus pratiques de la théorie et sur ses utilisations (suites & récurrence
linéaire, systémes différentiels). Un prochain chapitre traitera de la réduction des endomorphismes et abordera entre
autre la diagonalisation et la trigonalisation sous un jours plus théorique. Le présent chapitre a donc aussi vocation &
préparer les difficultés & venir.

Dans tous ce chapitre K désigne un corps. Dans la pratique le programme nous demande de nous limiter R ou C.
C’est ce que nous ferons le plus souvent méme si en quelques rares occasions nous pourrons considérer d’autre corps

(Q, Z/2Z...).

ESPACES VECTORIELS

Nous allons, dans cette partie, reprendre rapidement les résultats principaux de sup. sur les espaces vectoriels.
Nous supposerons connu l’ensemble du cours de premiére année qui nous servira, entre autre, & illustrer ce cours
d’exemples.

Dans la partie 1, E désigne un espace vectoriel sur le corps K. On ne fait aucune hypothése de dimension sur E, on
ne suppose pas méme que la notion de dimension ait été définie.

Nous noterons les vecteurs de E par des minuscules latines italiques surmontés d’une fleche : 7, ¥/, Z... Les éléments de
K seront eux notés par des lettres minuscules grecques : «, 3, 7... L’élément neutre de E sera noté Og. Les applications
liéaires par de lettres dépourues de fléche ¢, f....

1.1 Familles libres et génératrices, bases

Définition 1.1.1. — Soit (Z;);cr une famille d’éléments de E, ou I est un ensemble quelconque. Soit («;)ier une
famille presque nulle!, c¢’est-a-dire que l’ensemble des éléments i de I, tels que «; soit non nul est fini. Soit T un
élément de E. On dit que ¥ est la combinaison linéaire de la famille (Z;);cr, associée & la famille de coefficients

(ai)ier, st par définition

i€l

1. On peut employer de facon concurrente ’expression & support fini
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Remarques —

o Cette derniére somme est la somme d’un nombre fini de vecteurs de E, puisque la famille («;);c; est presque
nulle, ainsi a-t-elle bien un sens.

e Si I est 'ensemble vide, nous conviendrons que la somme précédente est nulle (c’est-a-dire égale a 6].3).

e Notons que si [ est fini, nous retrouvons le cas le plus fréquemment rencontré en MPSI.

Définition 1.1.2. — Soit (Z;);c; une famille d’éléments de E. Cette famille est dite libre si, par définition, la seule
combinaison linéaire de la famille qui soit nulle est celle associée a la famille nulle. Autrement dit, pour toute famille

(a;)icr d’éléments de K, presque nulle, si Zaifi = Og, alors (a;)icr est une famille nulle.
il
Si la famille (Z;);cs est libre ont dit aussi parfois que les vecteurs Z;, i € I sont indépendants.

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.

Exemples —

e Dans M,, 1(R), pour n € N*, la famille (Ey, Es, ..., E,), ou pouri=1,2,...,n, E; est le vecteur colonne dont
tous les coefficients son nuls excepté celui de la i® ligne, est libre
e Dans RN la famille (§;);en, oll pour tout entier i > 0,

8 = (6in)nen = (0,...,0,1,0,...)
\W_/

i+1 termes

est libre®.
e Dans K[X], espace vectoriel des polynomes & coefficients dans K, la famille (X™),en est libre.

1
e Dans C(X), espace vectoriel des fractions rationnelles & coefficients dans C, la famille ( e ) est libre
— 0/ 4ec

(cf. unicité de la décomposition en éléments simples).

Exercice

1. On considére la famille de vecteurs de RR, espace des applications de R dans R
(| . _1|?| ' _2|v | . _3D

Cette famille est elle libre ?
2. Méme question pour la famille (1,cos(2 ), cos?).

3. Montrer que dans R® la famille (exp(a -)).cr est libre.

Solution — Donnons la solution du 3.

Soit (ag)eer une famille presque nulle de réels telle que > a4 exp(a-) = Or—wr. Suposons la famille (o, )qer nON
ac€R
nulle. L’ensemble {a € R|a, # 0} est non vide et fini, & ce titre il admet un plus grand élément ag. Alors

0= z}; aq exp(at) (Yo o exp(aot)
a€

Voila qui est absurde puisque ay, exp(ag -) n’est pas nulle au voisinage de +oo. Donc la famille (o, )qcr est nulle et
donc (exp(a -))acr est libre.

Définition 1.1.3. — Soit (Z;)ic; une famille d’éléments de E. Cette famille est dite génératrice si, par définition,
tout vecteur de E est combinaison linéaire de la famille (Z;);cr.

Exemples —
e Dans E la famille identité indicée par E, c’est-a-dire (Zz)zeg, ou pour tout élément @ de E, ¥z = d, est
génératrice. On la note plus simplement (@)zcE-
e Dans M,, 1(R), pour n € N*, la famille (E, Es, ..., E,), est génératrice.
e Dans K[X], espace vectoriel des polynomes a coefficients dans K, la famille (X™),eN est génératrice.

1. On aura reconnu le fameux symbole de frvonecter, §; ,, cette quantité vaut 1 pour i = n, 0 dans les autres cas.

1. ESPACES VECTORIELS 30



COURS DE MATHEMATIQUES MP*

Définition 1.1.4. — On appelle base de E toute famille de vecteurs de E qui est libre et génératrice.

Soit (Z;);cr une famille d’éléments de E. Notons F(I) ’ensemble des familles presque nulles d’éléments de K indicées
par I, on remarque sans mal que F(I) est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel (I, E) des familles d’éléments
de K indicées par I. Soit alors ’application

D F(I) — E, (ai)iel — Zalfl
i€l
Les régles de calcul dans un espace vectoriel donnent immédiatement que ® est linéaire. On a alors la proposition
suivante, dont la preuve facile est laissée en exercice :
Proposition 1.1.5. —

1. La famille (Z;);c; est libre si et seulement si le noyau de ® est réduit a la famille nulle, c’est-a-dire si et
seulement si ® est injective.

2. La famille (Z;);c1 est génératrice si et seulement si l’image de ® est E tout entier, c’est-a-dire si et seulement
st @ est surjective.

3. La famille (Z;);c; est une base si et seulement si ® est une bijection, c’est-a-dire si et seulement si, pour tout
élément T de E, il existe une et une seule famille presque nulle d’éléments de K, («;);cs telle que :

iel
Exemples
e Dans M,, 1(R), pour n € N*, la famille (Eq, Es, ..., E,) est une base de M,, 1(R), dite base canonique.
e Soient n et p des entiers strictement positif. Pour tout élément ¢ de {1,...,n} et tout élément j de {1,...,p},

on note E; ; 'élément de M, ,(K) dont tout les coefficients sont nuls, & I’exception de celui de la i° ligne et j°
colonne qui vaut 1. La famille (E; ;)i=1,....n est une base de M,, ,(K), dite base canonique.
=1

e La famille (X™),cN est une base deJK[XI]. On lappelle base canonique de K[X].

e Donnons une base de 1’espace vectoriel des fractions rationnelles a coefficients dans C, C(X).
Posons C' := CU{w}, ot w n’est pas un élément de C. Soit alors la famille d’éléments de C(X), (R(n,0) (n,a)en+x &
ou pour tout élément n de N* et tout complexe a, on a : R, ,, = xn-t R,o= ﬁ Cette famille est une
base de C(X), comme permettent de le prouver 1.1.5-3 et l'unicité de la décomposition en éléments simples
d’une fraction rationnelle dans C.

Définition 1.1.6. — Soit (€;);c; une base de E, notée B. pour tout élément T de E, on appelle famille des composantes
(ou des coordonnées) dans la base B de Z, 'unique famille presque nulle (o;)icr d’éléments de K telle que : & = Y o, @,
i€l

¢f. 1.1.5-8. Pour tout élément i de I, a; s’appelle la composante (ou coordonnée) de T sur le vecteur €; dans la base

B.

Remarque — Un vecteur n’a toujours qu'un nombre fini de composantes non nulles.

Remarques 1.1.7. — Dans les définitions de famille libre, famille génératrice, base, I’ordre des vecteurs n’intervient
pas ; plus précisément si (Z;);cs est une famille libre, (resp. une famille génératrice, une base) alors pour toute permu-
tation o de I, (Z,(4)):cr est une famille libre, (resp. une famille génératrice, une base), comme le montre par exemple,
la proposition 1.1.5.

D’aucuns saisissent ’occasion pour parler de parties libre, de partie génératrice. Pour donner des bases sérieuses a
la chose nous dirons qu’une partie A de E est libre (resp. génératrice), si, par définition, la famille (@),ca est libre,
génératrice. Nous n’abuserons pas de ces notions...

Rappel — ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE —
Un espace vectoriel E est dit de dimension fini, si il admet une famille génératrice finie, c’est-a-dire indexée par un
ensemble fini.

Si c’est le cas, alors il admet une base finie By et toute base de E a méme cardinal que By'. le cardinal commun a
toutes les bases s’appelle dimension de E.

Dans un espace vectoriel de dimension finie, une base est une famille libre de cardinal mazimum et une famille
génératrice de cardinal minimum.

1. Le cardinal d’une famille finie est par définition le cardinal de la famille qui I’indexe, dans le cas d’une base, c’est aussi le cardinal de
I'image de la famille.
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Dans un espace de dimension n, tout famille libre de cardinal n est une base, toute famille génératrice de cardinal n
est une base.

Dans un espace vectoriel de dimension finie, de toute famille génératrice on peut extraire une sous-famille qui soit une
base.

Dans un espace vectoriel de dimension finie, si (€1,...,€,) est une famille libre non génératrice, de E et (ﬁ, cee fm)
une famille génératrice, avec donc, d’aprés le point précédent, m > p, alors il existe une base de la forme

(513'"7€p7fi17fi27~~~»fik)a

00 11,12, ... 1, sont éléments de {1,...,m}. Dit de fagcon moins rigoureuse mais plus parlante : on peut compléter toute
famille libre en une base par des vecteurs d’une famille génératrice (théoréme de la base incompléte). En particulier
toute famille libre peut se compléter en une base.

Etudions 'effet d’une application linéaire sur les familles libres ou génératrice et sur les bases. Soit F un espace vectoriel
sur le méme corps K que E et ¢ une application linéaire de E dans F. Soit (&;);c; une famille d’éléments de E. Pour
tout élément i de I on pose f; := £(€;). La famille (ﬁ)iel s’appelle 'image de la famille (€;);c; par ¢. Introduisons
avec des notations issues de 1.1.5., les applications :

O F(I) > E; ()ier = Y aif,
icl

O F(I) > F; (ai)ier = > aufs.
iel
La linéarité de £ assure que : & = £ o ®.

Si (€;);er est une famille libre, alors ® est injective, si de plus £ est injective alors par composition, ®’ est injective, et
donc (f;)ier est libre (1.1.5.).

Si (€;)ics est une famille génératrice, alors ® est surjective, si de plus £ est surjective alors par composition, ®’ est
surjective, et donc (f;);es est génératrice (1.1.5.).

Si (€;)icr est une base, alors ® est bijective, si de plus £ est bijective alors par composition, ®’ est bijective, et donc
(fi)ier est une base (1.1.5.).

—

Enfin toujours dans le cas ou (€;);cs est une base de E, {(E) = {(®(F(I)) = @' (F(I) = vect((fi)icr)-
On vient de prouver le résultat suivant :

Proposition 1.1.8. —
1. L’image par une application linéaire injective d’une famille libre est une famille libre.
2. L’image par une application linéaire surjective d’une famille génératrice est une famille génératrice.
3. L’image par une application linéaire bijective d’une base est une base.

4. L’image d’une application linéaire, est I’espace vectoriel engendré par I'image d’une base de I’ensemble de départ.

Proposition, définition 1.1.9. — Soit (Z;);c; une famille d’éléments de E. L’ensemble des combinaisons linéaires
de la famille (Z;)icr est un sous-espace vectoriel de E. On l'appelle sous-espace vectoriel engendré par (Z;);cr, on le
note vect ((Z;)icr)-

Le sous-espace vectoriel vect ((Z;);cr) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant {Z;|i € I}.

Preuve de la proposition 1.1.9. — Avec les notations de 1.1.5., 'ensemble des combinaisons linéaires de la famille
(Z;)ier est 'image de @, c’est donc un sous-espace vectoriel de E; il contient évidemment {Z;|i € I'}.

Tout sous-espace vectoriel de E qui contient {Z;|i € I'}, stable par combinaison linéaire, contient notamment n’importe
quelle combinaison linéaire de {Z;|i € I'}, donc contient vect ((Z;)icr)-

Donc vect ((Z;);er) est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant {Z;|i € I}. []

Remarques —
e La terminologie sous-espace vectoriel engendré par (Z;);cr est en accord avec le fait que par définition (Z;)iecr
en est une famille génératrice;
e Si A est une partie de E on appelle sous-espace vectoriel engendré par A, le sous-espace vectoriel engendré par
la famille (&@)zc 4 ; c’est donc le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contienne A. On le note vect(A).
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Définition 1.1.10. — Soit (%1, ...7,) une famille de E, K-espace vectoriel de dimension quelconque, notée x. On
appelle rang de x, noté rg(x), la dimension de l’espace vectoriel engendré par (x).

rg(z) = dim(vect(z)).

On rappelle sans démonstration un résultat important dans la suite de ce chapitre.

Proposition 1.1.11. — On ne modifie pas le rang d’une famille finie de vecteurs en :
— multipliant un vecteur de le famille par un élément non nul de K;
— permutant l'ordre des vecteurs;
— ajoutant 4 l'un de ses vecteurs une combinaison linéaire des autres vecteurs.

1.2 Bases et applications linéaires

E et F désignent des espaces vectoriels sur K.

Proposition 1.2.1. — Supposons que E admette une base (€;)icr. Uapplication C de E dans F(I,K), qui a un
élément & de E associe la famille (x;);c; de ses coordonnées dans la base (€;)icr, est linéaire

Preuve de la proposition 1.2.1. — La preuve directe de ce résultat qui est sans malice est laissée en exercice.

On peut aussi remarquer que C' est & valeur dans F'(I) et induit une application de E dans F'(I) qui n’est autre que
la bijection réciproque de

O F(I) = E; ()ier = Y i,
icl

cf. 1.1.5. La bijection réciproque d’une application linéaire en est une autre, d’ou le résultat. []

Le résultat qui va suivre est crucial et est & 'origine de la représentation matricielle des applications linéaires.

Proposition 1.2.2. — Supposons que E admette une base (€;);cy. Soit (ﬁ)ig une famille d’éléments de F. Il existe
une et une seule application linéaire { de E dans F, telle que pour tout élément i de I,
0e) = fi. (IL1)

Preuve de la proposition 1.2.2. —
e Supposons qu’il existe une application linéaire ¢ de E dans F, vérifiant (II.1). Pour tout élément & de E, en
notant (z;);cs la famille de ses coordonnées dans la base (€;);cr, on a nécessairement

0z) =1 (Z 3:5) = ail(@) =Y wifi.

el iel
e Réciproquement, soit ¢ application de E dans F qui a tout élément & de E associe ) xif:, o (z;);er est la
iel
famille de ses coordonnées dans la base (€;);c;. Montrons que ¢ convient.
— /£ est linéaire. En effet c’est ® o C ou

O F(I) = F; (aiier = > aifi,
el

et C lapplication composante dans (€;);er (cf. 1.2.1.), donc la composée de deux applications linéaires.
— D’autre part pour tout élément j de I, la famille de ses coordonnées dans (€;)icr est (d;;)ier et donc

Ue;) = fi.
Donc /¢ convient.

Finalement il existe une et une seule application linéaire ¢ vérifiant (II.1). []
Remarque — Supposons que F soit de dimension finie non nulle p et prenons (fi, ]?2, ey f_];) une de ses base. D’aprés
1.2.2., il existe une unique application linéaire ® de KP dans F, qui au i® vecteur de la base canonique de KP,
(0,0,...,1,0,...,0), associe f;, pour i = 1,2,...,p; c’est, d’aprés ce qui précede :

——

i termes

p
d: K= F; (al,ag,...,aP)HZaiﬁ.
i=1
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On retrouve I'application ® étudiée en 1.1.5., avec pour I l’ensemble fini {1,2,...,p}. ® est, puisque (fl, fg, ey f_;,)
est une base, bijective.

On vient de montrer :
tout K-espace vectoriel de dimension finie non nulle p est isomorphe a KP.

1.3 Sommes directes

Dans ce paragraphe E désigne un espace vectoriel sur un sous-corps K de C.

Définition 1.3.1. —Soit (E;);cr une famille finie' de sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de cette famille,
lensemble, noté Y E; des éléments & de E qui sont de la forme :

el
= E z,

i€l
o Z; est, pour tout i € I, un élément de E;.
Remarque — Si I = {i1,42,...,in}, Z E; se note aussi E;, + E;, + .-+ E; _, on I’appelle aussi somme des espaces
E, . E;,,... et E;, !
Proposition 1.3.2. — Soit (E;);c; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. La somme de cette famille,
%Ei, est un sous-espace vectoriel de E.

Nous renvoyons le lecteur a son cours de sup. pour la preuve trés facile de ce résultat.

Définition 1.3.3. — Soit (E;);c; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. La somme de cette famille, > E;,
i€l
est dite directe si par définition chacun de ses éléments s’écrit de maniére unique comme une somme d’éléments des
E;, i € I; c’est-a-dire si pour tout élément & de Y E;, si & = > &, et £ = Y 4, avec &; et §; éléments de E; pour
iel iel iel
tout ¢ € I, alors &; = ¥;, pour tout i € I.

Si la somme de la famille est directe > E; se note 69 E;.

el
Remarque — Si I = {iy,42,...,i,}, et si Y E; est directe on la note aussi
i€l
Ei1 ©® Ei2 D---PD Ei"
Proposition 1.3.4. — Soit (E;);c; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E. La somme de cette famille est

directe, si et seulement si, pour toute famille (xl)lel d’élément de E, telle que pour tout élément i de I, T; € E;, si

S E = OE, alors pour tout élément i de I, ¥; = OE
el

Preuwve 1.3.4. —
e Supposons la somme de la famille directe.
Soit (;);cr une famille d’éléments de E telle que :

- sz—OEa
i€l
— pour tout i € I, &; € I.

Or par : ailleurs,

— Y 0g = Og;
iel
— pour tout © € I, Og € I.
Donc par définition méme d’une somme directe, Z; = Og, pour tout élément i de I.
e Hypothése : pour toute famille (Z;);c; d’élément de E, telle que pour tout élément i de I, ; € E;, si > &; = Og,
i€l
alors la famille (#;);c; est nulle.
Soient (Z;)icr et (¥;)ier des familles d’éléments de E telles que :
— YT = Ui
iel i€l
— pour tout ¢ € I, ¥; € I et ¢; € I.
Par différence, il vient :

1. « Finie » signifie ici que I est fini.
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— Y& -7 =0;
i€l
— pour tout i € I, T; — 7 € 1.
Donc par hypothése, z; — y; = Og soit Z; = ¥;, pour tout ¢ € 1.

D’ou le résultat. []

Proposition 1.3.5. — Soit E; et Eo des sous-espaces vectoriels de E. Leur somme Ei +Es est directe si et seulement
si leur intersection, Eqx N Ey est réduite d {Og}.

Preuve de la proposition 1.4.4. —

e Supposons que E; + E; = E; & Es.
Soit # un élément de E; N Es.

r + (*f) = 6}3
€eE; €E»

e Or 7 est élément de E;, —7 de E,, donc d’aprés la proposition précédente # = Og. Donc E; N Es est réduite a

{0g}.
e Supposons E; NE, = {0g}.
Supposons qu’il existe &1, 7; éléments de E1, Zo, > éléments de Es tels que :

T1 + T2 = U1 + .

Alors 1 — 91 = 9o — @2, or T1 — 41 € Eq et yo — ¥y € Eo, donc &7 — 41 et yo — Zo sont éléments de E; N Eo,
ensemble qui est réduit & {Og}. Donc #; = Z3 et §; = 2. La somme est donc directe.

D’ou I’équivalence annoncée. [ ]

!

. Mise en garde — La propriété précédente ne se généralise pas au cas de trois sous-espaces vectoriels ou
plus. S’il est vrai que l'intersection de sous-espaces vectoriels de E en sommes directe est encore nulle, ce, quel que
soit leur nombre, il ne faut pas croire que p sous-espaces vectoriels de E, Eq, E,,...et E,, avec p > 3, tels que
E.NE;N---NE, = {6E}, soient nécessairement en somme directe. Donnons un exemple. Dans 1’espace vectoriel
R2, on considére les sous-espaces E; = vect ((1,0)), Ex = vect ((0,1)) et E3 = vect ((1,1)). De toute évidence
E; NE; NE; = {(0,0)}, pourtant la somme de ces trois espaces n’est pas directe puisque :

(1,0)+(0,1) + (—(1,1)) = (0,0) (cf. 1.4.4.)

Par contre nous avons le résultat suivant d’utilité pratique trés limitée :

Proposition 1.3.6. —Soient p un entier supérieur ou égal ¢ 2 et Eq, Ey,... E, des sous-espaces vectoriels de E. La
somme Eq + Eg + - - + E, est directe si et seulement si, pour tout élément j de {1,2,...,p},

E; N Z E; = {0g}.
i=1,...,p
i#]
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Preuve de la proposition 1.8.6. —

Remarque — Dans la pratique on montre souvent que n sous-espaces vectoriels E1, Es,...E,, sont en somme directe
par récurrence. En effet si E1+Eo+---+E, 1 =E,®E;®---®E, 1etsi Ey+Ex+---+E,_; et E, sont en somme
directe, alors Eq, Eo, ..., E,, sont en somme directe comme le montre la définition méme d’une somme directe.

Définition 1.3.7. — Soit (E;);crune famille de sous-espaces vectoriels de E. On dit que les sous-espaces E;, i € 1,
sont supplémentaires si, par définition les deux conditions suivantes sont réalisées :

1. La somme de la famille (E;);crest directe, > E; = @ E;.
el i€l

2. La somme de la famille (E;);crvaut E, > E; = E.

iel

On écrit alors : E = & E;.
iel

Exemples 1.3.8. —

e Prenons ici pour E, F(R, R), ensemble des applications de R dans R. L’espace vectoriel des applications de R
dans R paires, noté P(R,R) et 'espace vectoriel des applications de R dans R impaires, noté Z(R, R), sont
deux sous espaces vectoriels de (R, R) supplémentaires :

F(R,R)=PR,R)®&I(R,R).

e Soit n un entier naturel non nul. Prenons ici pour E, M,,(R). L’ensemble des éléments de M, (R) symétriques,
noté S, (R) et ’ensemble des éléments de M, (R) antisymétriques, noté A, (R), sont des sous-espaces vectoriels
de M,,(R) supplémentaires :

M, (R) = S,(R) & A, (R).

e Soit n un entier naturel. Prenons ici pour E, K[X]. Soit P un élément de K[X] de degré n + 1. Désignons par
K[X],, Pensemble des éléments de K[X] de degré inférieur ou ou égal a n, et par PK[X] celui de ses éléments
multiples de P. Alors K[X],, et PK[X] sont des sous-espaces vectoriels de K[X] supplémentaires :

K[X] = K[X], ® PK[X].
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Justifions.......

Revenons sur une notion de importante de MPSI : celle de projection. Soient F et G des sous-espaces vectoriels de E
supplémentaires. Pour tout élément & de E, il existe un seul couple (¥, 2) de F x G, tel que : ¥ = ¢+ 2 (cf. 1.4.3.) le
vecteur ¢ s’appelle projeté de & sur F suivant G et I’application p qui & un élément de E associe son projeté sur F
suivant G, s’appelle projection sur F suivant G'.

On appelle symétrique de & par rapport & F suivant G, I’élément i/ — 2’ et Papplication s qui & un élément de E associe
son symétrique par rapport a F suivant G, s’appelle symétrie par rapport & F suivant G

Exercice —

1. On reprend le premiére exemple de 1.3.8. Déterminer la projection de exp sur P suivant Z et celle sur Z suivant

P.
2. On reprend le deuxiéme exemple de 1.3.8. Identifier la symétrie par rapport a S,,(R) suivant A, (R).

Solution —

Maintenant généralisons !

1. Ne pas oublier de préciser suivant G, en effet p dépend essentiellement de G.
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Proposition-définition 1.3.9. — Soit (E;),; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E supplémentaires :

¢ E,=E
icl

o Pour tout élément j de I, E; et > E; sont deux sous-espaces vectoriels de E supplémentaires.
i€l—{j}
o Pour tout élément j de I, la projection sur E; suivant ) E;, notée p;, est appelée projection sur Ej,
iel—{j}
relativement a la décomposition de E en sous-espaces supplémentaires E = @& E;.
iel

Preuve de la proposition 1.3.9. — La démonstration est laissée en exercice, c’est une conséquence directe de 1.3.6.

Remarque Gardons les hypothéses de la proposition précédente. Pour tout élément & de E il existe, une unique
famille (Z;);e; d’éléments de E; telle que :

i€l
Z; € E; , pour tout élément i de I

{fzz@

Comme, pour tout élément j de I, & s’écrit encore :

cE iel—{j}
e > E;
iel={j}
On en déduit que &; = p; (Z).
La proposition suivante en découle :
Proposition 1.3.10. — Avec les notations de la proposition précédente, nous obtenons :

— pour tout élément j de I, pjop; =p; ;
— pour tout j et tout ¢ éléments distincts de I, pj op; = Og(w) ;

— enfin Zpi = idg.

iel

Proposition 1.3.11. — Soit (E;),.; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E supplémentaires, soit F un
espace vectoriel sur le corps K et soit, pour tout élément i de I, u; une application linéaire de E; dans F. Alors il
existe une unique application linéaire u de E dans F, telle que, pour tout élément i de I, u; soit la restriction de u a
E;.
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Preuwve 1.3.11. —
e Soit @ une application linéaire de E dans F, telle que, pour tout élément i de I, u; soit la restriction de u & E;.
Soit & élément de E. En utilisant le troisiéme point de 1 .4.10. et ses notations, il vient :

u(Z) = (u o Zpi> (7) = u (Zpi (;E)) = u(p: (¥)).
el el el

Or pour tout élément i de I, p;(Z) € E;, donc u (p; (%)) = u; (p; (¥)). D’ou :

u () = Zuz (pi (7).

i€l
Nécessairement u est application Y wu; o p;.
iel
e Réciproquement posons u := »_ u; o p;. Evidemment u est linéaire comme somme de composées d’applications

iel

linéaires. Soient maintenant j élément de I et & élément de E;. Comme p; (%) = &,

u (@) = ZuiOpi op; (Z).

icl

En utilisant 1.3.10., on obtient :

u (T) = uj o p; (¥) = u; (7).
Ainsi la restriction de u & E; est-elle bien u;. L’application u ainsi définie, convient.

D’ou le résultat. []

Proposition 1.3.12. — BASES ET SOMMES DIRECTES —
On suppose ici E de dimension finie. Soit p un entier supérieur ou égal a 1 et (Ei,Eq,...,Ey) une famille finie de
sous-espaces vectoriels de E supplémentaires. Pour tout élément i de I, n; désigne la dimension de E;, supposée non
nulle, et (€;1,€;2,...,€in;) une base de E;, notée B;. Alors la famille B, concaténée des base B1,Bs,...B,, ¢’est-a-dire
la famille :

B = (8171, 6’172, vy 5177“ s 52717 5272, ceey 52,71,27 ceey 641'_’1, (?172, ceey 641'7"“ vy €p71, €p72, ceey épmp)
est une base de E.

Preuve de la proposition 1.3.12. — C’est bougrement facile... (le caractére générateur de B résulte des définitions 1.4.3.
et 1.4.7., la liberté de 1.4.4.). Nous laissons au lecteur le soin et le plaisir de rédiger cette preuve.

Cette proposition admet le corollaire immédiat suivant :

Proposition 1.3.13 — Soit (E;); € I une famille finie de sous-espaces vectoriels de E, supposé ici de dimension
finie. Si la somme de la famille (E;); € I est directe, alors :

dim (Z E) = dim (E;).

el i€l

Corollaire(du corollaire) 1.3.14. — Soit (E;); € I une famille finie de sous-espaces vectoriels de E, supposé ici de
dimension finie, dont la somme est directe. Les sous-espaces, E;, i € I sont supplémentaires si et seulement si :

) dim (E;) = dim (E).

icl

1.4 Autour du rang d’un endomorphisme

Ot nous allons revenir sur un théoréme d’algébre linéaire de sup. fondamental : le théoréme du rang.

Dans toute cette sous partie E et F désignent des espaces vectoriels sur un corps K, et u une application linéaire de
E dans F. L’élément neutre de E sera noté Og, celui de F, Op.

Proposition 1.4.1. — THEOREME DU RANG, FORME GEOMETRIQUE —
Soit E’ un supplémentaire du noyau de u, Ker(u), alors I’application,

v B —Im(u); 2= u(d).

Est un isomorphisme de E’ sur I'image de u.
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Preuve de la proposition 1.4.1. —
e LINEARITE
u’ hérite de la linéarité de .
e SURJECTIVITE
Soit i un élément de Im (u). Montrons qu’il a un antécédent par «’. Par définition méme de Im (u), on dispose
d’un élément # de E tel que §¥ = u(Z). & n’est peut étre pas élément de E’, mais, puisque par hypothése,
E = E @ Ker (u), on dispose &' élément de E’ et Z de Ker (u) tels que & = & + Z. Mais alors u (%) =
uw(Z) 4+ u(2) = u(@) et donc ¥ = u(&"). Mais comme &’ est élément de E', ¥ = ' (&’). Ainsi g, élément
quelconque de Im (u) admet-il un antécédent &’ par v’ et partant, v’ est-elle surjective.
e INJECTIVITE
Ker (u') = Ker (u) N E’. Or Ker (u) et E’ sont supplémentaires donc Ker (u) N E’ = {0g}. Le noyau de u’ est
donc réduit a {0g}, Donc u’ est injective.
Finalement v’ est un isomorphisme de E’ sur Im(u). [ ]

Remarque — L’essentiel de cette proposition s’énonce ainsi :
L’image d’une application linéaire est isomorphe a tout supplémentaire de son noyau.

C’est ce résultat qu’il convient de bien retenir, les corollaires classiques du théoréme du rang, vus en sup., en découlent

immédiatement.

Corollaire 1.4.2. — FORMULE DU RANG —
E est dans ce corollaire supposé de dimension finie (F reste de dimension quelconque). On note rg(u) le rang de u
qui, par définition est la dimension de l’image de u. Alors :

rg (u) 4+ dim (Ker (u)) = dim E.

Preuve du corollaire 1.4.2. — ¢’est une conséquence immédiate de 1.4.1. et 1.3.13. [ ]
Corollaire (du corollaire) 1.4.3. — E et F sont, dans ce corollaire, supposés de dimension finie, et de méme
dimension.

Alors, on a 'équivalence des trois propositions suivantes :

1. u est bijective.

2. u est injective.

3. u est surjective.
Preuve du corollaire 1.4.3. — L’application u est injectif si et seulement si dim (Ker (u)) = 0. Par ailleurs, u est surjectif
si et seulement si rg(u) = dimF, donc ici si et seulement si rg (u) = dim E. Or, d’aprés 1.5.2., dim (Ker (u)) = 0,
équivaut a rg(u) = dimE. D’ou l’équivalence de 2. et 3. L’injectivité et la surjectivité ensemble, équivalent a la
bijectivité, donc 1. est équivalent a 2. (ou 3.). [ ]

Le cas ot : E = F est trés important dans la pratique, 1.4.3. s’écrit alors :

Corollaire (du corollaire du corollaire) 1.4.4. — Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est
bijectif si et seulement si il est injectif ou surjectif.

Remarque — le résultat est faux en dimension infinie. Donnons un exemple d’endomorphisme surjectif non injectif,
un exemple d’endomorphisme injectif non surjectif.

Proposition 1.4.5. — E est ici de dimension quelconque. soient G un sous-espace vectoriel de E et F et F/ des
supplémentaires de G, c’est-a-dire que
E-GoF eeE=-GaoF
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Alors F et F' sont isomorphes. En particulier si G admet un supplémentaire de dimension finie p, alors tous ses
supplémentaires sont de dimension finie p.*

Preuve de la proposition 1.4.5. —

[]

Voici un résultat trés utile dans la suite.

Proposition 1.4.6. — Soient E, F, E' et F' des espaces vectoriels sur K de dimensions finies ou non. Soit u une
application linéaire de E dans F.
e Soit v une application linéaire injective de F dans F’. Alors :

rg (pou) =rg(u).

o Soit v une application linéaire surjective de E' sur E. Alors :

rg(uoy) =rg(u).
Preuve de la proposition 1.4.6. —
o Im(pou)=(pou)(E)=¢(u(E)), ¢ étant injective, elle induit un isomorphisme de u(E) sur ¢ (u(E)). Donc
dim (¢ (u (E))) = dim (u (E)), soit
rg(pou) =rg(u).
o Im (u o) =wuoyp (E’). Or, puisque ¥ est surjective, ¢ (E’) = E. Donc : Im (u 0 ¢) = u (E). Donc dim (Im (u o )
dim (u (E)) soit :
rg (w0 ) = rg (u)
D’ou le résultat. []

Remarque 1.4.7. — On applique souvent cette proposition dans le cas particulier o ¢ et 1 sont des isomorphismes :
La composition & droite ou a gauche par un isomorphisme ne change pas le rang d’une application linéaire .

Nous allons donner une application trés classique du théoréme du rang. Il s’agit d’un résultat du cours qui figure en
tant que tel au programme. Il convient de plus de bien en retenir le raisonnement réutilisable dans des circonstances
voisines.

Application — POLYNOMES D’INTERPOLATION DE LAGRANGE—

Nous nous intéressons a I’approximation d’une application f par des polyndmes. Plus précisément, nous allons chercher
s’il existe un polynéme P, de degré inférieur ou égal & un entier n, qui coincide avec f en certains points.

Si nous nous donnons deux réels distincts ag et a;, nous pouvons trouver un et un seul polynéme de degré inférieur
ou égal & 1 qui coincide avec f en ces points. En effet le graphe d’un polyndéme de degré inférieur ou égal & 1 est une
droite, et nous savons de longue date que par les deux points (ag, f(ag)), (a1, f(a1)), passe une et une seule droite. Ce
résultat se généralise, nous allons montrer :

Soit n un entier naturel, soient ag,aq,...,an, n + 1 réels (resp. complexes) distincts et soient by, by, ...,b, des réels
(resp. complexes) distincts ou non. Alors il existe un et un seul polynome Q, élément de R[X] (resp. de C[X]), de
degré inférieur ou égal a n tel que, pour tout élément i de {0,1,...,n}, Q(a;) = b;.

Prouvons le résultat.

1. On dit parfois que p est la codimension de G.
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Soit ’application
9:K[X], - K" P (P(ag),P(ar),.... P(ay)).

L’application ¥ est clairement linéaire. Déterminons son noyau. Soit P élément de Kerd. P admet n + 1 racines
distinctes : ag, a1, ..., ap, or d°P < n, donc P est nul. Le noyau de 9 est réduit & {0}, donc 9 est injective. Mais comme
K [X], et K" ont méme dimension (& savoir n + 1), 9 est bijective (cf. 1.4.3.). Donc il existe un unique élément Q
de K [X], dont l'image par 9 soit by, b1, ..., by, & savoir 9~ (by, b1, ..., by,). C’est-a-dire qu’il existe un unique élément
de K [X], qui prenne comme valeur b; en a;, pour i =0,1,...,n.

Grace a cette proposition on montre, qu’étant donnée une application f d’un intervalle I de R dans K et n + 1 points
distincts de I, ag,ay, ..., an, il existe un unique polyndéme @Q; de degré inférieur ou égal & n, qui coincide avec f en
ag, a1,.-,0n; c’est 1971 (.f (ao) 7f (al) 3oty f (an))

Q¢ s’appelle le polynome d’interpolation de f au points ag, ai,. . .,a,. Historiquement il servait & déterminer une valeur
approchée de f en un point ¢, connaissant les valeurs de f en des points ag, a1, ..., a,. On verra en T.D. comment,
sous certaines hypothéses, majorer la quantité |Q s — f|.

L’interpolation sert de nos jours aux calculs approchés d’intégrales ou a la résolution approchée de certaines équations
différentielles (cf. T.D.)

Donnons une formule explicite de Q.

Revenons au probléme initial dont nous gardons les hypothéses et les notations : Q = 9~ (b, by, ..., b, ). Pour connaitre
971, il suffit de connaitre ses valeurs sur une base de K”*! nous choisirons bien siir, comme base, la base canonique,

(€o, €1, ...,€,) ou pour tout élément i de 0,1,...,n, on note €; = | 0,0,...,0,1,0,...,0 | Posons pour tout élément
———
i1
ide0,1,...,n, Ly == 971 (&). De (bg,b1,...,b,) = bo€o + b1 + ... + bp€y, on déduit par linéarité de I'application
9
Q=91 (bo + b1&1 4 ... + 018)) = boLo + b1 Ly + ... + b, Ly,

Reste a déterminer, pour ¢ élément de {0,1,...,n}, L;. Comme ¥(L;) = &;, L; est donc le polynome élément de K[X],,
caractérisé par :

— Li(a;) =1

— L;(a;) =0, pour tout élément j de {0,1,...,n}, distinct de 1.
L; admet donc comme racines les a;, j distinct de ¢, donc est de la forme

Li:C H (X—aj),

7=0,....,n
J#i
N 214 _ P _ 1
ou ¢ est un élément de K. De L;(a;) = 1, on déduit ¢ = T @=a)
7=0,....,n
J#i
Finalement :
[T (X-a)
J=0,m
L, = 3% pour i = 0,1,....n et Q = boLo + b1 Ly + ... + bpLy,
[T (ai—aqay),
7=0,....,n
J#i
Notons que (Lo, L1, ..., L,) est I'image par 'isomorphisme 9! de la base canonique de K". C’est donc, a ce titre,

une base de K[X],, (cf. 1.1.10.).
Soit P un élément quelconque de K[X],,. Décomposons P dans la base (Lo, L1, ..., Ly). P s’écrit :

P=clo+ci1li+...+ ¢, Ly,

avec ¢; élément de K, pour j = 0,1,...,n. Soit ¢ un élément quelconque de {0,1,...,n}. En substituant a; & I'indé-
terminée X, dans I’égalité précédente, il vient :

P (ai) = Cp LO (al) +Cl Ll (ai) +...+ C; LZ (al) +...+ Cp, Ln (al) = C;.
—— —— —— ——
0 0 1 0

D’ou :

|P=P(ag) Lo+ P(a1) L + .+ P(ay) Ly
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En particularisant cette famille aux vecteurs de la base canonique, il vient :

=0 =0

=0

Ces formule montre alors que la matrice de passage de la base (Lo, ..., L,) & la base (X°, ..., X") de K[X], est la
fameuse matrice de Vandermonde.
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1.5 Formes linéaires, hyperplans

Pour commencer un rappel.

Définition-proposition 1.5.1.—On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K. L’ensemble
des formes linéaires est un sous-espace vectoriel de lespace vectoriel K¥ des applications de 'ensemble E dans Uespace
vectoriel K. On le note fréquemment, pour simplifier E*

Exemple —

Supposons que E admette (€;);c; pour base, application qui & un vecteur & de E associe sa coordonnée sur €},
pour un élément quelconque de j de I, est une application clairement linéaire, c’est du reste la composante sur €; de
I’isomorphisme réciproque de
@ F(I) = E; ()ier = Zaigiy
il
On lappelle forme coordonnée sur €; dans la base e, et on la note €j.
Cas de la dimension finie

Ou se limite au cas particulier d’un espace vectoriel E,, sur K de dimension finie n non nulle. Soit (€4, ... €,) une base
de E,, notée plus simplement e.

Nous allons exhiber une base de E}, particuliére. Soit ¢ un élément de E; et & un vecteur de E,,.

Donc la famille (e7, ..., e}

’r n

) est une famille génératrice de E7,.

Montrons sa liberté. Soirent (A1, Ag, ..., \,) un élément de K™ tel que :

n
i=1

Alors- - -

La famille est donc libre.

On a prouvé le résultat suivant :

Proposition-définition 1.5.2. — La famille (ef,e3,...,ek) est une base de E}. On lappelle base duale de la base
e, et on la note traditionnelement e*.

On déduit de la proposition 1.5.2. que la dimension de E? est n : Ce résultat se retrouve aussi par la dimension de
I’ensemble des applications linéaires d’un espace vectoriel de dimension n dans un espace de dimension p qui vaut ...

Revenons & notre espace E de dimension quelconque.

Proposition 1.5.3. — On appelle hyperplan de E, tout sous-espace vectoriel de E qui est le noyau d’une forme linaire
non nulle.

Exemple 1.5.4 — L’ensemble des matrices éléments de M,,(K) de trace nulle est un hyperplan de M,,(K), puisque,
on le revera bientot la trace est une forme linéaire.
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Examinons le cas d’un espace vectoriel E,, sur K de dimension finie n non nulle.

e Soit ¢ une forme linéaire de E,, non nulle. Son image est un sous-espace vectoriel de K, c’est donc K ou {0}. Comme
¢ est non nulle, c’est K, donc rg(¢) = 1 par suite la formule du rang dit qu’un hyperplan est de dimension n — 1.

e Réciproquement..........c.....coeue....

Finalement on a :

Proposition 1.5.5. — Les hyperplans d’un espace vectoriel de dimension finie n non nulle sont exactement ses
sous-espaces de dimension n — 1

Remarquons que dans le cas ot la dimension de ’espace est 3, cadre naturel de la géométrie élémentaire, ses hyperplans
sont donc ses plans, d’ou le nom d’hyperplan, notion qui généralise celle de plan d’un espace de dimension 3, & des
espaces de dimension quelconque.

Généralisons de méme 4 la dimension quelquonque le résultat évident qui dit que dans un espace de dimension 3 les
supplémentaires d’un plan sont exactement les droites non incluses dans celui-ci.

Proposition 1.5.6. — Soit H un hyperplan de E et D une droite de E non incluse dans H, alors D et H sont
supplémentaires.

Preuve de 1.5.6. — On dispose par définition d’une forme linéaire ¢ non nulle telle que H = Ker(¢) et l'on se donne
un vecteur € qui dirige D.......

[]

Donc d’aprés 1.4.5., tout supplémentaire d’un hyperplan H est une droite, évidemment non incluse dans H. Au tour
de la réciproque

Proposition 1.5.7. — Tout supplémentaire d’une droite est un hyperplan.
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—

Preuve de 1.5.7. — Sout H le supplémentaire d’une droite D dirigée par €.............

D’ou le résultat []

Exemple — D’aprés le troisiéme point de 1.3.8., P'ensemble des polynomes éléments de K[X], divisibles par X,
XK[X], est un hyperplan de K[X], c’est en effet un sous-espace vectoriel qui admet K[X]y = vec(X?), espace de
dimension 1, comme supplémentaire.

Equation d’un hyperplan

Soit H un hyperplan de E. On dispose donc d’une forme linéaire ¢ non nulle telle que H = Ker(¢). On dit alors qu’une
équation de H est ¢(Z¥) = 0, on note
H : ¢Z)=0.

Bien sir I’équation d’un hyperplan H de E n’est pas unique, mais on dispose du résultat d’unicité suivant :
Proposition 1.5.8. — Soient H lun hyperplan de E, d’équation
H : {Z)=0,
et ¢! une forme linéaire sur E. Alors H admet [’équation
H : /(Z)=0.
si et seulement si il existe un élément A non nul de K tel que ¢/ = M.

Preuve de la proposition 1.5.8. —

e HYPOTHESE 4l existe un élément A non nul de K tel que £/ = \
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e HyroTHRESE H est le noyau de ¢

D’ou le résultat. []

Examinons le cas de la dimension finie. Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel E,, de dimension finie n non nulle,
d’équation
H : &) =0.

Equipons E,, d’une base e = (€1, ...,€,) et introduisons la base e*, définie en 1.5.2.
Soit un hyperplan défini par une forme linéaire ¢ non nulle,
H : {Z)=0.
La forme linéaire £ se décompose dans e* :
{=aje] +agses + - +aney,

ol a, as,...,a, sont des éléments de K™ non tous nuls. Donc si I’on désigne pour i = 1,2,...,n, x; la ¢ coordonnée
d’un vecteur générique & de E,, dans la base e, alors

UZ) = a1e] (%) + azes(Z) + - - + ane), () = a121 + a2xa + - -+ + apn.
On obtient ainsi, ce que 'on appelle ’équation de H dans la base e :
H: ax1 +asxo+---+apx, =0.
Réciproquement, pour tout n-uplet (a1, as,...,a,) non nul d’éléments de K, I’équation
a1 + agxa + - +apT, =0
définit un hyperplan, le noyau de la forme linéaire aie} + aze3 + --- + ane).

Dans le cas de la dimension 3, on retrouve en particulier I’équation d’un plan vectoriel telle qu’elle a été vue dans les
petites classes, et dans le cas de la dimension 2 celle d’une droite vectorielle.

D’apreés 1.5.8., Si H est un hyperplan de E d’équation
H: aix1+asxs+--- 4+ anxy, =0,

alors
/ ! /
a1 + agrey + - +a,x, =0

est une équation de H si et seulement si, il existe un élément A non nul de K tel que :

(ay,...,al) = Nay,...,a,).

Restons en dimension finie non nulle n. Et étudions 'intersection de m hyperplans.

Proposition 1.5.9. —Soient H1, Ho, ..., H,, des hyperplans d’un espace vectoriel E,, de dimension finie n non nulle.
Alors intersection de Hi,Ho, ..., H,, est un espace vectoriel de dimension au moins n —m :

m
dimﬂ H;, >n—m.
i=1

Remarque —
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e Cette proposition n’a d’intéret que si 2 < m < n.
e On peut avoir égalité dans la proposition 1.5.9. Considérons (€}, €s, ..., €,) une base de Ei,.............

Preuve de la proposition 1.5.9. — Nous allons donner une preuve par récurrence, toutefois nous proposerons dans les
feuilles d’exercices une preuve directe plus instructive. Soit (R,,) la propriété! :

« Dans un espace de dimension non nulle n. pour tout entier m > 2 'intersection de m hyperplans est est un espace
vectoriel de dimension au moins n — m. »

e (R;) est trivialement vraie d’aprés la remarque.
e Soit d > 1. On suppose (Ry). Soient alors un entier m > 2 et Hy, ..., H,,, des hyperplans d’un espace vectoriel
Eg+1 de dimension d + 1.....

D’ou (Rg+1)
Ainsi, vient-on de prouver par récurrence que (R,,) est vraie pour tout entier n > 1. D’ou le résultat []
Remarque — On garde les notations de 1.5.9. et ’on note pour i = 1,...,m, ¢; une forme linéaire dont le noyau est
m
H,. Alors dim (| H; = n — m si et seulement si les formes linéaires ¢4, ..., ¢, sont indépendantes. Ce résultat sera
i=1

proposé en exercice.

Proposition 1.5.10. — Soit F un sous espace vectoriel de E,,, K-espace vectoriel de dimension n non nul. On suppose
que dim(F) = n — m, avec m entier compris au sens large entre 1 et m. Alors il existe m hyperplans Hy,...H,, de
E,, dont lintersection est égale a F :

1. On peut aussi faire une récurrence sur le nombre d’hyperplans
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Preuve de la proposition 1.5.10. —

Exemple — Ainsi dans un espace de dimension 3, une droite est-elle I'intersection de deux plans.
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