Utilisation des théorémes de sommation par paquets
Soit I est un ensemble (dans la pratique dénombrable).
Cas des familles positives

Les théorémes de ce paragraphe donne des équivalences a la sommabilité.

On considére (u;);c; une famille de réels pOSitifS ou nuls.

Sommation par paquets pour les familles de réels positifs ou nuls

Soient J un ensemble et {I;};c; une partition de I. Alors on a

Z Zuz :Zuig—i—oo.
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I$" En particulier (u;);cr est sommable si et seulement si > (Z u1> est finie.
jeg \icl;

CAS PARTICULIER : suite double (uy q)(p.q)en2 & termes positifs ou nuls. I = N x N, deux partitions {{p} x N} en
et {N X {q}}q¢en.

Interversion de sommation, Fubini-Tonelli
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(p,q)EN? q=0

15" Ce théoréme permet de prouver la sommabilité d'une suite double en sommant d’abord par rapport & un indice
puis par rapport a ’autre.
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Exercice type : montrer lezistence et donner la valeur de Eo (Z up,q> .
q=0 \p=

Solution —
La famille (up,q)(p,q)en2 est une famille de réels POSITIFS ou nuls.

Pour tout p € N, " u, 4 converge, la somme de cette série (téléscopique, géométrique...) se calcule sans mal :

q>0
+oo
Zup’q ............... = e = s(p)
q=0
+oo
La série Y s(p) converge et sa somme vaut > $(p) = .cceevveenneenn = e =S.
p>0 p=0

Donc par le théoréme de Fubini-Tonelli, pour tout ¢ € N, 3" w, , converge et (Z Up, q> converge de plus
p=>0 q>0 \p

> () =5 (Soe) -5

q=0 p=0

I¥" On procéde ainsi quand on ne sait pas calculer la somme de > u, 4, tout au plus sait-on que cette série converge
p=>0
Notons que S est la somme de la famille sommable (up,q)(p,q)enz-




Cas des familles de réels ou complexes
Les théorémes de ce paragraphe exigent la sommabilité et donnent des propriétés qu’elle implique.

On considére (u;);c; une famille d’éléments de K, ou K = R ou C.

Sommation par paquets pour les familles de réels ou complexes

Soit {I,,}nen une partition de I. On suppose la famille (u;);c; SOMMABLE. Alors
— pour tout entier naturel n, (u;);cs, est sommable ;

— lasérie > [ > w; | converge ;

n>0 \i€l,
+oo
—enfin > | > u | =D u;.
n=0 \i€l, i€l

IZ" Pour prouver la sommabilité de (u;);er, on utilise souvent le théoréme de sommation par paquets pour une famille
de réels positifs ou nuls

e Sommapbilité.

— Soit ng € N. La famille (|u;|)ier, est sommable. En effet...... Calculons sa somme > |u;| = ........ = e = Png-
i€1n,

— La série Y p, converge, en effet............
n>0

Donc (|u;i])ien, et donc (u;);en, sont sommables.
e Calcul de la somme. Soit ng € N. On sait que (Ui)ielno est sommable. Calculons sa somme : > u; = ... = Sp,.

i€ln,
On sait, par le théoréme de sommation par paquets des familles sommables d’éléments de K, que ) s, converge et

n>0
+oo
que : Zui = an
n=0

el

Théoréme de Fubini Lebesgue pour les suites doubles réelles oucomplexes

Soient (up.q)(p.qenz une famille de réels ou de complezes. On suppose que la famille (|up 4|)(p,q)en> est SOMMABLE.
Alors on a l’égalité, toute les quantités qui y figurent étant bien définies (dans C),

(5,5 BE)

p=0 p,q)EN? q=0
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Exercice type : montrer l’ezistence et donner la valeur de Eo (Z up,q> .
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Solution—

e Sommapbilité.

— Pour tout élément p de N, >" |u, 4| converge, sa somme (téléscopique, géométrique...) se calcule et vaut s(p).
q=0
— La série > s(p) converge.
p=>0

Donc par le th. de Fubini-Tonelli, la famille positive (|u, q|)(p,q)enz et donc la famille (u, g) (. q)en2 SONt sommables.
e Calcul de la somme. On sait que pour tout p € N, " wu, , converge, la somme de cette série (téléscopique, géomé-

q=0
trique...) se calcule et vaut t,. Par le théoréme de Fubini-Lebesgues, toute les termes suivants sont bien définis et
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2 X | =2
p=0 p=0

q=0



