Bases de K[X] et K[X],

Par K on désigne R ou C et par n un élément de N*.

Bases tayloriennes

X — [ X — 7
e (557) Jalm-(52) |
& iEN v i=0,....n

Soient a € K| B, = (Xi)z.eN

Bases

Les familles %, et %, sont des bases de K[X] la premiére est dite canonique.

La famille %, ,, est une base de K[X],, .

X —a) ,
Pour i € N, on pose | T; = # . Alors pour tout j € N, Ti(”(a) =6;; | Dou:
7!

Isomorphismes réciproques ¢ et v :
¢

K[X]n 7 K”+1
%

¢ : P —s (PO(a), PY(a),..., P (a))

n i
X —a)
E Ci@ (—‘(007017“-70’”) : w

7!
i=0
By est 'image par ¢ de la base canonique de K",

Décomposition dans %,. Soit P € K[X].

400 +oo ]

) , X —a)

p— E :P(’)(a)Ti — E P(l)(a)% ( formule de Taylor)
i—0 i=0

IZ” On utilise les bases tayloriennes dans les exercices qui font appel aux valeurs du polynéme et de ses

dérivées en un point.

Produits scalaires K = R (HP)

L’application
+Oo . .
®, : RIX|xR[X] > R; (PQ) — ZP(l)(a)Q(’)(a)
i=0
est un produit scalaire. La base 4, est une base orthonormée pour ce produit scalaire.
L’application
= PO @V(0)
1! 7!

¥ : RX]xR[X] = R; (P,Q)—
1=0

est un produit scalaire. La base canonique est une base orthonormée pour ce produit scalaire.

Pour tout p € N, 5= fozﬂ exp(ipf) dd = &y, d’ou :

Expression intégrale d’un polynéme (HP)

+oo . +oo .
Soient P et @ des éléments de R[X], P= ) p,;X7,Q = > ¢; X7.
j=0 j=0
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+oo
W(P.Q) =3 ity = 5= | Plexpli0)Qesp(=i6)) a8 |p; = - [ Plexp(i6)) exp(=ij6) a0 = W(P. X7)
§=0




Bases lagrangiennes
Soient ag, ay, ..., a, des éléments de K deux & deux distincts. On pose pour i = 0,1, ..., n,

X — aj
L= H H et | ¥ = (Li)i:(),...,n

7=0,....,n
g

Base
La famille .Z est une base de K[X],, (base des polynémes de Lagrange aux points ag, a1, ..., ay)-

Isomorphismes réciproques f et g :

L,

K(X], ,” K"
H

f P+ (P(ap), P(a1),..., P(as))

ZbiLiH(bOabla"'abn) g
=0

£ est I'image par g de la base canonique de K11,

Polynéme d’interpolation
Soit (b, b1, ..., by) € K" il existe un et un seul élément P de K[X],, tel que :
Vi e [[Ln]]vp(ai) = b;,
Cest | P = g(bo,..bn) = > _biLi |
i=0
Décomposition dans Z.
P = Z P(a;)L;
i=0

n n
3" a;L;, plus généralement X* = >~ a¥L;, pour k =0,....n.
= =0

n
Cas particulier : 1 = >~ 1 x L;, X =
i i=0

=0
1 a ... af
. (X0, X™) 1 ap ... af .
Matrice de passage : P, " = . | (matrice de Vandermonde).
1 a, ... a}

IZ" On utilise les bases lagrangiennes dans les exercices qui font appel aux valeurs du polynéme en n+1

points.
Produits scalaires K = R (HP)
L’application
U, : RX]—-nxR[X], > R; (P,Q) — zn:P(ai)Q(ai)
i=0

est un produit scalaire. La base .Z est une base orthonormée pour ce produit scalaire.




