
Projections et symétries

Par K on désigne R ou C, par E un K-espace vectoriel.

Étude géométrique

On considère F et G deux sous-espaces supplémentaires de E :

E = F⊕G.

Soit ~x ∈ E. Par dé�nition il existe un et un seul élément (f, g) de F×G tel que :

~x = ~f + ~g

Dé�nitions

On utilise la terminologie suivante :

� le vecteur ~f s'appelle le projeté de ~x sur F suivant (selon) G ;

� le vecteur ~f − ~g s'appelle le symétrique de ~x par rapport à F suivant (selon) G ;

� l'application p de E dans E qui à un élément de E associe son projeté sur F suivant G s'appelle projection sur

F suivant G ;

� l'application s de E dans E qui à un élément de E associe son symétrique par rapport à F suivant G s'appelle

symétrie par rapport à F suivant G.

~x = ~f︸︷︷︸
∈F

+ ~g︸︷︷︸
∈G

; p(~x) = ~f ; s(~x) = ~f − ~g
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Exemples

1. E = Mn(K), F = Sn(K), G = An(K). Pour M ∈Mn(R),

M =

(
M +MT

2

)
︸ ︷︷ ︸
∈Sn(R)

+

(
M −MT

2

)
︸ ︷︷ ︸
∈An(R)

; (1)

p(M) =

(
M +MT

2

)
; s(M) =

(
M +MT

2

)
−
(
M −MT

2

)
=MT.

La symétrie s est la transposition.

2. E = RR, F = P, espace vectoriel des éléments pairs de RR, G = P espace vectoriel des élément impairs.

Pour f ∈ RR.

f =

(
f + f(− ·)

2

)
︸ ︷︷ ︸

∈P

+

(
f − f(− ·)

2

)
︸ ︷︷ ︸

∈I

; (2)

p(f) =

(
f + f(− ·)

2

)
; s(f) =

(
f + f(− ·)

2

)
−
(
f − f(− ·)

2

)
= f(− ·).

� Les égalités (1,2) sont à connaître par c÷ur ; elles prouvent que F + G = E, comme trivialement
F ∩G = {0}, la supplémentarité de F et G est acquise.

Étude algébrique

L'application p est linéaire et p ◦ p = p

ker(p) = G ; Im(p) = F ; Ker(p− idE) = F

L'application s est linéaire et s ◦ s = idE

� Une symétrie est donc un isomorphisme.

ker(p− idE) = F ; Ker(p+ idE) = G

Les réciproque sont vraies :

Caractérisation des projections

Une application f de E dans E est une projection si et

seulement si :

� elle est linéiare ;

� f ◦ f = f.

Si c'est le cas, alors c'est une projection sur Ker(f − idE)

suivant Ker(f).

Caractérisation des symétries

Une application f de E dans E est une symétrie si et seule-

ment si :

� elle est linéiare ;

� f ◦ f = idE.

Si c'est le cas, alors c'est une symétrie par rapport à

Ker(f − idE) suivant Ker(f + idE).

Exemple.
Soit A ∈ K[X] de degré n ≥ 1.

L'application ρ de R[X] qui à un élément P de R[X] associe le reste dans la division euclidienne de P par A est une

projection sur K[X]n−1 suivant AK[X].

P = AQ︸︷︷︸
∈AK[X]

+ ρ(P )︸ ︷︷ ︸
∈K[X]n−1
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Cas préhilbertien

MPSI : (E, 〈·|·〉) est un espace euclidien (i.e. réel de dimension �nie non nulle), F un sous-espace vectoriel de E.

MP : (E, 〈·|·〉) est un espace préhilbertien réel, F un sous-espace vectoriel de E de dimension �nie.

Supplémentaire orthogonaux

L'espace vectoriel F⊥ des vecteurs de E orthogonaux à tout vecteur de F est un supplémentaire de F, (c'est même

l'unique supplémentaire de F orthogonal à F).

F+ F⊥ = E

La projection sur F selon F⊥, pF, est appelée projection orthogonale sur F.

La symétrie par rapport à F selon F⊥, sF, est appelée symétrie orthogonale par rapport à F.

� Caractérisation pratique du projété orthgonal de ~x : Un élément ~y de F est le projeté orthogonal de ~x si

et seulement si : ∀i ∈ [[1, p]], 〈~x− ~y|~xi〉 = 0, où (~x1, ..., ~xp) est une base de F (ou une famille génératrice).

Expression dans une base orthonormale du projeté

Soient (~e1, ..., ~ep) une base orthonormée de F, ~x un élément de E. pF(~x) =

p∑
i=1

〈~x|~ei〉~ei

Cas particulier F est une droite D dirigée par un vecteur ~u :

pD(~x) = 〈~x|~u〉 ~u

‖~u‖2
; , sD(~x) = 2pD(~x)− ~x = 2〈~x|~u〉 ~u

‖~u‖2 − ~x

� Lorsque F est un hyperplan, de vecteur normal unitaire ~n, il est plus simple de déterminer pvect(~n)
que pF : pF = idE − pvect(~n) = idE − 〈· |~n〉~n.

Théorème de projection

Soient ~x ∈ E et ~y ∈ F. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1. ‖~y − ~x‖ = d(~x,F).

2. ~y = pF(~x).
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Figure 1. Par le théorème de Pythagore, d(x,F) ≤ ‖~x, ~y‖.
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