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récapitulatif



GROUPES

Définition — GROUPE —
On appelle groupe tout couple (G, %), ot G est un ensemble, * une loi interne sur G et qui jouit
des propriétés suivantes :

1. La loi % est associative.
2. La lot x posséde un élément neutre.
3. Tout élément de G posséde un symétrique.

St de plus la loi x est commutative, on dit que le groupe est abélien.

Définition — SOUS-GROUPE —
Soit (G, *) un groupe. On appelle sous-groupe de (G, *), tout couple (H, ;kl) ot :

— H est une partie de G stable par la loi *;
— % est la loi induite par x sur H ;

— (H, I>:k[> est un groupe.
Remarque — Abusivement on dit que H est un sous-groupe.

Proposition — CARACTERISATION DES SOUS-GROUPES —
Soit (G,*) un groupe. Soit H une partie de G. H est un sous-groupe de (G,*) si et seulement
St

1. La partie H est non vide.
2. La partie H est stable par la lot *.
3. La partie H est stable par passage au symétrique.

Proposition — INTERSECTION DE SOUS-GROUPES —
L’intersection d’une famille, finie ou non, de sous-groupes d’un groupe (G, *) est un sous-groupe

de (G, *).
Définition — MORPHISME DE GROUPES —
Soient (Gl’T) et (Gg,g) des groupes. On appelle morphisme du groupe (Gl’T) dans le groupe

(Gg,ﬂ;), toute application ¢ de Gy dans Gy telle que pour tout x et tout y éléments de G,
p(rry) = o(a) x o(y).

Proposition — PROPRIETES DES MORPHISMES DE GROUPES —
Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G, >|l<) dans une groupe (G, >|2<) Alors,

1. vleg,) = eq,-

2. Pour tout élément z de Gy, p(z™') = (p(z))".

3. Si Hy est un sous-groupe de (G, T)’ alors p(Hy), en est un de (G, >§)

4. Si Hy est un sous-groupe de (G, ;), 0 (Hy), en est un de (G, T)

Cas particulier — ¢! ({eg,}) est un sous-groupe de (Gj, T)’ on I'appelle noyau de ¢ et
on le note Ker(yp).
Proposition — Soit ¢ un morphisme d’un groupe (G1, T) dans un groupe (Gs, ;) Alors

est injectif si et seulement si Ker(¢) = {eq, }-



ANNEAUX

Définition — ANNEAU —
On appelle anneau tout triplet (A, +, X), ot A est un ensemble, + et X des lois internes sur G
tels que l'on ait :

1. (A,+) est un groupe abélien.

2. La loi X est associative.

3. La loi X posséde un élément neutre.

4. La loi x est distributive par rapport a la loi +.

St de plus la loi X est commutative, on dit que l’anneau est commutataf.

Définition — SOUS-ANNEAU —
Soit (A, +, x) un anneau. On appelle sous-anneau de (A, +, X), tout triplet (B,+, X) ot :
B’ B

— B est une partie de A stable par les lois + et X ;
— 14 est élément de B ;

— + et X sont les lois induites respectivement par + et X sur B
B B

— (B, +, X) est un anneau.
B B

Remarque — Par un abus on dit que B est un sous-anneau.

Proposition — CARACTERISATION DES SOUS ANNEAUX —
Soit (A, +, x) un anneau. Une partie B de A est un sous-anneau de (A, +, X) si et seulement
s1

1. 14 est élément de B.

2. B est stable par +.

3. B est stable par passage a [’opposé.
4. B est stable par x.

Définition — MORPHISMES D’ANNEAUX —
On appelle morphisme d’un anneau (A, T, >1<) dans un anneau (As, —%—, >2<), toute application @
de Ay dans A, telle que :

1. o(1la,) = 14,.

2. pour toul x et tout y éléments de Aq, ¢(x —{—y) = p(x) + o(y).

3. pour tout x et tout y éléments de Ay, p(z xy) = p(x) X p(y).
1 2

Si de plus ¢ est une bijection de Ay sur Ay, on dit que @ est un isomorphisme d’anneaux.
Proposition — PROPRIETES DES MORPHISMES D’ANNEAUX —
Soit ¢ un morphisme de 'anneau (A1, +, X) dans lanneau (Ay, +, X).
11 27 2

1. ¢ est un morphisme du groupe (A1, +) dans le groupe (A, +).
1 2

2. Pour tout élément x, de A, inversible, p(z7') = (p(21)) "

3. L’image direct d’un sous-anneau de (Ay,+, X) par ¢ est un sous-anneau.
11

4. L’image réciproque d’un sous-anneau de (A, +, X) par ¢ est un sous-anneau.
27 2



ANNEAUX INTEGRES, CORPS

Définition — ANNEAU INTEGRE —
Un anneau (A,+, X) est dit intégre si par définition,

1. L’anneau (A,+, x) est non trivial.
2. L’anneau (A, +, X) est commutatif.
3. Pour tout a et tout b éléments de A, sia xb=04 alorsa =04 oub=04.
Définition — CORPS —
On appelle corps, tout anneau (K,+, X) tel que l'on ait :
1. L’anneau (K, 4+, X) est non trivial.
2. L’anneau (K, +, x) est commutatif.

3. Tout élément de K distinct de Ox est inversible.
Proposition — Tout corps est un anneau intégre.

Définition — SOUS-CORPS —
On appelle sous-corps d’un corps (K,+, X) tout sous-anneau de (K,+, x) (considéré comme
un anneaw), qui est un corps.

Proposition — CARACTERISATION DES SOUS-CORPS —
Soient un corps (K, +, X) et k une partie de K. k est un sous-corps de (K, 4+, X) si et seulement

si
1. 1 €k, ( ou bien k non nul)

2. k est stable par +,
3. k est stable par passage a l'opposé,
4. k est stable par X,
5. k est stable par passage a linverse.

Définition — MORPHISMES DE CORPS —
On appelle morphisme d’un corps (Kl’—f’ >1<) dans un corps (Kg,—{2—, >2<), toute application o de

K dans K telle que :
1. o(14,) = 14, (ou bien ¢ non nulle).

(sous-anneau)

2. Pour tout x et tout y éléments de K1, o(x+y) = p(z) + ¢(y).
1 2

3. Pour tout x et tout y éléments de Ky, p(x X y) = p(z) X ©(y).
1 2

St de plus ¢ est une bijective, on dit que ¢ est un isomorphisme de corps.
Proposition — PROPRIETES DES MORPHISMES DE CORPS —
Soit ¢ un morphisme d’un corps (K1,4, x) dans le corps (Kq, 4+, X).
11 27 2

1. Pour tout élément x, de Ky non nul, p(27%) = (p(21)) "

)
2. L’image direct d’un sous-corps de (K1, +, X) par ¢ est un sous-corps.
11
3. L’tmage réciproque d’un sous-corps de (Ko, +, X) par ¢ est un sous-corps.
27 2

Définition — IDEAL —
Soit (A, +, X) un anneau intégre, dans la pratique (Z,+, x), (K[X], 4+, X) ete. On appelle idéal
de (A, +, x), toute partie S de A telle que :

1. (S0, +) soit un sous groupe de (A, +).
2. Pour tout élément xy de Sy et tout élément a de A, a X xg € .

Proposition — Les noyaux des morphismes d’un anneau intégre dans un anneau sont des
1déaur.



ESPACES VECTORIELS

Définition — ESPACE VECTORIEL —
On appelle espace vectoriel sur un corps (K, +, x) (K =R, C,...) tout triplet (E,+,-), ot E
E

est un ensemble, + une loi interne sur E, - une opération de l'ensemble K sur E, (K x E —
E

E; (a,x) — a-x,), tel que (E,+) soit un groupe abélien et qui jouit des propriétés suivantes :
E

1. Pour tout élément o de K, tout x et tout y éléments de E.
a(x+y) = (ax) +H(ay).
(x+y) = (ax) +{ay)

2. Pour tout élément x de E, tout « et tout B éléments de K.
(4 B)x = (@) +(5).

3. Pour tout élément x de E, tout a et tout B éléments de K.
(a % B)x = a-(8).

4. Pour tout élément x de E, 1-x = x.

Conventions d’écriture — + noté +, omission de -, priorité de - sur +.
) )
E E

Définition — SOUS-ESPACE VECTORIEL —
Soit (E,+,.) un e.v. sur K. On appelle sous-espace vectoriels de (E, +,-), tout triplet (H, +, ﬁ’)
H

o !
— H est une partie de E stable par + et par -, H+ H C H, K-H C H);
— + la loi induite sur H par +, o lopération de K sur H induite par -;
H

— (H,+, H,) est un espace vectoriel sur K.
H
Remarque — Abusivement on dit que H est un sous-espace vectoriel.

Proposition — CARACTERISATION DES SOUS-ESPACES VECTORIELS —
Soit (E,+,.) un e.v. sur K. Soit H une partie de E. H est un sous-e.v. de (E,+,.) si et
seulement si

1. H est non vide.

2. La partie H est stable par combinaison linéaire.

Définition — APPLICATIONS LINEAIRES —
On appelle application linéaire d’un K-e.v (E,+,-) dans un K-e.v. (F,+,), toute application
f de E dans F telle que : pour tout (x,y) € E?, pour tout (a,3) € K2, flax + fy) =
a-f(x) + B-f(y).

Proposition — PROPRIETES DES APPLICATIONS LINEAIRES —
Soit £ une application linéaire d’un e.v. (E,+,-) dans un e.v. (F,+,-).

1. £(0g) = Op.

2. Si H est un sous-e.v. (E,+,-), alors f(H), en est un de (F,+,-).

3. Si H' est un sous-e.v. de (F,+,-), alors f7'(H'), en est un de (E,+,").

Cas particulier — f~! ({Op}) est un sous-e.v. de (E,+,-); on Uappelle noyau de f et on
le note Ker(f). f est injectif si et seulement si Ker(f) = {Og}.



ALGEBRES

Définition — ALGEBRE —
On appelle algebre sur un corps (K, +, x) (K =R, C,...) tout quadruplet (E,+, x,-), ou E
est un ensemble, + et X des lois internes sur E, - une opération de 'ensemble K sur E, tel
que :

1. (E,+, X) soit un anneau.
2. (E,+,-) soit un espace vectoriel sur K.

3. Pour tout a élément K, tout x et tout y éléments de E.
(x) Xy =x X (y) = a(x X y).

Si de plus la lor X est commutative on dit que ['algébre est commutative.

Définition — SOUS-ALGEBRE —
Soit (E,+, x,-) une algébre sur K. On appelle sous-algébre de (E,+, X, ), tout quadruplet
(H,+, %, -,) ot :
H H H
— H est une partie de E stable par +, par X el par - et contenant ['unité de [’anneau
(E7 +7 X7 ) ;
— +, X les lois induites sur H respectivement par + et X, - lopération de K sur H induite
por';
— (H,+, x, -,) est une algébre sur K.
H HH

Remarque — abusivement on dit que H est une sous-algebre.

Proposition — Soit (E,+, x,-) un e.v. sur K. Une partie H de E est une sous-algébre de
(E,+, X, -) st et seulement si H est un sous-anneau de (E,+, X) et un sous-e.v. (E, +,-).

Proposition — CARACTERISATION DES SOUS-ALGEBRES —
Soit (E,+, x,-) un e.v. sur K. Soit H une partie de E. H est une sous-algébre de (E,+, X, -)
st et seulement si

1. 1p € H.
2. La partie H est stable par combinaison linéaire.

3. La partie H est stable par x.

Définition —MORPHISME D’ALGEBRES —

Soient (E, +, x,-) et (F,+, X, ) des algébres sur K. On appelle morphisme de Ualgébre (E, +,-)
dans Ualgébre (F,+,-) toute application f de E dans F qui soit un morphisme de l'anneau
(E, +, x) dans Uanneau (F,+, x) et une application linéaire de 'e.v. (E,+,) dans l’e.v. (F,+,-); ¢’est-
a-dire qui vérifie :

[ ] f(1E> - ]-F;

o Pour tout (x,y) € E2, tout (o, 8) € K?, f(ax+ fy) = a-f(x) + 8-£(y);

e Pour tout (x,y) € E?, f(x x y) = f(x) x f(y).

Proposition — PROPRIETES DES MORPHISMES D’ALGEBRES —
Soit £ un morphisme d’une algébre (E, +, X,-) dans un algebre (F,+, x,-).

1. Si H est un sous-algebre de (E,+, X, -), alors f(H), en est une de (F,+, X, -).
2. Si H' est un sous-algébre de (F,+, X, ), alors £7'(H'), en est une de (E,+, X, ).



