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DM n°l1

Premier Probléme
GRANDS ENSEMBLES DE VECTEURS PRESQUE ORTHOGONAUX —

Soit un entier m > 1. R™ sera dans la suite muni de sa structure euclidienne canonique, (-|-)) désignera
le produit scalaire canonique, || - || la norme associée. On admettra qu’il existe une notion de volume sur R™
semblable & celle en domension 3 et que le volume d’une boule et proportionnel & la puissance m® de son rayon.

Par S™~! on désigne la sphére unité de E. Soit u = (u;);cs une famille d’éléments de S™~!, ou I désigne un
ensemble admettant au moins deux éléments. Nous appellerons paramétre de cohérence de la famille que nous
noterons C'(u) le nombre réel :

C(u) = sup{[(@i|d;)|; (i,) € I*,i # j}.

1. Justifier que le paramétre de cohérence de u est bien défini

2. Que dire d’une famille V & valeur dans S™~! de paramétre de cohérence nul. Montrer qu’une telle famille
est finie.

3. Soit € un élément de ]0, 1[. On supose que C(u) < e.

(a) Soit R un réel strictement positif. Donner une codition sur R pour que pour tout couple (i,7) d’élé-
ments distincts de I, les boules fermées de rayon R et de centre u; et u; soient disjointes.

II|§<1+\/Z>m.

On appelle vecteur de Rademacher & valeur dans S™~! tout vecteur aléatoire X, de R™ de la forme

(b) Montrer que I est fini et que

1
X=—(X1,X5,...X
\/E( 1y A25 0y m)a
dont les composante X1, ...X,, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent la
loi de Rademacher :
pouri=1,...,.m P(X;=1)=P(X; = -1) =3

4. Soient X = \/%(Xl,XQ, e Xpm) et Y = \/—%(Yl, Ya, ..., Yy,) des vecteurs de Rademacher indépendants.

, 2
(a) Montrer que pour tout réel ¢, ch(t) < exp (%)

E (exp(H(X[|Y))) = (Ch (t>>m

m

(b) Montrer que pour tout réel ¢,

(c) Montrer que
2
E HX|Y))) < —
explex i) < exp (5
5. Soient o et A des éléments de R et Z une variable aléatoire réelle telle que pour tout ¢ € R,

2,42
E(exp(tZ) < exp (U2t> .

Montrer : \2
P(lZ| >N <2 - .
(1212 %) < 2exp (- 55

2m
6. (a) Montrer que P ([{(X|Y)]| > &) < 2exp (—52 ) .



(b) Soient X', X2 ..., X des vecteurs de Randemacher & valeurs dans S™~! mutuellement indépen-
dants. Déduire de la sous-question précédente que :

2
P( sup |<Xi|Xj>|2€)<N2exp<—E2m).

1<i<j<N

7. On suppose que 6 €]0,1] et m > 2%. Majorer P ( sup  [(XPX7)| > 5).
1<i<j<N

8. Soit N = {exp (8247”” Montrer qu’il existe une famille w de vecteur de S™~! de cardinal N dont le
parameétre de cohérence est majorée par e.

Second probléme

Les question précédées d’un astérisque ne sont pas & rédiger.
Dans tout le probléme, E est un espace vectoriel de dimension n > 2 sur le corps des réels, et id 'application
identité de F. La composée de deux endomorphismes f et g de E sera simplement notée fg plutét que fog
Rappels.
— Un endomorphisme f de E est appelé homothétie s’il est de la forme f = Aid, ou A € R.
— Un endomorphisme f de E est appelée projecteur de E si f2 = f. On sait alors que E = im(f) @ ker(f)
et que f est la projection sur im(f) selon ker(f) (voir feuilles de colles). Autrement dit tout vecteur z
de E g’écrit de maniére unique z = x1 + x2, avec z1 € im(f) et xo € ker(f) et f(x) = z1.

1. Traces et projecteurs

1. * Soient A et B des éléments de M,,(R), montrer que tr(AB) = tr(BA).
2. * Soient f € L(E) et B et B’ des bases de E. Montrer que Matg(f) et Matp (f) ont méme trace.

On peut donc définir sans ambigiiité la trace de f comme la valeur commune des traces des matrices
de f. On note tr(f) la trace de f.

Soit p un projecteur de FE.
3. * Montrer que rg(p) = tr(p).

4. Soient f et g des endomorphismes de E. Montrer que :
rg(f +g) < rg(f) +1rg(9)-

5. Soit s un endomorphisme de E qui s’écrit :

m
§ = E Di,
i=1

ol p1, P2,--,Pm sont des projecteurs de E. Montrer que tr(s) > rg(s).

2. Endomorphismes de trace nulle
Dans cette partie f désigne un endomorphisme de FE.
6. On suppose dans cette question que f n’est pas une homothétie.

(a) * Démontrer qu’il existe un vecteur = € E tel que la famille (z, f(z)) soit libre.
(b) Montrer qu’il existe une base B = (ey, e, ..., €, ) dans laquelle la matrice de f est de la forme suivante :

0 X X - X
1
0

o -

ol A€ Mnfl(R)



(c) En déduire que si tr(f) = 0, alors il existe une base B’ dans laquelle la matrice de f a une diagonale
nulle.

7. On suppose dans cette question que f est de la forme f = f1 fo — fof1 avec fi et fo des endomorphismes
de E. Montrer que tr(f) = 0.

On va étudier la réciproque.

8. On suppose a présent que tr(f) = 0. On désigne par D,,(R) ’ensemble des éléments de M,,(R) diagonaux
et NV, (R) celui des éléments de M,,(R) a diagonale nulle. Enfin on définit I’élément D de D, (R), par

D = diag(1,2,...,n).

(a) Montrer que D, (R) et N,,(R) sont des espaces vectoriels dont on précisera les dimensions.

Soit I’application linéaire ® : M, (R) - M,(R); M — DM — MD.
(b) Montrer que im(®) C N, (R) et que ker(®) C D,,(R). En déduire que im(®) = N, (R).
(c) Montrer qu’il existe f; et fo, endomorphismes de E, tels que : f = f1f2 — faof1.

3. Prescription de la diagonale

Dans cette partie on suppose que n = dim(F) = 2 et on désigne par f un endomorphisme de E qui n’est pas
une homothétie.
On se donne des réels t1 et ty tels que : 1 + to = tr(f).

9. La question 6.(a) fournit une famille (x, f(x)) libre. Montrer 'existence d’une base B de E, dont on
exprimera les vecteurs au moyen de x et f(z), telle que la matrice de f dans cette base soit de la forme :

tl C
Gl ®
10. On suppose que la trace de f est un entier et que :

tr(f) = rg(f) = 2.

(a) On suppose que f n’est pas une homothétie. Montrer en utilisant la question 9 que f est une somme
finie de projecteurs.

ol b et ¢ sont des réels.

(b) On suppose que f est une homothétie. Montrer que f est encore une somme finie de projecteurs.
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Indications pour le DM n°3

GRANDS ENSEMBLES DE VECTEURS PRESQUE ORTHOGONAUX —

1. e {[(@la;)]; (i,5) € I?,i # j} est non vide .
e Utilisez Cauchy-Schwarz montrer que {|(i@;|i@;)|; (i,7) € I%,i # j} est majorée par 1.

2. Supposons V' de paramétre de cohérence nul. Alors V est une famille orthonormale, donc libre.....

3. Soit € un élément de ]0, 1[. On supose que C(u) < e.

(a) Comme ¢ < 1, choisir R < /155,

Soit alors un couple (4, ) d’éléments distincts de 1.

Donc les boules fermées B; et B; de centres respectifs u; et u; de rayon R sont disjointes.

(b) Pour tout réel strictement positif R < 4/ % Les boules fermées By, de centre uy et de rayon R, k € I,
sont incluses dans la boule B de centre (0,0, ...,0) et de rayon 1+ R. Ces boules étant d’aprés ce qui
précéde deux a deux disjointes La somme de leur volumes est inférieur au volume de B.....

On conlut laissant tendre R vers y/15=.

(a) On évitera de passer par une étude d’application, on utilisera plutot
Pour tout réel ¢,

; +oo tn +0oo t2n
e = Z ] donc cht = Z @)
n=0 n=0

(b) Pour commencer, montrer que que X1, ..., X;, Y1, ..., Y, sont mutuellement indépendants.
D’aprés le cours on en déduit par une récurrence immeédiate I’indépendances mutuelle de :

t t ¢
exp (leYl) , €Xp (mX2Y2> y ey €XP (meYm>

B (exp(t(X|V))) = B <f[1 exp (;XY>> _1[e (exp (;XY))

i=1

Donc

Conclure par la formule de transfert,
(c) Utilisez les questions (a) et (b).
4. Utilisez I'inégalité de Markov pour majorer P(et? > et}) puis comme l’exponentiel est croissante {Z >
A} C {etZ > et}

Optimiser alors en ¢ (minimum d’un trindme!) on a :

)\2
P(Z>)\< —— .
(Z = )eXp< 202>
Par ailleurs

P(Z] > \) = P((Z> N U(Z <N) = ...

Remarquer que la variable —Z satisfait la méme hypothése que Z et donc P(—Z > \) < exp (— A? ) .

202
Donc au final :

2
P(|Z] > \) < 2exp (—j) |
g

5. (a) Utiliser 4. (c) et 5.



(b) Montrer que 1’événement, ( sup  [(XPY7)| > 5) est la réunion des événements (|(X'[Y7)] > ¢),
1<i<j<N
1<i<j<N.

etc.

SECOND PROBLEME

Le coefficient de la i° ligne et j° colonne d’une matrice M sera noté m; ;, dans le cas ot M est donnée comme
une fonction d’une ou plusieurs matrices on le note encore M]i, j].

1. Traces et projecteurs

1. Ona:

n

tr(AB) = Z(AB)[i»i] = Zzai,kbk,i = Z @i kbk.i ;
=1 1=1 k=1

1<i,j<n

cette derniére expression étant symétrique en A et B,

| tr(AB) = tx(BA)|

2. Notons P la matrice de passage de B & B, (P = Pg/). On a par associativité de la multiplication de
M, (R) et la question 1,

tr Matg (f)) =tr (PilMatB/ ) = tr (( 1Matlg/ ) P)
=tr (P (P~"Matp (f))) = tr ((PP~") Matg (f))
=tr (Mats(f)).

La trace ne dépend que de f et non de la base choisie pour en exprimer la matrice.

3. Comme p est un projecteur, E = im(p) @ ker(p) ; choisissons donc une base B,, adaptée a cette dé-
composition en somme directe de E. Alors Matg, (p) = diag(I,, Op—,) ot r est la dimension de im(p),
c’est-a-dire le rang de p. Finalement, par 2,

]tr(p) = tr(diag(I,, On—p) = 7 = rg(p) \

4. Soit y un élément de im(f + g). On dispose par définition d’un élément x de E tel que y = (f + g)(z),
mais alors y = f(x) + g(x) € im(f) + im(g), et donc

m(f +g) Cim(f) +im(g).

Conclure par la formule des quatre dimensions de Grasmann.

5. On montre par récurrence sur m, I’hérédité provenant directement de la question 4, que :

< ng(pz)

i=1

On conclut par 3.Donc,

2. Endomorphismes de trace nulle

6. (a) Nous allons donner deuz preuves. La premiére est spécifique a la dimension finie et ne saurait se
généraliser & un espace vectoriel E qui serait de dimension quelconque. La seconde, plus longue,
mais de portée générale n’utilise pas le caractére fini de la dimension de E. Dans les deux cas nous
raisonnerons par l’absurde.

Supposons qu’au contraire pour tout vecteur x € F la famille (z, f(z)) soit liée.

PREMIERE PREUVE — Soit (x1, xa, ..., T, ) une base de E. En particulier, puisque x} est non nul, on
dispose pour k = 1,2, ...,n d’un réel oy, tel que f(x) = apzy et d'un réel a tel que f(x1+x2,....4x,) =
a(zy + 22 + ... + x,) (laliberté de (x1, 29, ..., x,) interdit la nullité de x1 + 2 + ... + x,,) ). etc.



SECONDE PREUVE — Pour tout élément x de E non nul on dispose d’un réel «,, (unique d’ailleurs),
tel que :

f(z) = azx

Soient zp € E \ {0}.
Soit un vecteur y de E non nul. Deux cas se présentent :
— Premier cas : (xg,y) est libre.
Alors x¢ + y n’est point nul et considérer zg + y.....
— Second cas : (zg,y) est liée.

(b) La sous-question (a) fournit un vecteur e; de E tel que (e, f(e1)) soit libre. Posons es = f(e1) et
complétons la famille libre (e1, e2) en une base B = (e, ea, ..., €,).
(c) Raisonnons par récurrence sur la dimension de ’espace.
Soit (Py) la proposition :
pour tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension k, de trace nulle, il existe une base de
l’espace dans laquelle la matrice de l’endomorphisme est a diagonale nulle.
e La propriété (P;) est triviale.
e Soit k € N*. Supposons (Py). Soit alors f11 un endomorphisme d’un espace Ej 1 de dimension
k + 1. Par la question précédente il existe une base (ey,ea,...,ex11), de Ery1 tel que la matrice de
fr+1 soit de la forme :

0 x x -+ X
1

O b
: A

0

Remarque. On peude fagon alternative raisonner matriciellement en prenant comme hypothése
de récurrence : « Toute matrice de My(R) de trace nulle est semblable & une matrice 4 diagonale
nulle ». On edt alors, dans la preuve de U’hérédité procédé par produits matriciels par blocs. Cette
méthode est moins conceptuelle et trouve les faveurs de tous ceux que la lourdeur des produits par
blocs n’effrait pas. Vous étes invité a comparer par vous-méme les deux méthodes.

8. (a) Considérer les deux sous-familles de la base canonique de M,,(R) suivantes :

Remarque : On a aussi D, (R) & N, (R) = M, (R).

(b) Soit M € M, (R). ]im@) C N,(R) \ ]ker(cp) C Du(R) \

La formule du rang pour I'endomorphisme ® assure que : ’im(@) = MN.(R) ‘

(c) Excluons le cas ou f serait une homothétie, donc nulle (puisque de trace nulle), et ot 'endomorphisme
nul convient fort bien tant pour f; que fo. Alors 6.(b) nous fournit une base B telle que la matrice
de f dans B — notons la F' — soit élément de N, (R). Mais d’aprés le point précédent on dispose
d’un élément Fp de M, (R) tel que : F = ®(Fy) = DF, — F5D. Désignons alors par f1 et fy les
endomorphismes de E ayant respectivement comme matrices dans B, D et F5 .......

3. Prescription de la diagonale

9. Sans trop de difficultés on a :
f(@) =tz + (f(z) — t1).
Mais la famille (x; (f(z) — t1z)) est une base de E (déterminant).........



10. (a) Notons t3 = tr(f) — 1. On a que t3 est un entier supérieur ou égal & 1. La question 9 nous offre une

base B” telle que Matp(f) = G tc). Alors
2

wostn= (0 O+ (8 5) o (0 )

to, termes

etc....
(b) Dans une quelconque base B la matrice de f est %Ig. Distinguer deux cas.
PREMIER CAS. La trace de f est paire.
SECOND CAS. La trace de f est impaire.



