MP* 2025-26

Programme de colles n°1

1 Révisions de probabilités de sup.

— Probabilités sur un ensemble fini.
— Variables aléatoires.

2 Algébre linéaire : révisions de MPSI, utilisation pratique de la dia-
gonalisation et trigonalisation

— Espace vectoriels, familles libres, génératrices bases, somme directes, sous-espaces supplémentaires.
— Rang d’un endomorphisme, théoréme et formule du rang, polynémes d’interpolation de Lagrange.
— A wvenir : semaine prochaine formes linéaires, hyperplans...
— Matrices :
— Matrices semblables, deux matrices semblables ont méme trace, trace d’'un endomorphisme.
— Matrices équivalentes : des matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.
— Semaine prochaine diagonalisation, trigonalisation, (point de vue géométrique et pratique).
Les questions de cours ou exercices avec un astérisque x pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse, Lucas Pan, Anaél Pelé, Arthur Quendo, Noémie Manach, Martin Pina-Silas, Aiden Legal,
Kevynn Boucher.

Les questions de cours ou exercices avec deux astérisques xx pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse.

3 Questions de cours

1. Théoréme du rang : I'image d’une application linéaire est isomorphe & un supplémentaire du noyau,
application si F et F/ sont des supplémentaires d’un méme sous-espace vectoriel alors ils sont isomorphes

(p- 40).
2. Tout élément de M, ,(K) de rang r est équivalent & la matrice J,.. (Preuve algébrique cette semaine) .

3. Polynomes d’interpolation : existence unicité puis expression (page 42).

4 Reécitation d’exercices

1. On se donne n urnes dans lesquelles on dispose au hasard et uniformément m boules. Soit k € N.

(a) Quel est la probabilité p,, ,, de ’événement « la premiére urne contienne k boules » ?
(b) Soit ¢ un entier naturel et une suite d’entier naturels (m;);en telle que m; o ci. Montrer que pp,, i
1—r+00
tend vers e‘c%, lorsque ¢ tend vers +oo.

(c) * Déterminer la probabilité ¢, , de ’événement « Chaque urne contient au plus une boule ». Montrer
que g, ; tend vers 1 lorsque ¢ tend vers +o0.

Soit ¢ un entier naturel et une suite d’entier naturels (m;);en telle que m; AJ; ¢Vi. Montrer que
1—>+00

2
Qm;i — €Xp (—) :
i +o0o 2
2. Soit V une variable aléatoire définie sur un univers (fini) 2, & valeurs dans {0,...,n}. Montrer que
E(V)=>Y PV >19).
i=1

Soient X et Y des variables alatoires définies sur {2, indépendantes et qui suivent la loi uniforme sur
{0,...,n}. Calculer E(min(X,Y)).



10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.

. On considére une urne contenant a boules noires et b boules blanches. Aprés chaque tirage la boule

extraite et remise dans I'urne avec ¢ boules de sa couleur. Déterminer la probabilité p,(a,b) que la n®
boule tirée soit blanche. On raisonera par récurrence.

. x Deux amis A et B jouent & un jeu chacun leur tour selon le principe suivant :

— chaque partie est indépendante des autres ;

— le joueur A commence ;

— si un joueur perd sa partie alors ’autre joueur joue la prochaine partie ;

— si un joueur gagne sa partie, alors il joue la partie suivante.

— le joueur A gagne une partie avec une probabilité a, (a €]0,1[) et le joueur B gagne une partie avec
une probabilité b, (b €]0,1][).
Quelle est la probabilité que le joueur A remporte sa premiére partie avant le joueur B 7

. Soit ¢ une forme linéaire sur M, (R) telle que pour tout A et tout B éléments de M, (R), ({(AB) =

¢(BA); montrer qu'’il existe k € R tel que ¢ = ktr.

. Montrer que des éléments de M,,(R), semblables comme éléments de M, (C) sont semblables comme

éléments de M, (R).

. x Méme question pour équivalents. On donnera une preuve par densité algébrique, une en montrant

Iinvariance du rang par passage de C & R, ce de deux facons.

. *%x Montrer que des éléments de M,,(Q), semblables comme éléments de M,,(R) sont semblables comme

éléments de M,,(Q).

. — THEOREME D’HADAMARD —

Soit A un élément de M, (R), tel que pour ¢ =1,2,...,non ait : |a;;| > >. |a; |- Montrer que
j=1,...n,
J#4,

A est inversible.

* R” est muni de sa structure euclidienne canonique Pour toute permutation o élément de S,,, on note

P, la matrice de permutation associée & o On pose : P := % > P,.
gES,

a) Montrer que ’endomorphisme p de R™ associé canoniquement & P est une projection dont on déter-
q p p q proj
minera I'image et le noyau.

(b) Montrer que p est orthogonale.

(c) On munit S,, d’une probabilité uniforme et ’on désigne par X la variable aléatoire qui & o élément
de S,, associe le nombre de points fixes de o. Calculer ’espérence de X.

Soit n un entier naturel non nul et A un élément de M, (R). Montrer que l’ensemble E, défini par
E={MeM,(R),AMA=0,},

est un sous-espace vectoriel de M,,(R) dont on précisera la dimension en fonction du rang de A.
** Soit E un espace de dimension finie. Montrer que les seuls idéaux bilatéres ' de L(E) sont {Ozg)} et
L(E).
Le résultat demeure-t-il si I'on ne suppose plus E de dimension finie ?
Effet de la multiplication & droite ou & gauche par une transvection, inverse d’une transvection.
* Montrer que tout élément de SL,,(R) est un produit de matrices de transvection.
*x Déterminer les éléments de M,,(C) dont la classe de similitude est bornée.

*% — THEOREME DE FROBENIUS-ZOLOTAREV — Soit f une application de M,,(C) dans C continue
telle que :

i. f(In) =1;

ii. pour tout (4, B) € M,,(C)?, f(AB) = f(A)f(B).

Montrer qu'’il existe une application g de C dans C continue vérifiant g(1) = 1 et g(ab) = g(a)g(b) pour
tout couple (a,b) de complexes, telle que :

f =godet.

1. Un idéal bilatére est un sous-groupe stable par multiplication a gauche et a droite par un élément de L(E).
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Programme de colles n°2

5 Algébre linéaire : révisions de MPSI, utilisation pratique de la dia-
gonalisation et trigonalisation

Par K on désigne R ou C

— Espace vectoriels, familles libres, génératrices bases, base canonique de ’ensemble des applications poly-
noémiales & p variables, somme directes, sous-espaces supplémentaires.

— Rang d’un endomorphisme, théoréme et formule du rang, polynomes d’interpolation de Lagrange.

— Formes linéaires, hyperplans.

— Matrices :

— Matrices semblables, deux matrices semblables ont méme trace, trace d’'un endomorphisme. Matrices
équivalentes : des matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.
— Opérations sur les lignes et colonnes.

— Diagonalisation. (il s’agit d’une premiére approche géométrique axée sur la pratique, les applications le
polynéme caractéristique. Un prochain chapitre traitera des polynomes d’endomorphismes et des ques-
tions subtiles de réduction)

On désigne v un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de dimension finie non nulle. On note

A1, A2, ..., Ag les valeurs propres deux & deux distinctes de u, d’ordre de multiplicité respectifs mq, mo, ..., my.

— Valeurs propres, vecteurs propres, espaces propres : les espaces propres sont en sommes directes.
Espaces propres de deux endomorphismes qui commutent.

— Polynoéme caractéristique (définitions, coefficients remarquables), polynéme caractéristique d’un en-
domorphisme induit.

— Diagonalisation des matrices et des endomorphismes. Définition. I’endomorphisme u diagonalisable

si et seulement si 63 E; = E. La dimension d’un espace propre est inférieur a ’ordre de multiplicité

de la valeur propre assoaee I’endomorphisme wu est diagonalisable si et seulement si x, est scindé et
m; = dim(E;), pour i =1.. k.
— A wvenir : trigonalisation révisions sur les déterminants, critére de diagonalisabilité, trigonalisation, ...

Les questions de cours ou exercices avec un astérisque * pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse, Lucas Pan, Anaél Pelé, Arthur Quendo, Noémie Manach, Martin Pina-Silas, Aiden Legal,
Kevynn Boucher, Thomas Jézequel.

Les questions de cours ou exercices avec deux astérisques xx pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse.

6 Questions de cours

1. Des vecteurs propres associés & des valeurs propres deux & deux distinctes sont indépendants.
2. Polynome caractéristique : polynomialité et coefficients remarquables.
3. Le polyndéme caractéristique d’un endomorphisme induit par un endomorphisme u divise le polynome

caractéristique de u. L’ordre de multiplicité d’une valeur propre est supérieur & la dimension de I’espace
propre associé.

7 Exercices

1. FORMULES DE WALD cf. DM 1 Soient (X,,),en une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans R

et T une variable aléatoire a valeurs dans N. On suppose que pour n € N*, les variables T, X1, ..., X,
T

sont indépendantes et que X; et T sont d’espérance finie. On définit la variable aléatoire S = > X;.
i=1

(a) Montrer que E(S) = E(T)E(X}).
(b) x Donner une formule analogue pour V(S) en supposant que X7 et 72 admettent une espérance finie.



2. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E tel que pour tout élément ¥ de E, (Z, u(Z)) soit lié.
Montrer que u est une homothétie. En déduire le centre de GL(E).
3. x (On admet 'exercice précédent)
(a) Par K on désigne R ou C (ou méme tout corps). Soit A un élément de M,,(K) de trace nulle. Montrer
que A est semblable & une matrice de diagonale nulle.
(b) Pour tout couple (B,C) d’éléments de M, (K), on note [BC] = BC — CB (crochet de lie de B et
(). Montrer qu’il existe des matrices B et C' telles que A = [BC.
4. Soient A et B des éléments de M, (K). Comparer com(AB) et com(A)com(B). On commencera par le
cas oul A et B sont inversibles.
5. Soit M € M, (R). Etudier le rang de com(M) en fonction de celui de M. Déterminer det(com(M)) et
com(com(M)).
Retrouver ces résultats par densité algébrique sans discuter sur le rang de M.
6. Déterminer les couples d’applications de R dans R de classe C!, (¢, 1) tels que :

¢’ = 6p + 41,
{w/znw—m ’ M

7. Soit f un edomorphisme d’un R-espace vectoriel E de dimension n non nulle. Pour tout entier n > 1 on
pose N,, = Ker(()f™) et I,, = Im(f™). Montrer qu’il existe un entier ng > 1 tel que :

NiCNyC....... CNpy =Npgt1 =oe. =Ny = ool
# # #

Soit n € N*. Montrer que I,, = I,,11 si et seulement si I,, + N, = I, & N, (cf. TD 1).
* Montrer la décroissance de la suite (dim(NV;41) — dim(N;);en.
8. Soient A et B des éléments de M, (K). Montrer xap = xpa, 1. par densité algébrique, 2. en utilsant
I'équivalence de A & Jig(a)-
9. x Montrer que tout hyperplan de M,,(R) rencontre GL,,(R).

10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe fini de GL (E). Montrer que

. . 1
dim ﬂ Ker(g —idg) | = @l Z Tr(g).
9eG geq

11. FORME DE JORDAN

Notons pour tout entier k > 2, J, ’élément de M (C) qui n’a que des 1 sur la sous-diagonale et des

zéros partout ailleurs. et convenons que J; = O;.
Soit M un élément de M,,(C), nilpotent d’ordre p.

(a) Montrer pour p =n que M est semblable & J,,.

(b) * On suppose que p = 2. Montrer que M est semblable & diag(Ja, Ja, ......J2, 02, ), o 7 = rg(M)

T tomes

(c) * * Montrer dans le cas général que Im(()u) est stable par u. En déduire qu’il existe un entier naturel
k> 1, un élément (aq, g, ...,ax) de (N*)F vérifiant : oy < ap < ... <oy, et ag +ag+ ... +a, =n,
tel que M soit semblable a la matrice diag(Ja,, Jags - Joy )-

(d) »+ Etudier 1'unicité d’une telle décomposition.

12. »x On admet le théoréme de théoréme de FROBENIUS-KONIG : Soit A € M, (R). Pourtout o € S,,
le « serpent »(a1,5(1), @2,0(2); - - - Un,o(n)), admet au moins un terme nul si et seulement si A admet une
sous-matrice nulle de taille s x t avec s+t =n+ 1.

(a) Montrer que toute matrice bistochastique admet un serpent dont tous les éléments sont strictement
positifs.

(b) Montrer qu’une matrice B bistochastique a au moins n éléments strictement positifs, et que si elle a
exactement n éléments strictement positifs, alors c’est une matrice de permutation.

(c) Montrer ’ensemble des matrices bistochastiques est I’enveloppe convexes des matrices de permuta-
tions.

(d) Montrer que ’ensemble des matrices bistochastique d’ordre n est un convexe, préciser ses points
extrémaux.

13. *x Démontrer le théoréme de FROBENIUS-KONIG.



Indication pour la question 7.
Soit n € N*. Montrer que I, = I,11 si et seulement si I,, + N, = I,, ® N,,, .
* Montrer la décroissance de la suite (dim(N;41) — dim(N;)ien.

e Supposons I,, + N,, = I,, & N,,. Soit "application
U In = Lip1; @ u(@).

On a ker(v,) =N1NI, C N, NI, = {GE} par croissance de (N;)en, donc le noyau de v étant réduit a {6E},
Papplication v,, est injective, donc diml, 1 > diml, 1, par le théoréme du rang (I'image de v,, est isomorphe
a I,), mais joint & l'inclusion de I, dans I, voila qui assure :

In — In41-
e Supposons I, = I,, ;1. Soit I'application
w Iy = Doy T u™(2).

Cette application est trivialement surjective, mais comme n > 1 on a 2n > n + 1, et donc Iy, = I,,, égalité qui
transforme la surjectivité de u en bijectivité et donc en injectivité donc :

{0g} = ker(w) = I, N N,,.

Les sous-espaces I,, et N,, sont donc en somme directe et donc, par la formule du rang suplémentaires.
Voila pour la premiére équivalence.

Ensuite, la formule du rang, appliquée a v,,41 et a v, applications sujectives, veut que :
dim(Z,)—dim(I,4+1) = dim(ker(vp41)) = dim(N1NL41) < dim(NiN1L,) = dim(ker(vy,)) = dim(I,,) —dim(l,+1),

par décroissance de la suite ((I;)—);en. D’ou la décroissance de la suite (dim(f;41) — dim(I;);en, et donc, par
la formule du rang celle de (dim(N;41) — dim(N;))ien-
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Programme de colles provisoire n°3,

8 Révivions de sup.

Déterminants, applications et calculs

9 Algébre linéaire : révisions de MPSI, utilisation pratique de la dia-
gonalisation et trigonalisation

Par K on désigne R ou C

Espace vectoriels, familles libres, génératrices bases, base canonique de ’ensemble des applications poly-

nomiales & p variables, somme directes, sous-espaces supplémentaires.

Rang d’un endomorphisme, théoréme et formule du rang, polynémes d’interpolation de Lagrange.

Formes linéaires, hyperplans.

Matrices : Voir programme précédent.

Diagonalisation. On désigne v un endomorphisme d’un K espace vectoriel E de dimension finie non nulle.

On note A1, Ag, ..., A les valeurs propres deux & deux distinctes de u, d’ordre de multiplicité respectifs

mi,mo,...,Mg.

— Valeurs propres, vecteurs propres, espaces propres : les espaces propres sont en sommes directes.
Espaces propres de deux endomorphismes qui commutent.

— Polynome caractéristique (définitions, coefficients remarquables), polynéme caractéristique d’un en-
domorphisme induit.

— Diagonalisation des matrices et des endomorphismes. Définition. ’endomorphisme u diagonalisable
si et seulement si él E; = E. La dimension d’un espace propre est inférieur a I’ordre de multiplicité
de la valeur propré associée. ’endomorphisme u est diagonalisable si et seulement si y,, est scindé et
m; = dim(E;), pour i = 1...k.

— Trigonalisation, un endomorphisme ou une matrice est trigonalisable si et seulement si leur polynéme
caractéristique est scindé. Application & la résolution de systémes différentiels et de systémes de
relations de récurrences linéaires.

— Matrices nilpotentes, définition, une matrice est nilpotente si et seulement si elle est trigonalisable a
valeurs propres nulles.

— A wvenir : espace vectoriels normés...

Les questions de cours ou exercices avec un astérisque x pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse, Lucas Pan, Anaél Pelé, Arthur Quendo, Noémie Manach, Martin Pina-Silas, Aiden Legal,
Kevynn Boucher, Thomas Jézequel Ilies Le Marc.

Les questions de cours ou exercices avec deux astérisques xx pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse.

10

1.

11

Questions de cours

Un élément de M,,(K) d’un espace vectoriel de dimension fini est trigonalisable si et seulement si son
polynome caractéristique est scindé sur K. Au choix du colleur, I’hérédité se fera par les endomorphismes
ou par les matrices en blocs.

. Déterminants en blocs.

Exercices

. Polynéme caractéristique d’une matrice compagnon. Dans le cas ol son polynéme caractéristique est

scindé, montrer qu’elle est diagonalisable si et seulement si ses valeurs propres sont simples.



2.

10.

11.

* On admet la question précédente Soient k € N* et(ag, aj...ap—1) € C™. Détermier ’ensemble E des
élements u de CN, tels que pour tout p € N,

Uptn + An—1Upgfn—1 + ... + A1Up+1 + AUy = 0,

n—1 )
en supposant que X” + > a; X" & n racines distinctes.
i=0
Que dire de la structure de £ 7

. Soit A un élément de M, (K) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes.

(a) Montrer qu’un élément de M,,(K) commute avec A si et seulement si toute base qui diagonamise A
diagonalise M.
(b) Détermine I’ensembleFE ou :

E:{MeMz(R)7M2+M: G D}

(c) En utilisant (a) déterminer le centre de GL,(R), c’est-a-dire ’ensemble des éléments de ce groupe
qui commutent avec tous les autres.

. COMMUTANT D’UN ENDOMORPHISME

(a) Soit A un élément de M,,(K) ayant n valeurs propres deux a deux distinctes. Montrer que ’ensemble
C(A) des matrices éléments de M, (K) qui commutent avec A est un espace vectoriel dont on précisera
la dimension. Montrer que tout élément de C'(A) est un polynoéme en A.

(b) * Méme question pour une matrice compagnon (en colonne)

(c) * Soit A un élément de M, (K) ayant k valeurs propres deux a deux distinctes avec k < n et
diagonalisable. Déterminer la dimension de C'(A). Une matrice de C(A) est-elle un polunéme en A.

¢

. On note les éléments de R? en colonne. Déterminer les éléments | x | de C1(R,R3) tels que

G

2¢' = ¢+ x + 29,
2X = ¢+ x — 29,
2 = —¢p+ x + 4,

. Déterminer les valeurs propres de la matrice L suivante. Est-elle diagonalisable ?

00 -+ 01
00 -+ 01
L:.. - .
00 -+ 01
11 11

. Déterminer le déterminant de I’élément A de M,,(C), dont tous les coefficients diagonaux valent a et

tous les autres b. On utilisera le plolyndéme caractéristique.

. Soient n € N* et A € M, (R) telle que a;; =0 pouri=1,2,..n et a; ; € {—1,1} pour tout couple (¢, 5)

d’élements distincts de {1,...n}. Montrer que si n est pair, alors A est inversible.

. x On dispose de 2n + 1 cailloux. On supose que chaque sous ensemble de 2n cailloux peut se partager en

deux paquets de n cailloux de méme masse. Montrer que tous les cailloux on la méme masse.

Soient n un entier strictement positif et M un élément de M, (C). Pour n = 3, montrer que pour tout

réel strictement positif ¢, il existe une matrice triangulaire supérieure (¢; j)i=1,....n, semblable & M, telle
Jj=1,....n
que pour tout couple (4, j) d’éléments distincts de {1,...,n}, [t; ;| <e.

* Montrer le résultat pour n quelconque.

Soient z1, z2,...,2, des nombres complexes, et P le polynoéme
P=(X—21)(X —22)...(X — z,)

On suppose que P est a coefficients entier. Soit un entier ¢ > 2. Montrer que
Q= (X —2)(X — ). (X —20)

est & coefficients entiers.



12. x — THEOREME DE KRONECKER — Montrer que si P est un polyndme unitaire de Z[X] dont les racines
complexes sont toutes de module inférieur ou égal a 1 tel que P(0) # 0, alors toutes les racines de P sont
des racines de 'unité.

13. »x Soit A un élément de M,,(C). On considére ’endomorphisme de M, (C),
Uy @ X — AXA.

(a) Montrer que ¥ 4 est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable.
(b) En supposant A réelle, montrer que ’endomorphisme de M,,(R) induit par ¥4 est une isométie pour
la norme euclidienne canonique, si et seulement si A est orthogonale.

14. %% Soit ¢ un endomorphisme de M,,(C) qui envoie GL,,(C) dans lui-méme.

(a) Donner des exemples de tels endomorphismes. Montrer que ceux-ci préservent le rang.
(b) Montrer que pour tout M € M,,(C), (M) € GL,(C) si et seulement si M € GL,(C).
Indication : Montrer dans le cas o M est non inversible qu’il existe P € GL,(C) tel que pour
tout complexe A\, P — AM soit inversible.
(c) Montrer que rg(¢(M)) > rg(M).
(d) Montrer que ¢ conserve le rang.
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Programme de colles n°4

12 Algébre linéaire : révision de MPSI, utilisation pratique de la dia-
gonalisation et trigonalisation

— Programme de la semaine précédente.

13 Espaces vectoriels normés

1l s’agit d’un premier contact...

— Définition de norme, espace vectoriel normé, distance & une partie non vide.

— Ouverts, fermés, intérieur, adhérence. Ouverts et fermés relativement a une partie.

— Limite d’une suite a valeurs dans un espace vectoriel normé, convergence d’une suite & valeurs dans
un produit d’espaces vectoriels normés. Caractérisation de l’adhérence par les suites, caractérisation des
fermés et des fermés relatifs par les suites.

— Valeurs d’adhérence d’une suite & valeurs dans un espace vectoriel normé. Caractérisation des valeurs
d’adhérence par les suites extraites.

— A venir : limite des applications, compacité...

Les questions de cours ou exercices avec un astérisque x pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse, Lucas Pan, Anaél Pelé, Arthur Quendo, Noémie Manach, Martin Pina-Silas, Aiden Legal,
Kevynn Boucher, Thomas Jézequel Ilies Le Marc Brieg Ollivier, Vincent Nouaille -Degorce.

Les questions de cours ou exercices avec deux astérisques xx pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse.

14 Questions de cours

1. Soit (E,| - ||) un e.v.n., X un ensemble non vide. Montrer que N, : B(X,E) = R; f — sup |f(z)]
reX
est une norme.

2. Caractérisation de I'adhérence par les suites. Caractérisation d’un fermé par les suites.

3. Montrer que la distance & une partie A non vide d’un e.v.n. (E, | - ||) est 1—lipschitzienne de (E, || - ||)
dans (R, |-|). Montrer que la distance d’un élément Z de E & A est nulle si et seulement si Z est adhérent
a A.

15 Reécitation d’exercices

1. Soient (a1, ...,an) et (b1,...,b,) des n-uplet de réels positifs. Soient p et g des réels tels que % + % =1.
(a) On admet que pour tout a et tout b réels positifs,

aP bl
ab < — + — (inégalité de Young).
p q

M=

n b /n G
Montrer que Y a;b; < ( af) <Z b?)
= i=1 i=1

1=1 i

1 1 1
n P n P n p
(b) Montrer que : <Z(ai+bi)p> < (Z af) +(Z bf) .Que direducasp=q=27
i=1 i=1 i=1
(c) Montrer que, n, est une norme sur K".
2. On note E espace vectoriel C([a,b],R). Soit un réel p > 1. On admet que n, est une norme sur R™.
Montrer que N, est une norme sur E.

3. *x Montrer sans utiliser n, que IV, est une norme.



4. Montrer que pour tout élément f de C° ([a,b],R), N,(f) — Noo(f).

n—-+oo
Ou version *
Soient ¢ et f des applications de [a, b] dans R continues. On supose ¢ & valeurs dans R’ et f a valeurs
dans R.. On pose pour tout entier n > 0, I,, = f[a’b] ofm.

(a) Montrer que le suite ({/1,)nen converge de limite & déterminer.

(b) Montrer que le suite (%) converge de limite & déterminer.
" /neN

5. Soit G un sous-groupe de R non trivial. Montrer que, soit il est de la forme kZ, avec k élément de R* |
soit il est dense dans (R, |-|) (on discutera sur la valeur de inf(G' N R7)).
6. Soient A et B des parties d'un e.v.n. (E, | - |]).
(a) Prouver que si A est ouvert, alors A + B ’est également.
(b) Montrer que Z et v/3Z sont des parties fermées de (R, | -|). La partie Z + v/3Z est-elle également
fermée 7
7. * Soit E lensemble des applications de [0, 1] dans R continues, muni de la norme Nj (resp. N ). Soit
F Vensemble des éléments de E qui prennent en 0 la valeur 1. Quelle est U'intérieur de F'? Quelle est
I’adhérence de F'? L’étudiant fera de jolies figures claires et en couleur.
8. Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé. Montrer que tout sous-espace vectoriel propre de E est d’intérieur
vide. Montrer que ’adhérence d’un sous-espace vectoriel est un sous-espace vectoriel.
9. x On munit /> ensemble des suites réelles bornées de la norme N,.. On note P l’ensemble des suites
réelles ultimement nulles (polynomes). Déterminer ’adhérence de P.
REVISION —
10. Soit A une matrice stochastique d’ordre n, c’est-a-dire un élément de M,,(R) & coefficient strictements
positifs et tel que la somme des coefficients de n’importe quelle colonne fasse 1 :
(a) Montrer que 1 € sp(A) et sp(A4).
(b) Soit A une valeur propre complexe de A. Montrer que [A| < 1.
(c) * Montrer qu'il existe un élément U de E;(A) dont toutes les composantes sont strictement positives.
On pourra, pour pour (z1,...,2,) vecteur propre associé & une valeur propre de module 1, considérer
(lzal, 2, ooy [za]) T
(d) » Montrer que tout élément V' de E;(A) dont toutes les composantes sont strictement positives est
colinéaire & U.
Indication : choisir A tel que U — AV ait tous ses coefficients positifs et un au moins nul.

11. Soit n en entier naturel non nul. pour toute n-uplet de réels (bg, by, ...,b,—1) on note C(bg,...,b,—1) la
b bp_1 bp_o ... by
by b bp_1 ... b
b b1 bg ... b3
matrice . . .
bn72 bn73 bn74 e bnfl
bn-1 bp2 bn3 ... Do
(a) Pour C; désigne la matrice C(0,1,0,...,0) Exprimer C(bg,...,b,—1) a u poyen de Cj.
12. #* Soit E un espace vectoriel de dimension finie; on désignera par || - || une norme sur E. Soit (Up)nen
une suite d’ouverts denses de E. Montrer que [\ U, est dense. Soit (F},)nen une suite de fermés de E
neN

(o]
telle que |J F,, = E. Montrer que |J F), est un ouvert dense.
neN neN

13. x* Soit (f,) une suite d’applications de R dans R continues, qui converge simplement vers une application
I

(a) Soit € un élément de R’.. Pour tout entier nnaturel n, on pose :
Foe={zeR|VpeN,(p=n)= (Ifu(z) - fp(z) <e)}

et o
Q. = U Foe.
neN
Montrer que 2. est un ouvert dense.
(b) Montrer que tout élément a de €., admet un voisinage V tel que pour tout élément = de V, || f(z) —
fla)]l < 3e.
(c) Montrer que f est continue sur un Gs dense. Application aux dérivées.



INDICATIONS

9. x On munit £°° ensemble des suites réelles bornées de la norme Ns,. On note P l’ensemble des suites
réelles ultimement nulles (polynémes). Déterminer l’adhérence de P.

PREUVE SEQUENTIELLE

Notons £y ’ensemble des suites réelles de limite nulle. Un élément u de RN sera noté u = (u(k))ren, notation
qui permettra de considérere des suites (u,)nen d’éléments de RN (suite de suites!), on notera pour tout n € N,

Uy, = (Un(k))ken-

Soit € € RY.

o/y C R[X].

Soit u € ¢y. Considérons la suite de polynomes (p,,)nen ol, pour tout n € N ;la suite p,, est la troncarture
de v au rang n :

pn(k) = u(k) pour k=0,1,...,n et p,(k) =0 pour k >n+ 1.

La suite de polynomes (p,)nen converge vers u. La convergence vers 0 de u nous livre un naturel N tel que
pour tout k € [N, +oo, |u(k)| < e.
Soit alors un entier n > N. Pour tout k € N, si k < n alors |p,(k) —u(k)| = 0 < ¢, et sinon |p, (k). (k)| =
|u(k)| < e, puisque k >n > N ; Donc
Noo (pn - ’U,) S .

Donc u, limite de la suite de polynomes (p,)nen est adhérente & R[X]

.R[X] C {y.

Soit v un élément de R[X], on dispose d’une suite (¢,)nen d’éléments de R[X] de limite v et donc en
particulier d’un élément ng tel que N (v — ¢n,) < e. Notons dj le degré de g,,. Pour tout entier &, si k > do,
alors

[o(R)] < oK) = gno (F)| + |gne (k)] < Noo(v = gny) +0 <ee.

Donc v € 4.

Par ces deux points; £y C R[X].

PREUVE NON SEQUENTIELLE

oly C R[X]

Soit u € ¢y. La convergence vers 0 de w nous livre un naturel N tel que pour tout k € [N+1, oo, |u(k)| <e.
Soit p le polynéme qui coincide avec u sur [0, N] et qui est nul sur [N + 1,4oo[. Pour tout k € N, si k < N
alors |p(k) — u(k)| =0 < ¢, et sinon |p(k) — u(k)| = |u(k)| < e, et donc

Noo(pn —u) <e.

Donc la boule de centre u de rayon ¢ rencontre R[X]. La suite u est donc adhérente & R[X].

L] [X] - 60-
Soit v un élément de R[X], La boule ouverte de centre v de rayon ¢ rencontre R[X] en un polynome gq.
Notons d le degré de q. Pour tout entier k, si k > d, alors

(k)| < v(k) —q(B)| + lg(k)] < Noo(v —q) + 0 <e.

Donc v € 4.
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Programme de colles n°5

16 Espaces vectoriels normés

— Normes, espaces vectoriels normés, distance a une partie non vide.

— Ouverts fermés, intérieurs adhérences. Ouverts et fermés relativement & une partie.

— Limite d’une suite & valeurs dans un espace vectoriel normé. Caractérisation de ’adhérence par les suites.

— Valeurs d’adhérence d’une suite & valeurs dans un espace vectoriel normé. Caractérisation des valeurs

d’adhérence par les suites extraites.

— Caractérisation séquentielle de la limite.

— Limite et continuité d’une application d’une partie d’un e.v.n. a valeurs dans un e.v.n.

— Caractérisation de la continuité par les images réciproques d’ouverts (de fermés).

— Continuité uniforme, applications lipschitziennes.

— A venir : Révisions sur les fonctions d’une variable réelle...

Les questions de cours ou exercices avec un astérisque * pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse, Lucas Pan, Anaél Pelé, Arthur Quendo, Noémie Manach, Martin Pina-Silas, Aiden Legal,
Kevynn Boucher, Thomas Jézequel Ilies Le Marc Brieg Ollivier, Vincent Nouaille -Degorce.

Les questions de cours ou exercices avec deux astérisques xx pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse.

17 Questions de cours

— Caractérisation séquentielle de la limite.

18 Récitation d’exercices

1. (a) Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On munit M, (R) identifié 3 R )de la norme |- ||oo, Montrer
que GL,(R) est un ouvert dense.
(b) Montrer que SL,(R) est un sous-groupe de GL,(R) fermé (dans M, (R)) et non borné.
(¢) * On note T le sous-ensemble de M,,(R) des matrices de transvection. Déterminer I’adhérence et
lintérieur de 7. Méme question pour P le sous-ensemble de M(R)) des matrices de permutation.
2. REvISION. Effet de la multiplicationa droite ou a gauche par une matrice de transvection ou de permu-
tation.
3. On munit M,,(C) de la norme || - ||oo- Montre que I'ensemble D,, des éléments de M,,(C) diagonalisables
est dense. Est il-ouvert 7 fermé ?
4. x Soit un entier n > 2. On dit qu'un élément M de M, (C) est cyclique si il existe un élément X de
M., 1(C) tel que (X, MX, ..., M"~1X) soit libre.
(a) Montrer que I’ensemble des matrices de M,,(C) cycliques est ouvert.
(b) Soit M un élément de M, (C) diagonalisable et A1, As,...,A, ses valeurs propres. Montrer que si les
Ai, = 1,2,..n, sont deux & deux distincts alors M est cyclique. Etudier la réciproque.
(c) Montrer que I’ensemble des matrices cycliques de M,,(C) est dense.
5. % On munit M, (C) de la norme || - ||o. Soit M € M,,(C). Montrer que O,, est dans ’adhérence de la
classe de similitude de M si et seulement si M est nilpotente.
6. On pose A = {exp(in),n € Z}. Montrer que A = U.
Version xx Pour tout n € N*, posons z, = ]_n[ (14 1) déterminer ensemble des valeurs d’adhérence de

k=1
la suite (zp,)neN-

7. Soit (xn)nen une suite & valeurs dans l'e.v.n. (R, | -|) qui converge vers un élément ¢ de E. Soient Yo,
une série a termes strictement positifs divergente, on note (S, )nen la suite de ses sommes partielles. Soit
la suite (z,)nen définie par,

1 n
Vn €N, z, = S—nkz_oozkxk,



Déterminer la limite de cette derniére suite.

8. x Soit (Tn)nen une suite & valeurs dans l'e.v.n. (R, |- |) monotone. On suppose que le suite converge en
moyenne. Montrer qu’elle converge.

Version xx On dit qu’'une partie A de N est de densité nulle si card(An{0.1,....n})

n

e 0. Soit (p)nen

une suite de réels positifs, majorée. On note (S, )nen la suite de ses moyennes.
Montrer ’équivalence des deux propositions suivantes :
i..5, — 0;

n—-+o0o
ii. Il existe une partie A de N de densité nulle telle que a,, — 0
n

Pour déduire ii. de i on considérera A :== {p € N*|a, > ,/&,}, ou pour tout n € _N, a, :=
sup{Sp,p > n}.
9. Montrer que la relation

Up = 1)
Upt+1 = In(1 + uy),
définit une suite (u, ),en. Donner la limite de cette suite puis un équivalent simple de son terme général .

10. Montrer que la relation

ug = 1,

Upt1 = %ln(l + Up),
définit une suite (u,)nen. Donner la limite de cette suite, puis montrer que la suite (\/u,) o admet
une limite & déterminer.

11. Soit S des applications f de R dans R continues telles que pour tout x et tout y réels,

flx+y) = f@)+ f(y).

Déterminer S par une des deux méthodes suivantes au choix du colleur :
— en utilisant la densité de Q ;
— en régularisant par intégration.

12. * Soit S des applications f de R dans R continues telles que pour tout = et tout y réels,

flx+y)+ flx—y)) =2f(2)f(y).

(a) Soit f un élément de S non nul. Montrer que f(0) =1 et que f est paire.
(b) Soit f un élément de S non nul est indéfiniment dérivable. Montrer que pour tout (z,y) € R?,

(@) f(y) = f(@)f"(y).

(c) Montrer que tout élément de S est indéfiniment dérivable. Déterminer S.

13. xx Soit f € L(R™, RP). Montrer que f est surjective si, et seulement si, I'image de tout ouvert de R™

par f est un ouvert de RP?

14. (a) *xReporté semaine 6. Soit (f,)nen une suite de fonctions d’une partie E de R, dénombrable
dans R, telle que pour tout n € N, f, soit bornée par 1. Montrer que (f,)nen admet une suite
extraite qui converge simplement ® sur E vers une application f de E dans R.

(b) Soit (gn)nen une suite d’applications de R dans [—1, 1], toutes croissantes. Montrer qu’il existe une
suite extraite de (f,)nen qui converge simplement sur R, (Théoréme de sélection de Helly).

2. Dans cet exercice et le suivant, les éléves doivent connaitre la méthode sans pour le moment, en comprendre ’origine.
3. On dit qu’une suite (gn)nen d’élément de RE converge simplement vers un élément g de RE, si pour tout réel z la suite
(gn(z))nen converge de limite g(z).
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19

Révision du cours sur les fonctions d’une variable réelle de MPSI

Théoréme de la limite monotone.

Théoréme des valeurs intermédiaires. Théoréme de ’homéomorphisme croissant.

Lemme de Rolle, inégalité des accroissements finis, théoréme du prolongement C™.

etc.

Fonction. convexes.

— Définition, interprétation géométrique en terme de corde, formule de Jansen.

— Lemme des trois pentes, caractérisation de la convexité par la croissance des pentes.

— Caractérisation des fonctions convexes dérivables et deux fois dérivables. Une fonction dérivable
convexe est au dessus de ses tangentes, position par rapport & une sécante.

— Inégalité de convexité e” > 1+ x, In(1 4+ z) < x, inégalité de Young, Inégalité de Holder.

— A wvenir. Espace vectoriels normmés, deuxiéme partie.

Les questions de cours ou exercices avec un astérisque x pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse, Lucas Pan, Anaél Pelé, Arthur Quendo, Noémie Manach, Martin Pina-Silas, Aiden Legal,
Kevynn Boucher, Thomas Jézequel Ilies Le Marc Brieg Ollivier, Vincent Nouaille -Degorce.

Les questions de cours ou exercices avec deux astérisques xx pour : C. Brévignon, Malo Le Grognec,
Augustin Ravasse.

20

1.

21

Questions de cours

Soit f une application continue sur un intervalle I telle que sa restriction a I\ {a} soit dérivable. On
suppose que f’ admet en a une limite épointé ¢ finie ou non. Montrer que

-t .,

t—a t—a,t#a

Cas ou /£ est un réel.

. Lemme des trois pentes.

Exercices

. Enoncer le théoréme de DARBOUX et donner en une preuve utilisant le théoréme de la borne atteinte.

. Soit f une application de R dans R dérivable qui admet 0 comme limite en +00 et —oo. Montrer que f’

s’annule, par I'une des deux méthodes suivantes laissées au choix du coleurs :
— en utilisant le théoréme de la borne atteinte (et un joli dessin) ;
— en effectuant un changement de variable.

. x Inégalité de KOLMOGOROV —

(a) Soit f une application de R dans C de classe C2. On suppose que f et f” sont bornée. On note
My := sup |f(x)| et My := sup |f"(z)].
zeR zeR

Montrer que pour tout réel x,
|f'(@)| < V2MoMa.
On pourra appliquer I'inégalité de Taylor lagrange entre x et x + h et entre x et x — h, pour tout réel
h > 0.

(b) *x Soient un entier naturel n > 2 et f une application de R dans C de classe C". On suppose que f

et f(") sont bornée. Pour k = 0,1,...,n on note My := sup |f¥) ()|, sous réserve que I'application
zeR

) soit bornée.
Montrer que pour tout élément k de {0,...,n}, f*) est bornée et

k(n—k)

_k k
M, <2 = M& " My, (inégalité de Kolmogorov).




. Soit f une application de R dans R convexe et non constante. Montrer que f tend vers +0o0 en +00 ou
en —oo.

. Soit f une application de R dans R strictement convexe continue*. On suppose que f(x) tend vers +oo
lorsque z tend vers 400 et —oo. Montrer que f atteint sa borne supérieure en un et un seul point a de
R. Montrer que si f est de plus dérivable, alors a est caractérisé par f'(a) = 0.

% Soit f une application de R dans R de classe C' dérivable et strictement convexe. On suppose de plus

que
TGO 2)

T—+o0 |Jj| B

e

[}

&

Montrer que f’ est un homéomorphisme de R sur R.
Version = On ne suppose en plus f que dérivable et non de classe C'.

7. Soient m un entier naturel supérieur ou égal & 1 et f une application d’un intervalle I dans R de classe
C™. On suppose que f admet n + 1 zéros comptés avec leurs ordres. Montrer que f(™) s’annule.

8. Soit n un entier naturel, et soit f une application d’un segment [a,b] (a < b) & valeurs réelles, de classe
C"*l soient enfin (xg,z1,...,2,) , n+ 1 points deux & deux distincts de [a, b].

(a) Montrer qu’il existe un unique polynome a coefficients réels de degré inférieur ou égal & n, que nous
noterons P, qui coincide avec f en chacun des points x;
(b) Montrer que pour tout élément x de [a, b] il existe un élément y de [a, ] tel que :

1 (v — )

(f=P)(x) = f(”+1) () -%,

9. x — EGALITE DE TAYLOR LAGRANGE — REPORTEE semaine 7. Soit n un entier naturel, et soit f
une application d’un segment [a,b] (a < b) & valeurs réelles, n + 1 fois dérivable, soit enfin 2y un point
>
de [a, b]. Montrer que pour tout élément x de [a, b], il existe un élément y de ]z, z[, tel que :

F9 (o) w1 £ ()

i Tl m) T

fla) = (=)’

i=0
Dans le cas ot f est de classe C™*! retrouver ce résultat par la formule de Taylor avec reste intégrale.

10. %« INEGALITE DE JENSEN —
Soit f une application d’un segment [a,b], non réduit & un point, & valeurs réelles, continue et conveze.
Soient x une application de [0,1] & valeurs dans [a,b] continue et o une application de [0,1] & valeurs

dans R continue telle que :

/O ()t = 1.
(a) Montrer que : fol a(t)z(t)dt € [a, b).
(b) Montrer que f ( s a(t)x(t)dt) < [ a(t) fa(t))dt.

11. » —INEGALITE DE HOFDING — Soit (X;)1<i<n une suite de variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes centrées, et (c;)1<i<1 une suite de réels telles que pour ¢ = 1,2,...,n on ait presque strement
|X;| < |ei|- On note S, = X1 + Xo + .. X, et C, =3 + ¢35+ ...c2.

a) Montrer que pour tout z € [—1,1] et tout réel ¢, exp(tz) < 15 exp(—t) + L exp(t).

(
(b) Soit X une variable aléatoire centrée tel que | X| < 1, p.s. Montrer que E(exp(tX) < exp (%)
¢) En déduire que E (exp(tS,)) < exp (%C’n)
(d) Montrer que P(]S,| > ¢) < 2exp (%)

12. % Soit f une application de R dans R & valeurs positives ou nulles de classe C2.
Soit xg un zéro de f.

(a) Montrer que f'(zg) = 0.
(b) Montrer que +/f est dérivable en zq si et seulement si f”(zo) = 0.

4. la continuité des applications convexes sur U'intérieur de leur intervalle de définition n’est pas au programme



13, *x

(a) Montrer qu’une fonction continue d’un segment [a,b] dans R qui admet en tout point un maximum
est constante.

(b) Soit f une application de R dans R. On appelle valeur maximale, tout réel y tel qu’il existe un réel
x en lequel f admet un maximum local. Montrer que I’ensemble des valeurs maximales de f est au
plus dénombrable.

(c) Montrer qu’une application continue de [a,b] dans R qui admet en tout point un extremum local est
constante.

14. (a) *x Soit (f)nen une suite de fonctions d’une partie £ de R, dénombrable dans R, telle que pour tout
n € N, f,, soit bornée par 1. Montrer que (f,),en admet une suite extraite qui converge simplement ®
sur F vers une application f de E dans R.

(b) Soit (gn)nen une suite d’applications de R dans [—1, 1], toutes croissantes. Montrer qu’il existe une

suite extraite de (f,)nen qui converge simplement sur R, (Théoréme de sélection de Helly).

5. On dit qu’une suite (gn)nen d’élément de RE converge simplement vers un élément g de RE, si pour tout réel z la suite
(gn(z))nen converge de limite g(z).



